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Resumen

En este trabajo de grado calculamos el ntimero bésico de reproduccién %, basados prin-
cipalmente en el articulo hecho por Van den Driessche, P. y Watmough, J. [1]]. Mas preci-
samente, calculamos %, a partir de la matriz de proxima generacién en algunos modelos
matemadticos epidemiologicos que estan definidos mediante ecuaciones diferenciales ordi-
narias (EDO). También veremos las simulaciones de dichos modelos. Y finalmente, vemos
la utilidad y la importancia del %, que puede proporcionar una mejor comprensién de un
brote y permitir una respuesta de salud ptblica adecuada.

Palabras claves: Matriz de proxima generacién; Nimero basico de reproduccién; Modelos

matematicos; Ecuaciones diferenciales.



Abstract

In this degree work we calculate the basic reproduction number %, based mainly on the
document made by Van den Driessche, P. and Watmough, J. [[1]] . More precisely, we calculate
Ho from the next generation matrix in some epidemiological mathematical models that are
defined by ordinary differential equations (ODE). We will also see the simulations of these
models. And finally, we see the utility and importance of the %, that can provide a better
understanding of an outbreak and enable an appropriate public health response.
Keywords: Matrix next generation; Basic reproduction number; mathematical models; Dif-

ferential equations.
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Capitulo 1

Introduccion

Las pandemias, endemias y epidemias han estado presentes desde hace muchos afios en
la evolucién de la raza humana, y el efecto de ellas ha llevado consigo la reduccién de la
poblacién. A partir de esto, se ha convertido en un hecho que afronta la humanidad, por lo
tanto, los cientificos estan obligados a encontrar métodos eficientes para hallar el por qué y
el efecto de las trasmisiones de estas enfermedades. En este caso, nuestro interés de estudio
son los modelos epidemioldgicos que representan la transmision de las enfermedades infec-
ciosas, lo cual, hoy en dia tiene una presencia constante en la literatura de investigacién y
son los modelos matemaéticos en general los que estdn haciendo contribuciones significativas

a las matematicas, y la salud publica.

La epidemiologia de las enfermedades infecciosas es la disciplina del estudio de los fac-
tores que causan o estdn asociadas con la trasmisién de la enfermedad, asi como también del
estudio de la prevalencia, incidencia y distribucién de las enfermedades que afectan a la po-
blacién humana. Las enfermedades trasmisibles son enfermedades infecciosas que pueden
trasmitirse de una persona a otra a través de rutas no naturales, directa o indirectamente, es
decir, a través de una variedad de vias. De este modo, una forma de representar el efecto de
la trasmision de las enfermedades es utilizando modelos matemaéticos con ecuaciones dife-
renciales (ED), estos modelos tienen caracteristicas muy especiales debido a los pardmetros
que se involucran en dichas ecuaciones, como el ntiimero bésico de reproduccién %, el cual
determina si una enfermedad infecciosa puede dar lugar a un brote o una epidemia. No obs-

tante, el %, es una medida insuficiente de la dindmica de las enfermedades infecciosas en
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la poblacién, es decir, que la utilidad de este parametro permite conocer mejor un brote epi-
démico y preparar la respuesta de la salud publica, El valor %, varia y depende de factores
tales como la susceptibilidad de la poblacién, la transmisién entre humanos, la atencién mé-
dica y los tratamientos disponibles. El valor %, puede ser utilizado para medir la capacidad
de una enfermedad infecciosa para propagarse a través de una poblacién y para informar

acerca de la gravedad de una epidemia.

Un modelo matematico es una descripcion de un sistema usando herramientas y lenguaje
matematico. El proceso de desarrollo de modelos matemaéticos es denominado como mode-
lamiento matematico, es decir, modelar las enfermedades infecciosas y su propagacién en las
poblaciones, mas atin, el modelo matemético se puede aplicar a cualquier sistema ya sea bio-
16gico o de otro tipo. Un modelado generalmente comienza con una descripcién clara de los
procesos basada en la comprension del sistema por parte cientifica. Los modelos matemati-
cos epidemiolégicos son una herramienta ttil para proporcionar una comprensién profunda
de las dindmicas de las enfermedades infecciosas. Estos modelos se usan para predecir el
comportamiento de una enfermedad dentro de una poblacién, asi como para estimar el im-
pacto de la interaccién entre diferentes factores epidemiolégicos y variables biol6gicas. Estos
modelos pueden ayudar a los expertos a tomar decisiones informadas sobre cémo prevenir,
controlar y tratar enfermedades infecciosas. Estos se basan en la teoria de la epidemiologia,
que es una forma de estudiar el comportamiento de las enfermedades infecciosas dentro de

una poblacién.

Por otra parte, en este trabajo se pretende estudiar técnicas para determinar %, en dife-
rentes modelos epidemiolégicos, los cuales tienen puntos de equilibrio libres de enfermedad
(DFE) en los que la poblacién permanece ausente de la enfermedad y/o puntos endémicos.
De este modo, el pardmetro %, permite determinar cudndo las soluciones tienden al punto
de DFE si es asintoméaticamente local estable cuando %) < 1, el cual nos permite deducir
que la enfermedad no puede invadir la poblacién, pero si, por el contrario, cuando las solu-
ciones tienden a él/los punto(s) endémico(s) es Zp > 1, entonces, el DFE serd inestable lo
cual implica que la invasién de la enfermedad a la poblacién, dado esto serd posible y dificil

controlar la epidemia.

Una de las metodologias que hoy en dia se emplean en los modelos matemaéticos son
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las EDO’s, los cuales se utilizardn para modelar la distribucién de enfermedades infeccio-
sas en una poblacién, puesto que son una herramienta indispensable en la modelacién de
fendmenos y procesos bioldgicos, quimicos y fisicos. Del mismo modo, permiten establecer
relaciones entre estos factores, mediante variables y pardmetros, para poder estudiar siste-

mas complejos.

Los modelos compartimentales constituyen una técnica utilizada para simplificar la mo-
delizacion matematica de las enfermedades infecciosas. La poblacién se divide en comparti-
mentos, asumiendo que cada individuo en un mismo compartimento tiene las mismas carac-
teristicas, ver [4]]. Estos modelos se pueden utilizar para predecir las caracteristicas de propa-
gacién de una enfermedad, donde las caracteristicas se toman en cuenta en clases discretas,
es posible definir una matriz cuya entrada (i, j) es el nimero de infecciones secundarias da-
do en el compartimento i por un individuo infectado en el compartimento j. Esta matriz es

llamada Matriz de la Préxima Generacion, ver [3].

Por otro lado, analizar a detalle que ocurre cuando el umbral % = 1, ademds, demostrar
que Zo es un parametro de umbral para la estabilidad local del equilibrio libre de enferme-
dad, del mismo modo, se aplicaré la teoria de la variedad central, el cual consiste en deter-
minar la existencia y estabilidad de equilibrios endémicos cerca del umbral. Por tltimo, se
mostrard que algunos modelos pueden tener equilibrios endémicos inestables cerca del DFE
para Zp < 1, lo cual nos permitird deducir que, aunque el DFE sea localmente estable, la

enfermedad puede persistir.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1. Epidemiologia

Segtin la OMS “ La epidemiologia es una ciencia interdisciplinaria que se ocupa del es-
tudio, la distribucién y frecuencia de las enfermedades en la poblacién”. Esta ciencia busca
entender los patrones de salud, la prevenciéon de enfermedades y los tratamientos para me-
jorar la salud de los individuos y la comunidad. La epidemiologia se ha convertido en una
herramienta fundamental para la toma de decisiones en salud ptblica, ya que proporciona
informacién sobre la distribucién de enfermedades en la poblacién, los factores de riesgo pa-
ra la enfermedad y la eficacia de los programas de prevencién y tratamiento. Esta disciplina
se ha utilizado para mejorar la salud de la poblacién a través de la prevencién y el control de
enfermedades, la reduccién de la carga de enfermedad, el aumento de la conciencia de los

problemas de salud y la mejora de la calidad de los servicios de salud.

Ao largo de los siglos, la epidemiologia ha evolucionado y cambiado, convirtiéndose en
su propio campo de estudio diferenciado con un enfoque en la identificacién y comprension
de los patrones y las causas de la enfermedad. Hoy en dia, la epidemiologia es una herra-
mienta vital en la lucha contra las enfermedades tanto transmisibles como no transmisibles,

y juega un papel clave en la salud ptublica.
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2.2. Enfermedades Infecciosas: Una Mirada Historica

En esta seccién, veremos aportes sobre las enfermedades infecciosas y su modelado, ade-

més de resefias a los largo de la historia.

A mediados de la década de los 90 fue propuesto el modelo “eco - epidemiolégico” el
cual surgié como andlisis de algunos eventos y sus determinantes en diferentes niveles de
organizacion biolégicos, clinico y social (Hernandez Girén, C. Orozco Ninez, E. y Alejandro
Loépez, A. 2012) [[7]] El autor concluyo que el esquema conserva la positividad y la delimita-
cién del modelo continuo. En términos de estabilidad logro observar que el esquema numéri-
co conserva las condiciones suficientes para que el equilibrio libre de infecciones del modelo
estudiado fuera estable. Observé que la aproximacién de esquema de diferencia finita no
estdndar propuesto supera significativamente los métodos tradicionales como el método de

Euler Runge - Kutta 4 y la poderosa rutina de MATLAB.

Segun Gill (1928), en su estudio sobre la génesis de las epidemias y la historia natural de
las enfermedades, una introduccién a la ciencia de la epidemiologia basada en el estudio de
las epidemias de malaria, influenza y peste, el andlisis de la epidemiologia como ciencia ha
tenido una transformacién conceptual durante varios siglos; en este proceso se ha combinado
conocimientos por la medicina enfocada hacia lo biolégico, con lo que, més recientemente, le
han aportado las ciencias sociales. Por otra parte, pese a ser considerada una ciencia chica, la
epidemiologia tiene un linaje bastante antiguo, Gill asegura que los escasos logros logrados
por la disciplina en los tltimos 50 afios no le permitian exigir un espacio en medio de las
ciencias precisas, puesto que apenas si poseia alguna literatura especializada, y que en vano
podria buscarse sus libros de escrito; dudaba inclusive de que los inconvenientes que la

epidemiologia estudiaba fueran entendidos precisamente por los propios epidemiélogos [g].

Gill concluy6 que los resultados presentados estan destinados a estudiar cantidades base
de preproduccién, trabajé sobre un valor que brinda una interpretacion biolégica impor-
tante, ademds de ser subjetivamente més sencillo de calcular y dominara la conducta del
ntmero bésico de preproduccién. A este valor se le denominé virulencia. Esta virulencia po-
sibilita minimizar el anélisis de las dindmicas de la patologia al circuito que posea la mayor

predominacién sobre la misma. Este resultado puede brindar una nueva forma de compren-

14



der y acercarse a diversas patologias, en particular las del tipo vector-huésped, puesto que

son donde se hace més evidente la iniciativa un circuito dominante.

Un proyecto de grado elaborado por Amaya Muvdi, D. A. (2015) denominado “Acer-
camientos a la Epidemiologia de una Enfermedad a través de Sistemas Compartimentales” [5] fue
presentado en el departamento de matemadticas para obtener el titulo de matematico en la
Universidad de los Andes. En este trabajo se menciona que, durante la historia de la huma-
nidad, las patologias han jugado un papel fundamental en moldear la magnitud demogréfica
de una poblacién. Casos extremos de esos se han visto en La Peste Negra durante el siglo
X1V, la cual se fue esparciendo por el continente asidtico y Europa. Diezmando la poblacién
de este dltimo en un tercio o el deceso de millones de Aztecas a lo extenso de la conquista
de América gracias a una epidemia de viruela, introducida por los espafioles. Dichos hechos
otorgaron paso a cuestionamientos del tipo: ;cudnto tiempo puede durar una epidemia?
(qué tan severa puede llegar a ser? ;que causa que una epidemia acabe? Una forma de dar
respuestas a estos cuestionamientos podria ser por medio de experimentacién cientifica. El
problema con este acercamiento es que los experimentos tienen la posibilidad de llegar a
ser bastante dificiles de realizar, sin disponer de las probables preguntas éticas relacionadas.
Por consiguiente el autor establecié modelos compartibles, donde la poblacién estudiada se
divide en modelos compartibles junto con supuestos en las tasas de transferencia entre es-
tos, la manera mds simple que se buscé para lograr comprender dichos modelos fue pensar
primero en un compartimiento a considerar para individuos susceptibles a esta enfermedad
estudiada, pasando asi a el compartimiento de infectados, luego este individuo abandona

dicho compartimiento ya sea porque ha ganado inmunidad o porque ha fallecido.

En agosto del afio (2019) fue presentado en la facultad de ciencias bésicas de la Universi-
dad de Cérdoba el trabajo de grado titulado Solucién numérica de un modelo eco - epidemioldgico
de tipo depredador - presa usando un esquema de diferencias finitas no estdndar, Elaborado por Ba-
rajas Calonge, ].D. como requisito para obtener el titulo de matematico en el departamento
de matematicas y estadistica [2]]. En este trabajo se desarrollaron diferencias finitas no estan-
dar en un esquema para de esa forma llegar a obtener soluciones de carécter cuantitativo
para un modelo de tipo eco - epidemiolégico (modelo depredador - presa) en el que los de-

predadores diferencian entre presas susceptibles e infectadas. Con el modelo se analiza un
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importante ecosistema en el lago Salton el cual esta ubicado en el Sur de California, EE. UU.
En este ecosistema las aves (especialmente pelicanos) se alimentan de peces (especialmente
de tilapias) la mayoria de estos peces estan infectados gracias a una bacteria conocida con el
nombre de clostridium botulinum. En el esquema de caracter cuantitativo disefiado se con-
serva las caracteristicas de los modelos continuos, como positividad, acotacion y estabilidad

de puntos libres de infeccién.

2.3. Conceptos previos

Definicién 2.3.1 (Pandemia) Una pandemia es una enfermedad infecciosa que se extiende a una
gran cantidad de personas en una region geogrdfica especifica, generalmente a nivel mundial. Esto
se debe a la rapidez de los medios de transporte modernos, lo que permite que una enfermedad se
transmita a muchas personas en poco tiempo. Las pandemias también pueden propagarse a través de
la transmision aérea, lo que significa que una persona infectada puede propagar la enfermedad al toser

o0 estornudar en el aire.

Definicién 2.3.2 (Endemia) Se refiere a la prevalencia de una enfermedad en una poblacién deter-
minada, generalmente en un drea geogrdfica limitada. Esta prevalencia es la cantidad de personas que
tienen la enfermedad al mismo tiempo y en el mismo lugar. La endemia se limita a una regién especifica

y no afecta a la poblacion en general.

Definicién 2.3.3 (Epidemia) Una epidemia es una propagacion significativa de una enfermedad
infecciosa a través de una poblacion humana, una region geogrdfica o una parte del mundo. Se carac-
teriza por una presencia repentina y simultdnea de casos, y el niimero de casos es mucho mayor de lo
esperado para la época y el lugar. Una epidemia puede ser local, regional o mundial, dependiendo de
la enfermedad y de la drea geogrdfica afectada. La propagacion de la epidemia se debe en gran parte a
la transmision de agentes infecciosos entre personas, animales o insectos, asi como a la presencia de

condiciones ambientales desfavorables.

Definicién 2.3.4 (Modelo Matematico) Un modelo matemdtico es una representacion simplifica-
da de un sistema real, que se construye con el fin de estudiar el comportamiento del sistema. Es-

td compuesto por ecuaciones o relaciones matemdticas entre variables, que describen los patrones de
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comportamiento de un sistema. Estas variables pueden representar cantidades fisicas, como presion,
temperatura, velocidad, entre otras, o conceptos abstractos, como el tiempo, el dinero o la energia. Los
modelos matemadticos se utilizan en muchas dreas de la ciencia para predecir el comportamiento de los
sistemas y para encontrar soluciones éptimas a los problemas planteados. Los modelos matemdticos se
utilizan ampliamente en todas las dreas de la ciencia, desde la fisica y la quimica hasta la biologia, la

economia, etc. (medicina, ciencias sociales, . . .)

Definicién 2.3.5 (Punto libre de enfermedad (DFE)) Un punto libre de enfermedad se refiere a
un estado en el cual todas las personas de una poblacién estdn sanas y no hay ninguna infeccién de la

enfermedad. Es decir, no se estdn produciendo transmisiones activas de la enfermedad.

2.3.1. Sistemas Dinamicos

Definicién 2.3.6 Un sistema dindmico se caracteriza por una regla de evolucién que establece cémo
evoluciona una trayectoria en funcién de un iinico pardmetro, generalmente el tiempo, en relacién a

un conjunto de estados que conforman el espacio de fases.

En este estudio, se analizan sistemas que presentan un espacio de fases M continuo y una variable

de tiempo t continua t € R. Entonces se tiene la aplicacion
@r:M— M tal que x(t) = ¢@i(x0)

Donde x es el estado inicial, es decir, po(x9) = xo

2.3.2. Flujo

Definicién 2.3.7 Suponga que tenemos un sistema dindmico con un espacio de fases representado
por una variedad M. Un flujo completo ¢:(x) es una aplicacion diferenciable que depende de un

pardmetro

9:RxM— M

tal que
(@) @o(x) =x
(b) Vt,s € R

17



@10 @s = @rys (Propiedad de Grupo).

Un flujo se considera completo cuando estd definido para todo ¢t € IR, de manera que la
propiedad de grupo se cumple en todo momento. Sin embargo, es importante destacar que,
al tratarse de un flujo diferenciable, estd asociado con un campo vectorial. En este contexto
particular, dicho campo vectorial se define como

) = o)l Vre M. @)

Ahora bien, veamos algunos resultados

Lema 2.3.1 Si ¢;(x) es un flujo, entonces es la solucién a la ecuacion diferencial x = f(x), donde
x(t) = @t(xp). Es decir,

d

73 91(x0) = f(@:(x0)),  po(x0) = xo.

con f definida por (2.1).

Demostracién. Como x(t) = ¢;(xp), se tiene

Coodx(t) 1 B o1 B d B

£ = 0 i g (x0) — gu(xo)] = Jim Lge(x(t) ~ go(x(6)] = Lol = Flx(1).

Por tanto, X = f(x(t)).

Dado el resultado anterior, se tiene que la solucién a la ecuacién diferencial
x=f(x), x(0)=ux (2.2)
esta definida Vxo € M siy solo si el flujo es completo.
Lema 2.3.2 Suponga que f : E — R" es C! en un abierto E. Entonces existe a > 0 tal que ¢;(x),
solucién de , es una funcién C' de x para t € [—a, al.
2.3.3. Linearizacién
Definicién 2.3.8 Un punto x* es un equilibrio de si f(x*)=0.

Definicién 2.3.9 Si f € C!(E) entonces la linearizacién de x = f(x) en el equilibrio x* € E es la
ecuacion diferencial

X =Df(x")x.

18



Bajo esta definicién entra un nuevo tipo de equilibrio: un equilibrio x* de un campo vectorial
f que es C! es un equilibrio hiperbélico si ninguno de los valores propios de Df(x*) tiene
parte real igual a 0, es decir, un equilibrio hiperbélico se caracteriza por tener todos los va-
lores propios de la matriz jacobiana con partes reales distintas de cero. Esto implica que las
soluciones cercanas a dicho equilibrio exhiben un comportamiento dindmico estable y bien

definido.

2.3.4. Estabilidad

Para poder abordar el concepto de estabilidad en un sistema dindmico en general, es
necesario establecer previamente el concepto de estabilidad para los sistemas lineales de

ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO).

Los sistemas lineales de EDO son aquellos en los que las ecuaciones diferenciales tienen
una forma lineal, es decir, pueden expresarse como combinaciones lineales de las variables
de estado y sus derivadas. Estos sistemas se pueden representar mediante matrices y vecto-
res, lo que permite utilizar herramientas y técnicas matematicas especificas para analizar su

comportamiento.

Para inicar, sabemos que si tenemos una matriz A de tamafio n x 1, la solucién al sistema

lineal de ecuaciones corresponde
x=Ax x(0) = xo, (2.3)

es x(t) = e!4xg para t € R. Donde para una matriz T, e! es la matriz que se calcula a partir

de

Definicién 2.3.10 Dado un sistema de EDOs de la forma:

dt
%:f(x)

Donde x es un vector de variables de estado y f(x) es una funcion que describe la dindmica del sistema.
Un punto de equilibrio x* del sistema se considera estable si, para cualquier condicion inicial cercana

Xo, las soluciones del sistema permanecen cerca de x* a medida que el tiempo avanza.
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Capitulo 3

Metodologia para determinar el valor

de 9?0

El ntimero de reproduccién basico % tiene una larga historia en la epidemiologia de las
enfermedades infecciosas y se ha utilizado para guiar las politicas y estrategias de salud pu-
blica en el manejo de enfermedades infecciosas. Evaluar la posible propagacién de nuevas
enfermedades infecciosas como el coronavirus ha requerido el uso de %, en particular. La in-
fectividad de la enfermedad y el comportamiento de la poblacién son solo dos ejemplos de
las muchas variables que pueden afectar el valor de %, . En el contexto de la epidemiologia
de las enfermedades infecciosas, Zp es un concepto crucial y practico. Un ntimero signifi-
cativo de articulos en la literatura combinan modelos matematicos con la teoria %, para la
mayoria de las enfermedades que actualmente se reconocen como existentes en el mundo.

K se ha convertido en un concepto clave para prevenir la aparicion de epidemias [[11].

3.1. Breve historia del %,

Este concepto se remonta desde 1886, cuando R. Bockh lo introdujo para apuntar a un
grupo demografico en particular. Intento determinar el ntiimero tipico de hijas que tendra
una mujer a lo largo de su vida. Calcul6 el producto de la probabilidad de supervivencia
dependiente de la edad y la tasa de fertilidad utilizando datos recopilados en la ciudad de

Berlin en el afio 1879. Su estimacién de 1.06, puede considerarse como el primer valor de
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Ko, se calcul6 teniendo en cuenta la proporcién de sexos. Casi 40 afios después, en 1925, la
primera ecuacién matemadtica para calcular %y fue propuesta por A. Lotka (conocido por

desarrollar el modelo depredador-presa):

By = /OOOP(a)ﬁ(a)da,

donde P(a) representa la probabilidad de supervivencia basada en la edad de las mujeres y
B(a) representa la tasa de fertilidad de esas mujeres.

Cabe sefialar que la idea de % atin no se ha relacionado con la epidemiologia hasta este
punto. El enlace se debe a Ronald Ross. Ross, un zo6logo, matematico, naturalista y entomo-
logo escocés, inicié una serie de experimentos en 1895 que demostraron que los mosquitos
son los principales transmisores de la malaria. Recibi6 el Premio Nobel de Fisiologia y Me-
dicina de 1902 por este descubrimiento. Cre6 un modelo matemaético para esta investigacion
que demostré que la malaria podria eliminarse siempre que la proporciéon de mosquitos por
personas cayera por debajo de un nivel predeterminado. Esto fue muy polémico porque ar-
gumento en sus articulos que no era necesario eliminar todos los mosquitos transmisores de
malaria para erradicar la enfermedad. El fenémeno, ahora conocido como inmunidad colecti-

va, se ha extendido e intensificado a muchas otras enfermedades prevenibles.

3.2. Esquema epidémico compartimental para poblaciones hetero-

géneas

Considere una poblacién heterogénea cuyos individuos se caracterizan por su edad, com-
portamiento, localizacién espacial y/o estadio de la enfermedad, pero puede dividirse en n
compartimentos homogéneos. Consideremos un modelo epidémico general para una pobla-
cion. Suponga que x = (x1, ..., x,)!, donde cada x; > 0 es el nimero de personas en cada
compartimento. Para asegurar una mayor claridad al clasificar los compartimentos, asigna-
mos los primeros m compartimentos a los individuos infectados y el resto a infectados se-
cundarios y susceptibles, etc. Esta asignacion de compartimentos infectados y no infectados
debe basarse en la interpretaciéon epidemiolégica del modelo y no debe ser una deduccién
directa de la estructura de las ecuaciones. El niimero de reproduccién basico no se puede

determinar simplemente a partir de la estructura del modelo matemaético, sino que depen-
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de también de la definicién de los compartimentos infectados y no infectados. Definimos X;
como el conjunto de todos los estados libres de enfermedad, que comprenden tanto a los

individuos susceptibles a la enfermedad como a los individuos expuestos a la misma.
Xs={x>0|x;=0,i=1,...m}.

Para calcular %y, es importante distinguir entre las nuevas infecciones y cualquier otro
cambio en la poblacién, como el aumento de la inmunidad de los individuos, los cambios
en el comportamiento, la recuperacion de los infectados, la mortalidad, la inmigracién y la
emigracion. Por lo tanto, es importante tener una comprensién clara de los diferentes factores
que afectan la tasa de transmisién, para obtener una medicién confiable de .

Los conceptos que siguen serdn cruciales a lo largo del capitulo.

Definicién 3.2.1 Dado un modelo epidemioldgico se identificardn las siguientes tasas utilizando:
» Z;(x): Tasa de aparacién de nuevas enfermedades en el compartimento i.
n V" (x): Tusa de transferencia de individuos hacia el compartimento i por los demds medios.
» ¥ (x): Tasa de transferencia de individuos fuera del compartimento i.

Se supone que cada funcion es continuamente diferenciable al menos dos veces en cada variable.

Fi(x)

Vi (x) Vi (x)

Xi |-—

Figura 3.1: Infectados y no infectados

Dada la definicién (3.2.1) el modelo de transmision de enfermedades se puede definir de
la siguiente manera:

fCi = fi(x) = ﬁ’i(x) — 7/1‘(3(), i= ],..., n, (3.1)

donde ¥%(x) = ¥~ — ¥;" y las funciones satisfacen los supuestos (A1) — (As) que se descri-

ben a continuacién:
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= (A1) Como cada funcién representa una transferencia dirigida de individuos, todas son

positivas. De este modo,
Six >0, entonces .7, ¥, ", ¥, > Oparai=1,...n.

= (Az) Si un compartimento no contiene ningtn individuo, entonces no hay posibilidad
de que se transfiera fuera del compartimento por muerte, enfermedad, infeccién u otro

factor. Por lo tanto,
Si x; = 0 entonces ¥;~ = 0. En particular, si x € X; entonces ¥;” = Oparai=1,...,m.

= (Aj3) La siguiente condicion surge del simple hecho de que la incidencia de infeccién

para los compartimentos no infectados es cero.
F;=0sii>m.

» (A4) Para garantizar que el 4rea libre de enfermedades permanezca constante, asumi-
mos que si la poblacion se encuentra libre de enfermedades, entonces seguira sin estar
afectada por ellas. Esto significa que no hay inmigracion (independiente de la densi-

dad) de individuos infectados. Esta condicién se expresa de la siguiente manera:
six € X; entonces # =0y ¥ (x) =0parai =1,...,m.

= (As) La condicién restante se basa en las derivadas de f cerca de un DFE. Para nues-
tros propositos, definimos un DFE de como una solucién de equilibrio estable
(asint6ticamente localmente) del modelo libre de enfermedad, es decir, (3.1) restrin-
gido a X;. Esta solucién de equilibrio estable estd determinada por pardmetros tales
como el tamarfio de la poblacién, la tasa de infeccion y la tasa de recuperacién. Tenga
en cuenta que no es necesario suponer que el modelo tiene un DFE tnico. Considere
una poblacién cerca del DFE xy. Si la poblacién permanece cerca del DFE (es decir, si
la introduccién de unos pocos individuos infecciosos no da como resultado una epi-

demia), entonces la poblacion regresard al DFE de acuerdo con el sistema linealizado.
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Esto se debe a que el DFE es un punto y la poblacién se mantiene en su proximidad

debido a la resistencia de los parametros del sistema

x = Df(x0)(x — xp), (3.2)

donde Df(x) es la derivada [%} evaluada en el DFE, x( (es decir, la matriz jacobia-
na). Aqui, y en lo que sigue, algunas derivadas son unilaterales, ya que x( esta en la
frontera del dominio. Restringimos nuestra atencién a los sistemas en los que el DFE es
estable en ausencia de una nueva infeccién. Esto significa que, para cualquier punto de
equilibrio xo, el DFE debe ser tanto localmente como globalmente estable. Esto implica
que la matriz jacobiana D f(x() en xo debe tener autovalores con parte real negativa en
todos los casos. Esto se cumple si la matriz jacobiana es una matriz simétrica definida
negativa, lo que significa que los autovalores de Df(xp) tienen parte real estrictamen-
te negativa. Ademads, para el DFE, la matriz jacobiana debe ser no singular para que
el sistema tenga solucion y sea estable. Eso es, Si .%;(x) se establece en cero, entonces

todos los valores propios de Df(xg) tienen partes reales negativas.

Con base en las condiciones expuestas anteriormente, la matriz Df(xg) puede ser separa-
da de la manera que se ilustra en el siguiente lema. Este lema servird de base para lograr

resultados significativos. Previamente, se requieren definiciones fundamentales.
Definicién 3.2.2 Dada la matriz A se tiene que,
= La abscisa espectral denotada como s(A), es la mdxima parte real de sus valores propios.
= El radio espectral denotado como p(A), es el médulo mdximo de sus valores propios.
= Si A > 0 (no-negativa), todas sus entradas son no-negativas, es decir ajj > 0, Vi]'.

» Sea Z = {A € R"™"|a;; < Oparai # j}. A € Z serd una M-Matriz, si A tiene la forma
A=bI—-Cconb>0,C >0 (no-negativa) y b > p(C). También se tiene que, si A es una
M-Matriz, tiene la propiedad de que si b > p(C) entonces A es no-singular y A es singular si
b= p(C).

Por ultimo, recordemos las siguientes observaciones antes de la demostracién del si-

guiente lema.
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Observacién 3.1 Si A es un valor propio de A entonces xA es un valor propio de x A para € R.

Es decir, si x es vector propio de A, (xA)x = a(Ax) = a(Ax) = (ad)x.

Observacién 3.2 Si A es una matriz n X n con una forma de bloques triangulares, entonces los

valores propios de A coinciden con los valores propios de los bloques diagonales.

Lema 3.2.1 Si xges un DFE de y fi(x) satisface (A1) — (As), entonces las derivadas D.%;(x)
y D¥;(xo) se dividen como

F O vV oo
D7 (x0) = ;DY (%) = :

00 J3 Ja
donde F y V son matrices m x m definidas por

(xo)] , Yy V= BZ(JCO)} con 1<i,j<m.

P [&%
ax]-

Ademds, F no es negativa, V es una matriz no singular y todos los valores propios de ], tienen un

parte real positiva.

Demostracién. Sea xo € X; un DFE, iniciemos primero por la separacién por bloques de

D.Zi(xg). Por (As) se tiene que .%; = 0, es decir,

9.7, a0
<8xj>(x0)_8x]-_0

para todo j sii > m. Luego parai < my j > m notamos que si xop € X, es decir que para

Xp; = Xo + hej donde ¢; es el vector de ceros excepto en la j-ésima entrada con valor de 1, si
j > m entonces los nuevos individuos en el j-ésimo compartimento no son infectados, por
tanto xj,, € Xs.

Por otro lado, por A4 tenemos que si x € X, entonces .%;(x) = 0 parai = 1,...m. En efecto,

Fi(x0) = Fi(xy;) =0parai <myj>m,

Ahora, parai < my j < m se sabe por A4 que .Z;(x9) = 0. Asi por A; se tiene que x > 0 en-

tonces .#; > Oparai = 1,...my en particular como j < m se tiene que %(xhj) > 0. En efecto,
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<8%> (x0) = lim <°%(x°+hef)+‘g(x°>> — lim <%§1th)> > 0.

ox j h—0" h
Por tanto, de lo anterior se concluye la no negatividad de la matriz F.

Ahora veamos la separacion por bloques de DY (xp).
Primero para el bloque de ceros tenemos que i < m y j > m y notese que si x € X, entonces
Ap nos dice que ¥~ = Oparai =1,...,my A4 nos dice que #,"(x) = O parai =1,...m,
dadoque 7; = 7, — “//Z-+ seindicaque ¥; = Oparai =1,...msix € X,. Asial tomar xp € X;
y ver de nuevo que j > m implica x;;, € X;, en efecto obtenemos que ¥;(xo) = ¥i(xy,) = 0.

Implicando lo siguiente,

(W) (x0) = lim (Vi(x0+h€]]1')+7/(xo)> — lim <2> _o.

luego, para el bloque V analicemos que sucede cuando i < my j < m. Iniciamos con el su-
puesto A; que nos dice que si x; = 0 entonces ¥, = 0. Note que en este caso j < m, en efecto
para k # j tenemos lo siguiente (x;, )x = (xo + hej)x = 0 lo que implica que ¥~ = 0. Ahora

bien, el supuesto A; indica que ”//,f(xh].) > 0. Luego, dados estos supuestos obtenemos que

Ye(an) = % () = % () = =K () <O para k #j.

]

Ademas, vimos que por A; y A4 se obtuvo #; = 0, entonces por estos dos supuestos logra-

mos que,

<37/i> (x0) = lim (“f/i(xo+h€;‘l)+7/(xo>) <0. para i#]

Esto indica que V € Z.

Por otro lado, el supuesto As dice que todos los valores propios de —D ¥ (xp) tienen par-

te real negativa, entonces por (3.1) los valores propios de D¥ (xy) tienen parte real positiva,
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pero por estos son los valores propios de V' y J4.

Por lo tanto como V € Z y ademas todos sus valores propios tienen parte real positiva
podemos concluir que la matriz V es una matriz no singular.
Por ultimo, para los bloques 3 y J4 se tiene que i > m. En este caso, se estd investigando
los compartimentos de personas no infectadas, observando las dindmicas de los individuos.
Dicho de otra manera, el supuesto A; dice que en esta situacion %", #,~ > 0, significando
que pueda ocurrir ﬂ/ (x9) # 0. Por otra parte, para el bloque J4 se observo que el supuesto

ox
]
As implica que los valores propios de esta matriz tienen parte real positiva.

3.3. El ntiimero basico de reproduccion

Definicién 3.3.1 (Individuo infeccioso tipico) Un individuo infeccioso tipico es aquel que ha con-
traido una enfermedad infecciosa y puede transmitirla a otras personas. Se considera que una persona
es infecciosa cuando posee la cantidad suficiente de agentes patégenos para propagar la enfermedad.

Los agentes patdégenos pueden incluir virus, bacterias, hongos, pardsitos y otros microorganismos.

El ntimero bésico de reproduccién, denominado %, es “el nimero esperado de casos secun-
darios producidos, en una poblacién completamente susceptible, por un individuo infeccio-
so tipico” [E]] Si Zy < 1, entonces, en promedio, un individuo infectado produce menos de
un nuevo individuo infectado en el transcurso de su periodo infeccioso y la infeccién no pue-
de crecer. Esto significa que la propagacion del virus se detiene y el namero de individuos
infectados comienza a disminuir. En este caso, la tasa de transmisién del virus se reduce y
la tendencia general es que la infeccién desaparece gradualmente, es decir, que el virus se
encuentra en un estado de equilibrio y es poco probable que se extienda a poblaciones nue-
vas. Por el contrario, si Zy > 1, cada individuo infectado puede generar mas de una nueva
infeccién, lo que significa que la infecciéon se puede propagar rdpidamente en la poblacién, es
decir, que la enfermedad puede extenderse rapidamente a la poblacién provocando un gran
nimero de nuevos casos en un corto periodo de tiempo. En el caso de un solo compartimen-

to infectado, %) se calcula como el producto de la tasa de transmision de la enfermedad y la
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duracién promedio de la infeccién.

Para determinar el destino de un individuo infeccioso “tipico” introducido en la pobla-
cion, consideramos la dindmica del sistema linealizado (3.2) con la reinfeccién desactivada.
Esto es, el sistema

x=—DV¥(x0)(x — xp). (3.3)

De acuerdo con (As), el DFE es localmente asint6ticamente estable en este sistema. Por tan-
to, (3.3) puede usarse para determinar a dénde se dirige una cantidad reducida de personas
infectadas que sean introducidas en una poblacién libre de enfermedad. Esto sugiere que el
sistema es capaz de identificar a un niimero pequefio de individuos infectados sin afectar la
salud general de la poblacién. Inicialmente, el ntimero de personas infectadas en el compar-
timento i es 1;(0), y el nimero de personas infectadas que permanecen en el compartimento
después de t unidades de tiempo es ¢¥(t) = (¢1(¢),..., ¥ (t))". Estos nimeros varian con
el tiempo debido a los cambios en la propagacion de la infeccion. La particiéon de DY (xo)
implica que ¢ (t) satisface ¢/ (t) = —V(t), que tiene la tinica solucién ¢(t) = e~V*(0). Esto
significa que V es una matriz no singular y, por lo tanto, invertible. Ademas, segtin el Lema

(3.2.1), los valores propios de V tienen partes reales positivas. Por lo tanto,

[ee]

/0°° p(£)dt = /Oooe_thp(O)dt — (0) /Oooe_wdt = v e "] T () = vy (0).

0

Esta cantidad se puede interpretar como el niimero de personas que se infectardn en una
poblacién dada, segiin el comportamiento de los individuos inicialmente infectados. Dado
que F no es negativa y V es una matriz no singular, V! no es negativa, al igual que FV 1.
Esto significa que se espera un ntimero positivo de nuevas infecciones en una poblacién
dada, proporcional al nimero de individuos inicialmente infectados. En efecto, si se integra
Fy(t) desde 0 a infinito se estd hallando el valor esperado de nuevas infecciones que son

producidas por los individuos infectados inicialmente, es decir
Valor esperado de infecciones: / Fy(t)dt = FV 1 > 0.
0

Para interpretar las entradas de FV ! y desarrollar una definicién significativa de %,

considere el destino de un individuo infectado introducido en el compartimento k de una
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poblacién libre de enfermedad. La entrada (j, k) de V! es el tiempo promedio que este
individuo pasa en el compartimento j durante su vida, suponiendo que la poblacién perma-
nece cerca del DFE y salvo la reinfeccién. Esto significa que FV~! describe la distribucién
de tiempos que un individuo infectado pasaria en un compartimento particular durante su
vida. Esto es importante para el modelo de transmisién de enfermedades, ya que ayuda a
determinar cuanto tiempo un individuo infectado esta en contacto con otras personas, y por

lo tanto a cudntas personas pueden transmitir la enfermedad.

Definicién 3.3.2 (Matriz de proxima generacién) La matriz de proxima generacion es una he-
rramienta de andlisis que se utiliza para evaluar la evolucion de una enfermedad en el tiempo. Ademds
describe los diferentes patrones de transmision entre grupos de personas, incluyendo los que son sus-
ceptibles a la enfermedad, los que estdn infectados y los que han desarrollado inmunidad a ella, es decir,
permite prever cémo se transmitird una enfermedad en el futuro, lo que les permite tomar medidas pa-

ra prevenir su propagacion.

La entrada (i, j) de F es la tasa a la que los individuos infectados en el compartimento j producen
nuevas infecciones en el compartimento i. Esta tasa se refleja en la matriz FV !, la matriz de préxima
generacion para el modelo, ya que la entrada (i, k) de esta matriz es el niimero esperado de nuevas
infecciones en el compartimento i producidas por el individuo infectado originalmente en el comparti-
mento k. Siguiendo a Diekmann [@], la matriz FV~! se define como la matriz de préxima generacion

para el modelo y establecemos

Ho = p(FV ), (34)

donde p denota el radio espectral de la matriz FV 1.
Consideremos los siguientes Lemas,

Lema 3.3.1 Si A es una matriz tal que A € Z = {A € R""a;; < 0 parai # j}, entonces

A~1 > 0siysolosi A es una M-matriz no singular.

Demostracion. Véase el capitulo 6 de Berman, A. y Plemmons, R] (1994). [10].
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Lema 3.3.2 Si F es no negativa y V es una M-matriz no singular, entonces %y = p(FV~1) < 1si

y solo si todos los valores propios de (F — V') tienen partes reales negativas.

Demostracién. Supongamos que F > 0y V es una M-matriz no singular. Por el Lema (3.3.1),

V-1>0.Asi, (I - FV1) € Z, luego,
(I-FV H 1 >0«=p(FV 1) <1
Por otro lado dadas las igualdades,

(V-F)'=W(I-rv ) '=vIia-rv 1!

V(V-F) '=I1+FV-F)7,

se sigue que (V —F)~! > 0siysolosi (I — FV~1)~1 > 0. Luego, (V — F) € Z, entonces por
el Lema (3.3.1), (V — F)~! > 0si y solo si (V — F) es una M-matriz no singular. Puesto que

todos los valores propios de una M-matriz no singular tienen partes reales positivas.

n

El DFE x,, es considerado localmente asintéticamente estable cuando todos los valores
propios de la matriz Jacobiana de la funcién f evaluada en xo, es decir, Df(x), tienen parte
real negativa. En otras palabras, si la parte real de cada valor propio es menor a cero, el
sistema tiende a retornar al equilibrio de manera asintética en su entorno cercano a xg. Por
otro lado, el DFE se considera inestable si al menos un valor propio de D f(x) tiene parte real
positiva. Segun el Lema (3.2.1)), los valores propios de Df(xy) se separan en dos grupos, los
correspondientes a los compartimentos infectados y los no infectados. Estos dos conjuntos
se componen de los valores propios de F — V y los de —J4 respectivamente. Nuevamente por
el Lema (3.2.T), todos los valores propios de —J; tienen un componente real negativo, por lo
que la estabilidad del equilibrio dindmico estd determinada por los valores propios de F — V.
El teorema siguiente afirma que el valor de %, determina el umbral para la estabilidad del

DFE.

Teorema 3.3.3 Considere el modelo de transmision de enfermedades dado por (B.1) con f(x) que
satisface las condiciones (A1) — (As). Si xo es un DFE del modelo, entonces x es localmente estable

asintéticamente si Zo < 1, pero inestable si Zy > 1, donde % estd definido por (3.4).
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Demostracién. Ya vimos que

F-V 0
Df(xo)=1{
I3 s
con J; = —J3y J; = —Ja. Sabemos que el DFE es asint6ticamente localmente estable si todos

los valores propios de Df(xg) tienen parte real negativa.

En efecto: como los valores propios de Df(xg) son los mismos de F — V y J;, entonces se
deben clarificar. Mas aun, se tiene que los valores propios de Jj tienen parte real negativa
por el Lema . Por otra parte, el Lema indica que los valores propios de F — V
tienen parte real negativa si y solo si %y = p(FV~!) < 1. Mostrando asf la primera parte de

la demostracion.

Para la segunda parte lo que queremos mostrar es (F — V) tiene al menos un valor propio
con entrada real positiva siy solo si Zy = p(FV~!) > 1. Lo cual es equivalente a mostrar que

Todos los valores propios de (F — V) tienen entrada real no-positiva si y solo si p(FV 1) < 1.

“ <" Seae > 0,si p(FV~1) < 1entonces ((1+¢)I — FV~!) es una M-matriz no singular,
puesto que p(FV~1) < 1+ e. Por el Lema (3.3.2) se tiene ((1+¢€)I — FV~1)~1 > 0. Entonces,
por el Lema todos los valores propios de ((1+¢)V — F) tienen parte real positiva. Da-
do que € > 0 fue arbitrario y los valores propios son funciones continuas de las entradas de

la matriz, se concluye que todos los valores propios de (V — F) tienen parte real no negativa.

“ ="' Si los valores propios de (V — F) tienen parte real no negativa y como (V — F) € Z,
entonces para € > 0, ((V +¢eI) — F) es una M-matriz no singular. De esta forma, por el Lema
(3.3.2) tenemos que p((F(V +el)~!) < 1, pero ¢ fue tomado de forma arbitraria, entonces
p(FV-1) <1

|
Esta prueba muestra por qué tiene sentido designar %, como el radio espectral de la

matriz de proxima generacion.
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Capitulo 4

Aplicaciones

Los modelos matemaéticos epidemiolégicos se emplean para estudiar la propagacion de
enfermedades infecciosas en una poblacién. Estos modelos se basan en hipétesis acerca de
cOémo se transmite la enfermedad y cémo interaccionan los individuos. Estos modelos pue-
den ayudar a predecir el nimero de personas infectadas, el tiempo que tardard la enferme-
dad en extenderse y la eficacia de distintas estrategias para el control y la prevencién. Los
modelos matematicos epidemiolégicos se hacen de distintas formas, desde modelos senci-
llos dividiendo a la poblacién en dos grupos (por ejemplo, susceptibles e infectados) hasta
modelos més complejos considerando varios grupos (por ejemplo, susceptibles, expuestos,
infectados y recuperados). Estos modelos se apoyan en ecuaciones diferenciales que explican
como los distintos grupos de poblacién interacttian entre si y como se propaga la enfermedad
a lo largo del tiempo.

Nos referimos a los distintos modelos epidemiolégicos utilizando abreviaturas que se
basan en los patrones de movimiento entre los compartimentos: SI, SIS, SEI, SEIS, SIR, SIRS,
SEIR, SEIRS, MSEIR, MSEIRS, etc. Los modelos compartimentales basicos se caracterizan
por dividir la poblacién en compartimentos diferentes de acuerdo con su estado de salud,

asi como su capacidad de transmitir una enfermedad.

4.1. Modelo SIR

El modelo SIR es un modelo matemético de epidemiologia que describe la dinamica de la

propagacion de una enfermedad en una poblacién. Estd compuesto por tres compartimentos:
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Susceptibles (S), Infectados (I) y Recuperados (R).

S|——[1|—=—[R

Figura 4.1: Diagrama de flujo del modelo SIR

En este caso veremos el modelo SIR sin dinamica poblacional, es decir, puede ser formu-

lado como el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

S’ = —BSI (4.1)
I'=BSI—oI (4.2)
R =4I, (4.3)

= f esla tasa de transmision de la infeccién.

= 7 es la tasa de recuperacion de la infeccion.

Calculemos el %, del modelo SIR. En este caso, s6lo el estado I esta infectado, por lo que
el vector x serfa x = (I, S, R). La funcién .%; muestra la tasa de infeccién en el compartimento

i, lo que significa que

BSI
F(,S,R)=1 0
0
Derivando obtenemos,
0 0 0
2(ps1) (ps1) (psD\  [Bs p1 0
DZ#(1I,S,R) = 0 0 0 =0 0 0
0 0 0 0O 0 O
si se toma xg = (0, Sp, Rp), se obtiene que
BSy 0 0
DZ(0,5,R) =] 0 0 0],
0O 00
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entonces, F = Sy.

Recuerde también que ¥#;" es la tasa de entrada por motivos diferentes a la infeccion,

0
rt=1o0|,
vl
y ademas 7, la tasa de salida del compartimiento ,
vl
v~ =|BSI

luego se tiene que,

derivando ¥ obtenemos,

0
¥ (1,S,R) ,35 Bl 0.
-y 0 O
evaluando la derivada en x( se obtiene que
¥ 00
D7(0,S0,Ro) = | BSo 0 0],
—y 0 0

entonces, V = +, es deicr, V-1 = 41
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Aclaremos que la matriz de proxima generacién esta centrada en los compartimentos
infectados, entonces podemos restringir a esos compartimentos para calcular la matriz. Por

lo tanto, la matriz de proxima generacién viene dada por,
FV=! = (BSo)at,

lo que implica que,

4.2. Modelo SIRS

El modelo SIRS es una extensién del modelo compartimental SIR. La dindmica de las
enfermedades infecciosas en una poblacién se estudia mediante un tipo de modelo ma-
teméatico denominado modelo compartimental SIRS (Susceptible-Infectados-Recuperados-
Susceptible). Este modelo tiene en cuenta que las personas pueden hacer la transiciéon entre
tres estados: susceptible, infectado y recuperado.

El modelo SIRS indica:

= Suceptibles(S): Se refiere a las personas que tienen una probabilidad mas alta de con-

traer la enfermedad.
» Infectados(I): Se refiere a las personas que actualmente tienen la enfermedad.

= Recuperados(R): Se refiere a las personas que han superado la enfermedad y desarro-

llado inmunidad, lo que significa que no pueden volver a contraer la enfermedad.

UR

A J

S BSI I v R

Figura 4.2: Diagrama de flujo del modelo SIRS

La dinamica del modelo SIRS es la siguiente:
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= Susceptible a infectados: aquellos que son susceptibles a la infeccién pueden contraer
la enfermedad a través del contacto con personas infectadas. La probabilidad de que
una persona susceptible contraiga la enfermedad a través del contacto con una persona

infectada se conoce como tasa de transmision, denotada por S.

» Infectados a recuperados: las personas infectadas experimentan una tasa de recupe-
racion v de la enfermedad. Entran en el estado recuperado después de recuperarse y

obtienen inmunidad.

= Recuperdos a suceptibles: La inmunidad de las personas que se han recuperado de una
enfermedad puede disminuir con el tiempo, dejandolos vulnerables a la enfermedad
una vez mds. Esta tasa de pérdida de inmunidad esta representada por y. Los indivi-

duos recuperados pueden recaer y contraer la enfermedad.

Para este caso tomaremos el modelo SIRS con dindmica poblacional , entonces las ecua-

ciones del modelo son:

S'= A —BSI+ uR (4.4)
I' = BSI — ul — oI (4.5)
R’ = I — uR, (4.6)

Donde:

= A es la existencia de nuevos individuos.

= feslatasa de transmisioén de la enfermedad.
= 7 es la tasa de recuperacion de la enfermedad.
= 1 esla tasa de pérdida de inmunidad.

Dado que los individuos recuperados pueden recaer en la susceptibilidad, el modelo SIRS
permite la posibilidad de que una enfermedad infecciosa pueda pasar por ciclos epidémicos
periédicos. Ademads, dependiendo de los valores de los pardmetros, puede tener uno o mas
equilibrios. Estos equilibrios, que pueden ser estables o inestables, representan circunstan-

cias en las que no hay tasas de cambio.
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Calculemos el %y del modelo. Primero identificamos cual es el compartimento donde
llegan los nuevos infectados, en esta situacién, el tnico estado afectado es I, por lo tanto

x = (I,S,R). es decir,

I'=BSI— (p+)I
R' =+l —uR

S'=A—pBSI—uR

Luego la funcién .#; muestra la tasa de infeccioén en el compartimento i, por lo tanto

-

0 0
. (alussm aR(ﬁSI)> _ (ﬁs o)
0 0 0 0

. A .
Si tomamos Sy = ;, se tiene que

Derivando obtenemos

A
— 0
'BP‘
0 0

F =

Recuerde también que ;" es la tasa de entrada por motivos diferentes a la infeccion,

vl —uR

y ademas 7, la tasa de salida del compartimiento ,

-
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luego se tiene que ¥ = ¥~ — ¥, es decir

V=9 -

_(0) _ [~
0 vl —uR

[ I
—yI+uR

Derivando obtenemos

P p)
py = | il gl (;ﬁ“y 0)
g(—vHuR) ﬁ(—vHuR) - M
Asi
+9 0
v [FTY
-y u
en efecto
el
_1_
vl = y 1
W 4 op

Ahora dados F y V! podemos hallar la matriz de proxima generacién,

1

A
A -0
e L B
0 0 T 1
Wrop op
BA
_P*
= | up+7)
0 0

Encontremos los valores propios de la matriz,

det(FV—! — AI)
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entonces vamos a hallar primero,

BA
———— 0 10
FVvl— Al = | v(p+) /\( )
1

BA
— | uw(p+7) 0 (A O)

BA
— | w(p+7)

luego hallamos el determinante,
BA — 12\ — iy
det(FV 1 — AI) = Wy
0 —A
PA — A — VM)
= —A)—(0)(0
(BAEAAT) () - )0
_ AP+ A%y — ABA
W2+

consideremos entonces ’
A2U? + A2y — ABA
ey
A2+ A2y — ABA =0

(u* + py)A* = (BA)A =0

0

y = (=B £ V(=BA) — (4 + 47))(0)

2(p + py)
4 PAEV(=BA)Y
2(p? + py)
_ BAEBA
o 2(p2 + )

por lo tanto,
_ BA—=BA 0

A =
YT py) T 202+ )

 BA+BA 2BA  BA BA

2720+ uy) 202+ uy) W auy ulpt)
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Asi se tiene que,

S e

4.3. Modelo SEIR

Para estudiar la propagacién de enfermedades infecciosas en una poblacién, el modelo
SEIR es un tipo de modelo matematico compartimental diferente al modelo SIR. El modelo
SEIR incluye un cuarto compartimento para personas expuestas (E) antes que se conviertan
en infectados. Este modelo examina la propagacién de una enfermedad infecciosa en una

comunidad, dividiendo a la poblacién en cuatro compartimentos:

Susceptibles: Aquellos que aun no han sido infetados y pueden contraer la enfermedad

si entran en contacto con infectados.

= Expuestos: Aquellos que han estado en contacto con personas infectadas y que han

sido expuestas al virus, pero que atin no desarrollan sintomas.

» Infectados: Aquellos que ya han sido diagnosticados con la emfermedad y que pueden

transmitirla a otras personas a traves del contacto directo o indirecto.

= Recuperados: Aquellos que se han recuperado de la enfermedad y han desarrollado

inmunidad contra ella.

S|en Elee[ TR

Figura 4.3: Diagrama de flujo del modelo SEIR

El modelo SEIR puede ser formulado como el siguiente sistema de ecuaciones diferen-

ciales:
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S' = —BSI (4.7)

E' = BSI —oE (4.8)
I'=0E —~qI (4.9)
R =9I (4.10)

= B es latasa de transmicion de la enfermedad, que representa la posibilidad de que una

persona susceptible se enferme cuando entra en contacto con una persona infectada.

= o es la tasa de transicion de expuesto a infectado, que representa la probabilidad de

que un individuo expuesto se convierta en una persona infectada y contagiosa.

= 7 es la tasa de recuperacién, que representa la probabilidad de que una persona infec-

tada se recupere y desarrolle inmunidad.

Calculemos el #Zy del modelo. El andlisis de este modelo sigue la misma estructura que se
desarroll6 previamente para el modelo SIR, pero se realiza un reemplazo de I por la suma
de E + I. No obstante, en ciertas enfermedades, existe una cierta capacidad de infectividad
durante el periodo de exposicién. En estos casos, es necesario agregar al modelo un factor
e que represente una disminucién en la infectividad durante el periodo de exposicion. Pa-
ra el modelo SEIR, la infeccién se propaga durante el periodo de incubacién E, el cual es

representado por el modelo:
S" = —BS(I +¢E)
E' = BS(I+¢E) —0E
I'=0E—~lI
R =9I

entonces el vector viene dado por x = (E, I, S, R), luego,

BSeE + BSI
0

Z(E,1,S,R) =
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luego la derivada es

D.Z(E,1,5,R) = (

en este caso tomamos xy = (0,0, So, Ro) asi,

r— (,3508 ,350) ,
0 0

ademas,

entonces

entonces la derivada es

lo que quiere decir que

por lo tanto,

¥*+(E,1,5,R) =

BSe BS
o o)’
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En efecto la matriz de proxima generacién viene dada por,

py-1 = P
7Y \0o 0 c o

BSo [eY+0O O
7y 0 0

S S S
f%’ozﬁ(sera):L 08+@
oy o 0%

por lo tanto,

_ “1y _ BSoe | BSo
<%)O—p(FV )— p + y

4.4. Modelo Multistrain

Un Modelo Multistrain se refiere a una teorfa que se ocupa de considerar la existencia de
multiples variantes de un patégeno. Esto es importante en el campo de las enfermedades
infecciosas, donde pueden desarrollarse distintas cepas con propiedades y comportamien-
tos diversos. Este modelo se aplica para examinar las ramas de virus y bacterias resistentes,
mientras se investiga el tratamiento en relacién a su propagacién. El modelo solo contie-
ne un compartimento para los sujetos susceptibles, pero hay dos compartimentos para los
infecciosos, que representan los dos agentes infecciosos. Cada cepa de una enfermedad se
modela como un sistema SIS simple. Esto significa que un individuo susceptible puede ser
infectado por una cepa y luego volver a entrar en el compartimento de susceptibles una vez
que la infeccion se ha resuelto. Sin embargo, la cepa uno puede “sobreinfectar” a un indivi-
duo infectado con la cepa dos, dando lugar a una nueva infeccién en el compartimento I; .
Esto significa que un individuo puede estar infectado con dos cepas al mismo tiempo, lo que

puede aumentar la transmisién de la enfermedad.
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S
i P

Figura 4.4: Diagrana asociado al modelo multistrain

Por primera vez, el modelo tendra en cuenta las tasas de nacimiento y de defuncién en
el compartimento; por ejemplo, el compartimento que aloja a los individuos susceptibles S
cuenta con una tasa de nacimientos b y una de fallecimientos bS, independientes de la enfer-
medad. La tasa de contacto para la sobreinfeccion es representada por v > 0. Las ecuaciones

que forman el modelo son las siguientes:

L =p1hS— (b+71)h +ohb (4.11)
L =pB2bS — (b+72) b —vhb (4.12)
S'=b—bS+vili+ 7L — (B1h + B212)S (4.13)

Primero se empieza por la funcién de nuevos infectados,

F (I, 1,S) = (51511)
B2SI

luego para xp = (0,0, Sp), se tiene que

DZ(L,L,S) = (’815 0 )
0 BaS

Lpo (P50 0
0 B25o

Por otra parte,



LI bl + 711
7/+(Il,12,5) = vhR y“//_(ll, 12,5) = 17714
0 (b—i—’)/z)[z

En efecto,

Y=y -yt
(on+ 7111) B (thz)
- \@+m)h 0
[ (ohL) — (bh + ’Ylh))
- (b+72L) -0

B bli + y1l1 —vh b
(b+72h)

Al evaluar la derivada en el DFE, se determina que

b+ — ol —ol
D”f/(h,lz,s)(( 1) — vl vz)

0 b+ 7

b+ 0
IR T
0 b+ 72

V= (b+y)b+72))"" (IH_WZ ’ )
0 b+ 7

Para que el modelo sea viable, se espera que la matriz V sea no-singular. Por lo tanto, se

FV_l _ 13150 0 (b + ’)’1)71 0
0 B2So 0 (b+72)!

_ ﬁlso(b—F’h)fl 0
0 B2So(b +72) 7!

Esta matriz de la préxima generaciéon da como resultado dos valores propios, los cuales son

obtiene que

B1So

AM = ——
=% + 71
B2So

Ay = ,
27 + 72
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Se puede ver que cada valor propio corresponde con el nimero bésico de reproduccién de
cada rama, representado como una estructura del modelo SIS. Esto sugiere que el niimero
maximo de reproducciones de un sistema se encuentra determinado por la cantidad mas
grande de los dos. En otras palabras,

) B1So  B2So }
Ry = , .
° max{bJr% b+
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Capitulo 5

Simulaciones

El uso de simulaciones de un modelo matematico epidemiolégico implica proporcionar
valores iniciales y parametros especificos al modelo para obtener resultados numéricos que
representen la propagacion de una enfermedad o epidemia en una poblacién. Estas simula-
ciones se realizan al resolver las ecuaciones del modelo para obtener su evolucién a lo largo
del tiempo. Esto permite analizar y comprender la propagacién de la enfermedad, evaluar el
impacto de diferentes medidas de control, estimar la carga de la enfermedad y predecir su

comportamiento futuro.

Es importante tener presente que las simulaciones son herramientas que ofrecen valiosa
informacion, pero se basan en suposiciones y simplificaciones del mundo real. La compren-
sion adecuada de las simulaciones exige tener en cuenta sus limitaciones y respaldar los
resultados con datos empiricos y matices suplementarios. Asimismo, es esencial involucrar
a expertos en epidemiologia y salud ptblica en el proceso de interpretacién para asegurar
un entendimiento fiable de los resultados y sus consecuencias.

A continuaci6én veremos las simulaciones de los modelos descritos en el capitulo ().
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5.1. Simulacién Modelo SIR

Mediante la simulacién del modelo SIR, es posible estudiar como evoluciona el nimero
de personas infectadas y recuperadas a medida que avanza el tiempo, asi como para evaluar
el impacto de posibles estrategias de control, como la vacunacién o el distanciamiento social.
No obstante, hay que tener en cuenta que los resultados de estas simulaciones se basan en
suposiciones simples y datos disponibles, por lo que deben ser interpretados con precaucién

y validados con datos empiricos y consideraciones adicionales.

5.1.1. Simulacién 1

Para este caso tomamos = 0.2 es la tasa de infeccién y -y = 0.1 la tasa de recuperacion,

entonces tenemos que
0.2
Ry = p(FV 1 :ézfzz
0 =0l ) v 01

Modelo SIR con R0 =2

1000
Susceptibles
900 r = Infectados | |
800 | Recuperados| |
700
5 600 [ .
ks
8 500 [ 1
°
o
O 400 1
300 1
200 1
100 /\
0 1 1 1
0 20 40 60 80 100

Tiempo
Figura 5.1: Grafico del modelo SIR con %y = 2

donde N = 1000 es el tamarfio de la poblacion total, I(0) = 1 es el ntimero inicial de
individuos infectados, R(0) = 0 es el namero inicial de individuos recuperados y S(0) =
N — I(0) — R(0) es el numero inicial de individuos susceptibles.

Para este caso #y = 2 > 1, entonces cada persona infectada transmite exactamente a dos

personas susceptibles, lo que indica que se propagard de manera exponencial y establecer
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una epidemia en la poblacién con mayor velocidad. A medida que mas personas se infecten,
el niimero de susceptibles disminuird. Eventualmente, con suficientes personas recuperadas,
la propagacion de la enfermedad puede disminuir, pero podria haber un niimero considera-
ble de personas que han estado infectadas en algtin momento. En resumen, %y = 2 indica

una alta propagacion de la enfermedad y la posibilidad de un brote significativo.

5.1.2. Simulacién 2

Para este caso tomamos = 0.4 es la tasa de infeccién y -y = 0.3 la tasa de recuperacion,

entonces tenemos que

0.4
Ry = p(FVY) S =03~ 139

Modelo SIR con R0 =1.3333

100
Susceptibles
Infectados
801 Recuperados | |
S 60f
=}
)
3
g 40 +
20 +
7 —
0 i 1 5 "
0 20 40 60 80 100

Tiempo
Figura 5.2: Grafico del modelo SIR con %y = 1.3333
donde N = 100 es el tamafio de la poblacion total, I(0) = 5 es el nimero inicial de

individuos infectados, R(0) = 10 es el numero inicial de individuos recuperados y S(0) =

N — I(0) — R(0) es el numero inicial de individuos susceptibles.

5.2. Simulacion Modelo SIRS

Al usar el modelo SIRS para simular una enfermedad, se pueden observar los cambios

en el nimero de individuos infectados, recuperados y susceptibles a lo largo del tiempo, asi
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como el impacto de diferentes medidas de control. Esta simulacién es ttil para comprender
la dindmica de enfermedades que presentan ciclos recurrentes, como la gripe estacional o
algunas infecciones virales. Ademds, permite evaluar la eficacia de estrategias de vacunaciéon
o inmunizacién para la prevencién de la enfermedad y para evaluar el impacto a largo plazo

de las medidas de control.

5.2.1. Simulacion 1

Para este caso tomamos = 0.00013,y = 0.001, » = 0.0015 y A = 0.000025N, entonces

tenemos que

. BA  (0.00013)(0.000025(1000))
= - - — 0.86667
Po=pEV ) = 5 = 0.0015(0.0015 + 0.001)

Modelo SIRS con R0 =0.86667
900

Susceptibles
Infectados
Recuperados

800 r

700

600

500

400 +

300

NuUmero de Individuos

200

100

o\-~ ~~~~~

0 1000 2000 3000 4000 5000
Tiempo

Figura 5.3: Grafico modelo SIRS con %y = 0.86667

donde N = 1000 es el tamafio de la poblacion total, I(0) = 100 es el ntimero inicial de
individuos infectados, R(0) = 0 es el namero inicial de individuos recuperados y S(0) =
N — I(0) — R(0) es el numero inicial de individuos susceptibles.

Si Zp = 0.86667 en el modelo SIRS, esto sugiere que la enfermedad tiene un valor de %
menor que 1. Esto significa que, en promedio, cada persona infectada contagiard a menos
de una persona susceptible. En este caso, la enfermedad no tiende a propagarse de manera

exponencial, y es probable que con el tiempo disminuya la cantidad de casos. El sistema SIRS
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permite la posibilidad de que las personas recuperadas vuelvan a ser susceptibles después de
un tiempo, lo que contribuye a la disminucién del ntimero de casos a lo largo del tiempo. En
resumen, con %y = 0.86667, la enfermedad tiene una tendencia a disminuir en la poblacién

en lugar de propagarse ampliamente.

5.2.2. Simulacién 2

Para este caso tomamos = 0.0175, = 0.001, » = 0.0015 y A = 0.000025N, entonces

tenemos que

» BA (0.0175)(0.000025(1000))
= = = — 1.1667
% =pEV) u(u+7)  0.0015(0.0015 + 0.001) 66

Modelo SIRS con Ro =1.1667
700
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Infectados
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Figura 5.4: Grafico modelo SIRS con %y = 1.1667

donde N = 1000 es el tamafio de la poblacion total, I(0) = 200 es el ntmero inicial de
individuos infectados, R(0) = 350 es el nimero inicial de individuos recuperados y S(0) =
N — I(0) — R(0) es el numero inicial de individuos susceptibles.

Para este caso dado que %y = 1.1667 > 1, significa que cada persona infectada puede
transmitir la enfermedad a méas de una persona, lo que indica que la enfermedad tiene el po-

tencial de propagarse de manera exponencial en la poblacién y, por lo tanto, puede resultar
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en una epidemia. Cuanto mayor sea el valor de %, mds rdpida y ampliamentese propagara
la enfermedad. En este caso, es posible que veamos oscilaciones en la cantidad de casos a lo
largo del tiempo, ya que la enfermedad no se extinguird ni se propagard de manera incon-
trolable. La poblaciéon puede experimentar ciclos de infeccién y recuperacion, especialmente
considerando el comportamiento de las personas recuperadas que vuelven a ser susceptibles

con el modelo SIRS.
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5.3. Simulaciéon Modelo SEIR

Al usar el modelo SEIR, se puede ver como una enfermedad se propaga entre la pobla-
cién, asi como también cdmo evoluciona el niimero de personas en cada una de las fases
(susceptibles, expuestos, infectados y recuperados) durante el transcurso del tiempo. Ade-
mas, se puede determinar el impacto de ciertas medidas de control en la dindmica de la
enfermedad. Permite estudiar el proceso de propagacién de la enfermedad antes de que los
individuos se vuelvan infecciosos y evaluar la eficacia de acciones de prevencion, tales como

el aislamiento de personas expuestas y la cuarentena de individuos infectados.

5.3.1. Simulacién 1

Para este caso tomamos = 0.5,y = 0.1 y o = 0.2, ademds vamos a tomar ¢ = 1, entonces
tenemos que

%:p(FV—l)Z%Jﬁ:‘iju;:m

Modelo SEIRcon R0 =7.5

1000 T T
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Figura 5.5: Grafico modelo SEIR con %y = 7.5

donde N = 1000 es el tamafio de la poblacion total, E(0) = 10 es el namero inicial de
individuos expuestos, I(0) = 10 es el namero inicial de individuos infectados, R(0) = 0 es
el nimero inicial de individuos recuperados y S(0) = N — E(0) — I(0) — R(0) es el namero

inicial de individuos susceptibles.
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Si Zy = 7.5 en el modelo SEIR, significa que cada persona infectada puede contagiar, en
promedio, aproximadamente 7.5 personas susceptibles durante el curso de su infecciéon. Este
valor alto de %, sugiere que la enfermedad tiene un potencial muy alto de propagacién en
la poblacién. En un modelo SEIR, hay una fase adicional de “Expuesto” en comparacién con
el modelo SIR. Las personas “Expuestas” han sido infectadas pero atin no son infecciosas.
Dado el alto valor de % en este caso, es probable que la enfermedad se propague de manera

exponencial y rédpida.

5.3.2. Simulaciéon 2

Para este caso tomamos B = 0.1,y = 0.2 y 0 = 0.3, ademds vamos a tomar ¢ = 1, entonces

tenemos que
ey Be B _01(1) 01
Ho=p(FV ) = - + v 03 + 02 0.83333

Modelo SEIR con RO = 0.83333
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Figura 5.6: Grafico modelo SEIR con %, = 0.83333

donde N = 100 es el tamafio de la poblacion total, E(0) = 10 es el nimero inicial de
individuos expuestos, I(0) = 12 es el namero inicial de individuos infectados, R(0) = 15 es
el nimero inicial de individuos recuperados y S(0) = N — E(0) — I(0) — R(0) es el namero
inicial de individuos susceptibles.

Si Zy = 0.83333 en el modelo SEIR, esto significa que cada persona infectada puede

contagiar, en promedio, aproximadamente 0.83333 personas susceptibles durante el curso de
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su infeccién. Un valor de %, por debajo de 1 indica que la enfermedad no tiende a propagarse
de manera sostenida en la poblacién. En este caso, es probable que veamos una disminucién
en el namero de casos a lo largo del tiempo. La cantidad de personas “Expuestas” podria
aumentar, pero dado que el valor de % es bajo, la enfermedad no se propagard de manera

exponencial y eventualmente podria disminuir en la poblacion.

5.4. Simulacion Modelo Multistrain

La simulacién del modelo multistrain se refiere a la ejecucién de un modelo matemaético
que describe la propagacion y evoluciéon de multiples cepas (variantes) de un patégeno en
una poblacién. En este contexto, una “cepa” puede ser una variante genética o funcional de
un patégeno que puede tener diferentes propiedades de transmision, incubacion, gravedad
de la enfermedad, etc.

Para este caso tomamos B; = 0.5,beta; = 0.8,71 = 02,72 = 03y b = 0, entonces

tenemos que

-1 ,Bl 05
Po = pEV ) = e = 0q01 25
Ky, = p(FV1) = P 08 _ ;6667

" b+q, 0403

Modelo Multistrain con R0 =2.5yRo =2.6667
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Figura 5.7: Grafico modelo Multistrain con %y, = 2.5y %o, = 2.6667
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Donde N = 1000 es el tamarfio de la poblacion total, I;(0) = 10 infectados cepa 1,
L (0) = 5 infectados cepa 2y S(0) = N — (I;(0) + I,(0)) es el namero inicial de indivi-

duos susceptibles.

B1So  B2So
b+v1"b+ 7

Dado que %y = méx{
2.6667

} = max {2.5,2.6667} = 2.6667, entonces %y =

Cada cepa tiene su propio %, que indica la capacidad de propagacién de esa cepa par-
ticular. Si el valor de % para una cepa especifica es mayor que 1, significa que esa cepa
tiene la capacidad de propagarse y mantenerse en la poblacién. Cuanto mayor sea el valor
de %, para una cepa, mayor serd la velocidad y el alcance de su propagacion. El modelo
multistrainSIS también tiene en cuenta la competencia entre las cepas. Esto significa que la
presencia de una cepa fuertemente transmisible puede reducir la capacidad de las otras ce-
pas para propagarse, lo que puede disminuir el valor de %, de esas cepas en comparacién

con su % individual.
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Conclusion

El %, es un pardmetro importante en los modelos matemdticos epidemioldgicos que se
utiliza como una herramienta de control para predecir la propagaciéon de enfermedades y
evaluar la eficacia de las estrategias de prevencién y control. Es un pardmetro critico en los
modelos matemadticos epidemiolégicos, ya que proporciona informacion clave sobre la capa-
cidad de una enfermedad para propagarse en una poblacién. La importancia de este estudio
radica en la necesidad que tiene el Gobierno actualmente de reducir el impacto que tendran
las pandemias que se puedan dar, por lo tanto, se debe conocer y predecir el comportamien-
to de las mismas para tener fundamentos y tomar decisiones correctas con el fin de que las
medidas de salubridad logren disminuir la tasa de contagios y muertes, pero evitando un

impacto muy negativo en el &mbito econémico, social y psicolégico de la poblacién.

Es esencial reconocer que el % es solo una parte de la solucién para luchar contra enfer-
medades infecciosas. Otros factores como la variabilidad de la transmisién, la gravedad de
la enfermedad y la aparicién de variantes también desempefian un papel importante. El uso
adecuado de ) junto con otros pardmetros, datos epidemiolégicos y enfoques multidisci-
plinarios contribuird a la toma de decisiones fundamentadas para proteger la salud ptublica.
Es importante destacar que la combinacién de % y la matriz de préxima generacién per-
mite realizar andlisis de sensibilidad para evaluar el impacto de diferentes escenarios en la
propagacion de la enfermedad. Esta herramienta robusta puede ayudar a predecir y adaptar
las estrategias de control en funcién de los cambios en el comportamiento de la enfermedad
o las caracteristicas de la poblacion. Por lo tanto, esta integraciéon mejora nuestra capacidad
para identificar los factores clave de transmisién, priorizar intervenciones y adaptar las es-
trategias de control en tiempo real. Esto permite que los investigadores y profesionales de la

salud ptublica tomen decisiones informadas y eficaces para proteger la salud de la poblacién.
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Anexos

Se presentan los codigos en MATLAB de las simuaciones realizadas en el capitulo (5)

Modelo SIR

% Parametros del modelo

N = 1000; % Poblacidén total

I0 = 1; % Numero inicial de infectados

RO = 0; %» Namero inicial de recuperados

SO = N - I0 - RO; % Namero inicial de susceptibles
beta = 0.2; % Tasa de infeccidn

gamma = 0.1; % Tasa de recuperacibn

% Cadlculo de RO

RO = beta / gamma;

% Tiempo de simulacidn

tspan = [0 100]; % Intervalo de tiempo [t_inicial, t_finall]

% Ecuaciones diferenciales del modelo SIR

dSdt = @(t, S, I) -betaxS*xI/N;
dIdt = @(t, S, I) beta*S*xI/N - gamma*I;
dRdt = @(t, S, I) gammaxI;
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% Condiciones iniciales

initial_conditions = [SO, IO, ROJ;

% Funcidén de derivadas

derivatives = @(t, y) [dsdt(t, y(1), y(2));
dIdt(t, y(1), y(2));
dRdt (t, y(1), y(2))1;

% Resolucidn de las ecuaciones diferenciales

[t, y] = ode45(derivatives, tspan, initial_conditions);

% Grafica de los resultados

plot(t, y(:,1), 'b', 'LineWidth', 2); hold on;
plot(t, y(:,2), 'r', 'LineWidth', 2);
plot(t, y(:,3), 'g', 'LineWidth', 2);

legend ('Susceptibles', 'Infectados', 'Recuperados');
xlabel ('Tiempo');
ylabel ('Poblacidén') ;

title ([ 'Modelo SIR con R 0O = ' num2str (RO)]);
obteniendo

% Pardmetros del modelo SIR
beta = 0.2; % Tasa de infecci\'on

gamma = 0.1; % Tasa de recuperacidn

% Calcular RO

RO = beta/gamma

fprintf ('RO del modelo SIR: %.2f\n', RO);
RO =
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Modelo SIRS

function SIRS
ele

close all
clear all
format long;

global Lambda beta gamma mu sigma

% Parametros iniciales

N = 1000; % Tamafio de la poblacidén total

IO = 100; % Numero inicial de individuos infectados

RO = 0; % Namero inicial de individuos recuperados

SO = N - I0 - RO ; % Namero inicial de individuos susceptibles
%ot To Dol %o To o %o RO<1 Tl TohohhtoTo oot o

tiempo=5000;

beta = 0.00013; % Tasa de transmisidn

gamma = 0.001; % Tasa de recuperacidn
sigma = 0.015; Y Tasa de pérdida de inmunidad
mu = 0.0015; Y%Tasa de muerte natural
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Lambda=0.000025*N; % Estos parametros arrojan RO<1.

htotothhhholetothhhhh  RO>1 Tl thtthholoho ettt
% tiempo=4000;

% beta = 0.0175; % Tasa de transmisién

%» gamma = 0.001; Y Tasa de recuperacidn

% sigma = 0.015; % Tasa de pérdida de inmunidad
% mu = 0.0015; %Tasa de muerte natural
%» Lambda=0.000025%N;% Estos pardmetros arrojan RO>1.

RO=(betaxLambda) / (mu*(mu+gamma))

%» Intervalo de tiempo

tspan = [0, tiempo]; % Desde el tiempo O hasta el tiempo 100 (

puedes ajustar esto segin tus necesidades)

% Funcidén que define las ecuaciones diferenciales del modelo
SIRS
dSIRSdt = @(t, y) [Lambda-beta * y(1) * y(2) / N + sigma * y(3)-
mu*xy (1) ; % dsS/dt
beta * y(1) * y(2) / N - gamma * y(2)-mu*xy(2); 7 dI/dt
gamma * y(2) - mu *x y(3)-sigmax*xy(3); % dR/dt
1

% Condiciones iniciales

yo = [S0, I0, ROJ;

% Resolucidén numérica de las ecuaciones diferenciales
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[t, y] = ode45(dSIRSdt, tspan, y0);

figure (1)

% Grafico de los resultados

hold on;

plot(t, y(:, 1), 'b.-', t, y(:, 2), 'v.-'",t, y(:, 3),
LineWidth', 1); % Susceptibles

% plot(t, y(:, 2), 'r', 'LineWidth', 2); 7% Infectados

% plot(t, y(:, 3), 'g', 'LineWidth', 2); % Recuperados

xlabel ('Tiempo ') ;

ylabel ('Namero de Individuos');

legend ('Susceptibles', 'Infectados', 'Recuperados');

title ([ 'Modelo SIRS con ',' R_{0} =',num2str(RO)])

grid on;
obteniendo

% Pardmetros del modelo SIRS

N = 1000; % Tamafio de la poblacion total

beta = 0.00013; % Tasa de transmisiédn
gamma = 0.001; % Tasa de recuperacién
sigma = 0.015; %» Tasa de perdida de la inmunidad

mu = 0.0015; % Tasa de muerte natural

Lambda = 0.000025%N; % parametro

% Calcular RO

RO = (betaxLambda)/(mu*(mu+gamma))

fprintf ('RO del modelo SIRS: %.2f\n', RO);

0.866666666666667
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Modelo SEIR

% Pardmetros del modelo

N = 1000; % Poblacién total

EO = 1; % Nimero inicial de expuestos

I0 = 1; % Numero inicial de infectados

RO = O; % Nimero inicial de recuperados

SO = N - EO - I0 - RO; % Nimero inicial de susceptibles
beta = 0.5; % Tasa de infeccidn

gamma = 0.1; % Tasa de recuperacién

sigma = 0.2; % Tasa de incubacidn

% Calculo de r_O

RO = beta/gamma + beta/sigma ;

% Tiempo de simulacién

tspan = [0 100]; % Intervalo de tiempo [t_inicial, t_finall

% Ecuaciones diferenciales del modelo SEIR

dsdt = @e(t, S, E, I) -beta*S*I/N;

dEdt = @(t, S, E, I) betaxS*xI/N - sigmaxE;
dIdt = @(t, S, E, I) sigma*E - gamma*I;
dRdt = @(t, S, E, I) gammaxI;

% Condiciones iniciales

initial conditions = [SO, EO, IO, RO];

% Funcién de derivadas

derivatives = @(t, y) [dSdt(t, y(1), y(2), y(3));
dEdt (t, y(1), y(2), y(3));
dIdt(t, y(1), y(2), y(3));
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drRdt (t, y(1), y(2), y(3))1;

% Resolucidén de las ecuaciones diferenciales

[t, y] = ode45(derivatives, tspan, initial_conditions);

% Grafica de los resultados

plot(t, y(:,1), 'b', 'LineWidth', 2); hold on;
plot(t, y(:,2), 'm', 'LineWidth', 2);
plot(t, y(:,3), 'r', 'LineWidth', 2);
plot(t, y(:,4), 'g', 'LineWidth', 2);

legend ('Susceptibles', 'Expuestos', 'Infectados', 'Recuperados')
xlabel ('Tiempo ') ;
ylabel ('Poblacidén') ;

title ([ 'Modelo SEIR con RO = ' num2str (RO)]);
obteniendo

% Parametros del modelo SEIR

beta = 0.5; % Tasa de transmisién
gamma = 0.1; % Tasa de recuperacién
sigma = 0.2; % Tasa de incubacién

% Calcular RO

RO = beta/gamma + beta/sigma;

fprintf ('RO del modelo SEIR: %.2f\n', RO);

asi
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Modelo Multistrain

beta_1 = 0.5; % Tasa de infeccidn cepa 1
gamma_1 = 0.2; % Tasa de recuperacidén cepa 1
beta_2 = 0.8; 7 Tasa de infeccidén cepa 2
gamma_2 = 0.3; % Tasa de recuperacidén cepa 2
RO_1 = beta_1 / gamma_1; 7% R_0O cepa 1

RO_2 beta_2 / gamma_2; 7% R_0O cepa 2

poblacion_total = 10000;

infectados_1 10; % Nimero de infectados con cepa 1

infectados_2 5; % Nimero de infectados con cepa 2

susceptibles poblacion_total - (infectados_1 + infectados_2);

tiempo_simulacion 100; 7% Duracién de la simulacidn

pasos_tiempo = 1; 7% Tamafio de los pasos de tiempo
num_pasos = tiempo_simulacion / pasos_tiempo;

t = zeros (num_pasos, 1);

S = zeros(num_pasos, 1); 9’ Susceptibles

I_1 = zeros(num_pasos, 1); 7% Infectados cepa 1
I_2 = zeros(num_pasos, 1); % Infectados cepa 2

R = zeros(num_pasos, 1); 7 Recuperados

S(1) = susceptibles;

I 1(1) = infectados_1;

I_2(1) = infectados_2;

for i = 2:num_pasos

t(i) = t(i-1) + pasos_tiempo;

dS = -beta_1 * I_1(i-1) / poblacion_total * S(i-1) - beta_2 *

I_2(i-1) / poblacion_total * S(i-1);
dI_1 = beta_1 * I_1(i-1) / poblacion_total * S(i-1) - (gamma_1
+ mu_1) * I_1(i-1);

dI_2 = beta_2 * I_2(i-1) / poblacion_total * S(i-1) - (gamma_2
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+ mu_2) * I 2(i-1);

S(i) = S(i-1) + dS;

I 1(i) = I_1(i-1) + dI_1;
I 2(i) = I_2(i-1) + d4I_2;
end

% Graficar los resultados

figure;

plot(t, S, 'b', 'LineWidth', 2);

hold on;

plot(t, I_1, 'r', 'LineWidth', 2);

plot(t, I_2, 'g', 'LineWidth', 2);

xlabel ('Tiempo ') ;

ylabel ('Naimero de individuos');

legend ('Susceptibles', 'Infectados cepa 1', 'Infectados cepa 2')
title (['Modelo Multistrain con ',' R_{0_{1}} =',num2str(RO_1) 'y

", 'R_{0_{2}} =',num2str(RO_2) 1)
obteniendo en este caso

% Parametros del modelo multistrain SIS

betal = 0.5; % Tasa de transmisién para la cepa 1
beta2 = 0.8; % Tasa de transmisién para la cepa 2
gammal = 0.2; % Tasa de recuperacidén para la cepa 2
gamma2 = 0.3; % Tasa de recuperacidén para la cepa 2

% Calcular RO para cada cepa

RO_cepl betal / gammal;

RO_cep2 beta2 / gamma2;

fprintf ('RO para la Cepa 1: %.2f\n', RO_cepl);
fprintf ('RO para la Cepa 2: %.2f\n', RO_cep2);
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>>
RO para la Cepa 1:

RO para la Cepa 2:

2.5
2.6667
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