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Resumen

En este trabajo se estudiará un Método de Elementos Finitos para un problema

de Corrientes Inducidas Axisimétrico. Se establecerá una formulación variacional del

problema y se probará la existencia y unicidad de la solución, haciendo uso de algunos

resultados del Análisis Funcional. Seguidamente, se establecerá una discretización del

problema variacional y se probarán estimativos de error.
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Abstract

In this work a Finite Element Method for an Axisymmetric Eddy Current problem

will be studied. A variational formulation of the problem will be established and the

existence and uniqueness of the solution will be proved, making use of some results

of the Functional Analysis. Next, a discretization of the variational problem will be

established and error estimates will be tested.
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Introducción

Las telecomunicaciones, la metalurgia, la generación de energía, entre otras son

industrias que usan los avances en el estudio de fenómenos electromagnéticos para su

desarrollo propio. Esta es una de las razones por la cuales la modelación matemática

de fenómenos electromagnéticos sea de gran interés para la industria y la comunidad

científica en general. En la abundante literatura sobre el modelamiento de fenómenos

electromagnéticos resalta una gran cantidad de artículos científicos donde se proponen

y estudian soluciones numéricas de estos modelos siendo el método de los elementos

finitos uno de los mas usados en la obtención de soluciones.

Uno de los fenómenos mas estudiados, tanto a nivel ingenieril como a nivel ma-

temático, es el fenómeno de las corrientes inducidas (eddy current). Una corriente

inducida (también conocida como corriente de Foucault) es causada cuando un con-

ductor es expuesto a un campo magnético cambiante debido al movimiento de la

fuente o del conductor, o debido a la variación del campo con el tiempo. El término

de eddy current viene de las corrientes análogas vistas en el agua cuando arrastran

un remo a lo ancho: áreas localizadas de turbulencia conocidas como ’remolinos’ dan

origen a vórtices persistentes. Las corrientes inducidas, como toda corriente eléctrica,

generan calor como también fuerzas electromagnéticas. El calor puede ser utilizado en

hornos de inducción y las fuerzas electromagnéticas pueden ser usadas para levitación,

crear movimiento, deformar o para dar un fuerte efecto de frenado.

Un horno de inducción es un horno eléctrico en el que el calor es generado por

medio del calentamiento debido a la inducción de un medio conductor en un crisol

ubicado cerca a una bobina refrigerada a la cual se le suministra corriente alterna. Es

un proceso limpio, eficiente y de mas fácil control que otros procesos de fundición de

2



materiales. Un horno de inducción puede ser usado para la fundición de cantidades

de material que van desde el kilogramo hasta las cien toneladas. Generalmente son

usados para fundir hierro y acero, cobre, aluminio y metales preciosos. El rango de

frecuencias de operación va desde la frecuencia de red (50 ó 60 Hz) hasta los 10

KHz, en función del metal que se quiere fundir, la capacidad del horno y la velocidad

de fundición deseada. Cuando se trabaja en la fundición de pequeñas cantidades de

material se usa la frecuencia mas alta del horno. Lo anterior debido al efecto piel,

el cual mide la distancia a la que puede penetrar la corriente alterna debajo de la

superficie de un conductor. La mayoría de los problemas físicos son formulados de

manera natural como problemas de valores en la frontera en dominios espaciales

tridimensionales.

En los últimos años, la simulación numérica se ha revelado como una herramienta

importante para diseñar el sistema de calentamiento por inducción y conocer su com-

portamiento, permitiendo así reducir considerablemente el número de procedimientos

de ensayo-error en planta que suelen ser largos y costosos. Por eso una alternativa

inteligente es usar métodos numéricos que aprovechen la simetría axial reduciendo el

problema a un dominio computacional bidimensional. En algunos casos, esto se puede

hacer luego de asumir que la dependencia de los parámetros, los datos y la solución

del problema con respecto a una variable puede ser eliminada. Muchos problemas

de la física o la mecánica son axisimétricos, esto debido a la homogeneidad de las

propiedades de los materiales y la propiedad de isotropía de las leyes de conservación.

Este es el caso de algunos problemas en la metalurgia, donde a pesar de la naturaleza

tridimensional de los fenómenos electromagnéticos, se pueden usar algunos modelos

axisimétricos (bidimensionales) que aproximan eficientemente la realidad tridimen-

sional.

En este trabajo se abordará un problema tridimensional que se reducirá a uno

dos dimensional esto con la ayuda de la simetría cilíndrica, usando un método de

elementos finitos. Asumiremos que en coordenadas cilíndricas (r, ◊, z) el dominio Â�

es axisimétrico, es decir, es simétrico con respecto al eje z, y los coeficientes y los

datos de nuestros problemas son independientes de la variable angular ◊. Bajo estas
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hipótesis, la solución de nuestros problemas resultaran axisimétricas y sus derivadas

con respecto a ◊ serán nulas. Por lo anterior, es suficiente calcular nuestras soluciones

en el dominio bidimensional � = {(r, z) : (r, 0, z) œ Â�}. Para no considerar casos

triviales, supondremos siempre que ˆ� siempre se interseca con el eje de simetría. Los

resultados aquí presentados se encuentran en [15] donde ademas se puede encontrar

algunos ensayos numéricos que complementan la teoria desarrollada.
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Capítulo 1

Preliminares

1.1. Espacios de Hilbert

En esta sección daremos definiciones importantes y se presentarán algunos teo-

remas del Análisis Funcional que serán utilizados en el desarrollo del trabajo. Como

veremos más adelante, los espacios de Hilbert nos permitirán pasar, con la ayuda del

Teorema de Representación de Riesz, de un sistema de ecuaciones diferenciales a una

formulación variacional o débil del problema.

Definición 1.1.1 (Espacio vectorial). Sea V un conjunto no vacío. V es llamado

espacio vectorial sobre C, si está acompañado de dos operaciones + : V ◊ V ≠æ V

(suma) y · : C ◊ V ≠æ V (producto por escalar), las cuales cumplen las siguientes

propiedades.

1. Las operaciones son asociativas:

u + (v + w) = (u + v) + w, para todo u, v, w œ V .

–(—v) = (–—)v, para todo –, — œ C y v œ V .

2. La suma es conmutativa:

u + v = v + u para todo u, v œ V

3. Existe 0 œ V (vector nulo) tal que v + 0 = v, para todo v œ V .
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4. Existe 1 œ V tal que 1 · v = v · 1 = v, para todo v œ V .

5. Para cada v œ V existe ≠v œ V tal que v + (≠v) = 0.

6. Las operaciones son distributivas:

– · (u + v) = – · u + – · v y (– + —) · v = – · v + — · v, para cada –, — œ C y

u, v œ V .

Definición 1.1.2 (Norma). Sea V un espacio vectorial sobre C. Una norma en V es

un mapeo Î · ÎV : V ≠æ R+ que satisface las siguientes condiciones:

1. ÎvÎV = 0 si y sólo si v = 0.

2. ÎcvÎV = |c|ÎvÎV , para cada c œ C y v œ V .

3. Îv + wÎV Æ ÎvÎV + ÎwÎV , para cada v, w œ V .

Definición 1.1.3 (Espacios de Banach). Un espacio normado V es un espacio vec-

torial con una norma definida en él. Un espacio de Banach es un espacio normado

completo (completo en la métrica definida por la norma).

Definición 1.1.4 (Espacios Duales, Formas Lineales Continuas). Sea V un espacio

vectorial normado. El espacio L(V ;C) lo llamaremos espacio dual de V y denotado

por V
Õ. Un elemento f œ V

Õ será llamado forma lineal continua.

Definición 1.1.5 (Forma sesquilineal). Una función f : H ◊ H ≠æ C se llama

forma sesquilineal (o función sesquilineal) si es lineal respecto al primer argumento y

lineal conjugada respecto al segundo argumento, esto es, para cada a, b, c œ H y cada

⁄, µ œ C,

f(⁄a + µb, c) = ⁄f(a, c) + µf(b, c),

f(a, ⁄b + µc) = ⁄f(a, b) + µf(a, c).

Definición 1.1.6. Dada una forma sesquilineal f : H ◊H ≠æ C, la forma cuadrática

asociada a f se define como q : H ≠æ C,

q(x) := f(x, x), x œ H.
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Corolario 1.1.1. Para cada a, b œ H,

q(a + b) = q(a) + f(a, b) + f(b, a) + q(b).

Demostración.

q(a + b) =f(a + b, a + b) = f(a, a + b) + f(b, a + b)

=f(a, a) + f(a, b) + f(b, a) + f(b, b)

=q(a) + f(a, b) + f(b, a) + q(b).

Definición 1.1.7 (Producto Interior o Escalar). Un producto interior o producto

escalar en un espacio vectorial V en C es un mapeo sesquilineal È·, ·ÍV : V ◊ V ≠æ C

que satisface:

1. Èv, wÍV = Èw, vÍ
V

, para todo v, w œ V (Hermiticidad).

2. È–v+—w, zÍV = –Èv, zÍV +—Èw, zÍV , para todo v, w, z œ V y –, — œ C (linealidad

en el primer argumento).

3. Èv, vÍV Ø 0, para todo v œ V .

4. Èv, vÍV = 0 si y sólo si v = 0.

Definición 1.1.8. Sea (H, È·, ·Í) un espacio vectorial con producto interior y sea

v œ H se define la norma inducida por È·, ·Í como ÎvÎ = Èv, vÍ1/2.

Corolario 1.1.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwartz). Si V es un espacio pre-hilbertiano,

se tiene: |Èv, wÍ| Æ ÎvÎÎwÎ para cualesquiera v, w œ V .

Sólo se verifica la igualdad cuando v y w son linealmente dependientes, es decir,

w = 0 o v œ Cw.

Demostración. Fijamos w œ V y suponemos sin perdida de generalidad que w ”= 0.

Para cualesquiera z œ V y t œ R, usando las propiedades del producto escalar,

tenemos:

0 Æ Ètw ≠ z, tw ≠ zÍ = t
2ÎwÎ2 ≠ t[Èz, wÍ] + Èw, zÍ + ÎzÎ2 = at

2 + bt + c, (1.1)
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donde a = ÎwÎ2 , b = ≠2ReÈz, wÍ y c = ÎzÎ2 son números reales, con a > 0. Por

tanto, el trinomio de segundo grado at
2+bt+c no toma valores negativos y deducimos

que la ecuación at
2 +bt+c = 0 no puede tener dos soluciones reales y distintas, lo que

implica b
2≠4ac Æ 0. El mismo resultado se obtiene tomando directamente t = ≠b/2a.

Esto prueba que

ReÈz, wÍ Æ ÎzÎÎwÎ, (1.2)

para todo z œ V . Observemos que si se da la igualdad en (1.2) la ecuación at
2+bt+c =

0 tiene una solución t œ R, lo que en vista de (1.1) implica que z = tw.

Fijamos ahora v œ V y escribimos |Èv, wÍ| = –Èv, wÍ = È–v, wÍ con – œ C y

Î–Î = 1. Puesto que È–v, wÍ es un número real, tomando z = –v en (1.2) tenemos:

|Èv, wÍ| = Èz, wÍ = ReÈz, wÍ Æ ÎzÎÎwÎ = ÎvÎÎwÎ (1.3)

Si se da la igualdad en (1.3) para un v œ V , tenemos claramente la igualdad en

(1.2) para z = –v , pero esto implicaba que z = tw para algún t œ R, de donde

v = –tw œ Cy. Recíprocamente, es claro que la condición v œ Cy implica la igualdad

en (1.3).

Definición 1.1.9 (Espacio de Hilbert). Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial

con producto interior que es completo con respecto a la norma inducida por dicho

producto interior.

Teorema 1.1.3. Sea H un espacio de Hilbert y sea V un subespacio cerrado de H.

Entonces, para todo x œ H r V existe un único z œ V tal que

Îx ≠ zÎ = mı́n
vœV

Îx ≠ vÎ.

Además, z œ V se llama la mejor aproximación de V y está caracterizada por la

condición de ortogonalidad, esto es,

Èx ≠ z, vÍ = 0, para todo v œ V .
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Demostración. Existencia de z: Sea {un} una suceción en V tal que,

{Îxn ≠ xÎ} æ d(x, V ).

Fijemos Á > 0, entonces existe n0 œ N tal que,

Îxn ≠ xÎ2
< d

2(x, V ) + Á
2

4 n œ N, , n Ø 0 (1.4)

Veamos que {xn}nœN es de Cauchy. En efecto, aplicando la ley del paralelógramo para

todo m, n œ N se tiene que:

Î(x ≠ xn) + (x ≠ xm)Î2 + Î(x ≠ xn) ≠ (x ≠ xm)Î2 = 2
1
Îx ≠ xnÎ2 + Îx ≠ xmÎ2

2

de aquí

Î2x ≠ (xn + xm)Î2 + Îxn ≠ xmÎ2 = 2
1
Îx ≠ xnÎ2 + Îx ≠ xmÎ2

2

o bien

Îxn ≠ xmÎ2 = 2
1
Îx ≠ xnÎ2 + Îx ≠ xmÎ2

2
≠ 4

.....x ≠ (xn + xm)
2

.....

2

. (1.5)

Puesto que xn + xm

2 œ V , se tiene que

.....x ≠ (xn + xm)
2

.....

2

Ø d
2(x, V )

de modo que de (2.2) y (2.18) tenemos: Îxn ≠ xmÎ2 Æ 2 (Îx ≠ xnÎ2 + Îx ≠ xmÎ2) ≠

4d
2

< 4
1
d

2(x, V ) + Á
2

4

2
≠ 4d

2(x, V ) = Á
2, entonces

Îxn ≠ xmÎ < Á

lo cual indica que {xn}nœN es de Cauchy en H. Dado que V es cerrado, existe z œ V

tal que Îxn ≠ zÎ æ 0, cuando n æ Œ y por lo tanto

d = ı́nf
vœV

Îx ≠ vÎ = ĺım
næŒ

Îx ≠ xnÎ = Îx ≠ zÎ.

Unicidad. Sea z œ V tal que d = Îx ≠ zÎ = Îx ≠ zÎ. Aplicando nuevamente la ley

del paralelogramo resulta: Îz ≠ zÎ2 Æ 2 (Îx ≠ zÎ2 + Îx ≠ zÎ2) ≠ 4d
2 = 0, de donde se

sigue que z = z.
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Caracterización. Supongamos que z œ V verifica que

Îx ≠ zÎ = mı́n
vœV

Îx ≠ vÎ.

Entonces, para todo h œ C y todo v œ V se tiene que:

Îx ≠ zÎ2 Æ Îx ≠ (z + hv)Î2 = Î(x ≠ z) ≠ hvÎ2

= È(x ≠ z) ≠ hv, (x ≠ z) ≠ hvÍ

= Îx ≠ zÎ2 + |h|2ÎvÎ2 ≠ 2hÈx ≠ z, vÍ.

Por lo tanto, 0 Æ hhÎvÎ2 ≠ 2hÈx ≠ z, vÍ.

Dividiendo por h > 0 (respectivamente h < 0),

0 Æ hÎvÎ2 ≠ 2Èx ≠ z, vÍ,

(respectivamente 0 Ø hÎvÎ2 ≠ 2Èx ≠ z, vÍ) y tomando ĺım
hæ0+ (respectivamente

ĺım
hæ0≠), se obtiene que

Èx ≠ z, vÍ = 0, para todo v œ V .

Recíprocamente, sea z œ V tal que Èx ≠ z, vÍ = 0 para todo v œ V . Entonces,

Îx ≠ vÎ2 = Î(x ≠ z) + (z ≠ v)Î2

= Îx ≠ zÎ2 + Îz ≠ vÎ2 + 2Èx ≠ z, z ≠ vÍ

= Îx ≠ zÎ2 + Îz ≠ vÎ2,

de donde Îx≠zÎ Æ Îx≠vÎ para todo v œ V y Îx≠zÎ = Îx≠vÎ si y sólo si v = z.

Definición 1.1.10. Un conjunto B = {v1, · · · , vn} µ V se llama conjunto ortogonal

si Èvj, viÍ = 0 para todo i ”= j. El conjunto se llama ortonormal si es ortogonal y todas

las vj son vectores unitarios.

Definición 1.1.11. Una base para V con un conjunto ortogonal se llama base orto-

gonal. Una base ortogonal hecha de vectores unitarios se llama base ortonormal.

Por supuesto si {v1, · · · , vn} es una base ortogonal, entonces
Ó

1

Îv1Îv1, · · · , 1

ÎvnÎvn

Ô

es una base ortonormal.
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Corolario 1.1.4. Sean H un espacio de Hilbert, V un subespacio cerrado de H y

{u1, · · · , un} una base ortonormal de V

si x =
nÿ

k=1

xkuk y y =
nÿ

k=1

ykuk entonces Èx, yÍ =
nÿ

k=1

xkyk (1.6)

Demostración. Sea {u1, · · · , un} una base ortonormal de V .

Como

x =
nÿ

k=1

xkuk y y =
nÿ

k=1

ykuk,

entonces, x = x1u1 + · · ·+xnun y y = y1u1 + · · ·+ynun. Luego, para cada k = 1, · · · , n

Èx, yÍ =Èx1u1 + · · · + xnun, y1u1 + · · · + ynunÍ

=Èy1u1 + · · · + ynun, x1u1 + · · · + xnunÍ

=x1Èy1u1 + · · · + ynun, u1Í + · · · + xkÈy1u1 + · · · + ynun, ukÍ + · · ·

+ xnÈy1u1 + · · · + ynun, unÍ
...

=
nÿ

k=1

xkyk

Corolario 1.1.5. Sean H um espacio de Hilbert y V un subespacio de H. Cualquier

base ortogonal de V se puede completar a una base ortogonal de H .

Demostración. Aplicar el Teorema de ortogonalización de Gram- schmidt

Teorema 1.1.6 (Teorema de descomposición Ortogonal). Sean H un espacio de

Hilbert y V un subespacio cerrado de H. Entonces H = V ü V
‹ donde V

‹ = {y œ

H : Èy, vÍ = 0, para todo v œ V }.

Demostración. Primero mostremos que V
‹ es un subespacio. En efecto, sea x, y œ

V
‹, entonces Èx, vÍ = 0 y Èy, vÍ = 0 para todo v œ V . Entonces para cualesquiera c, d

escalares en C tenemos que

Ècx + dy, vÍ = cÈx, vÍ + dÈy, vÍ = 0
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para todo v œ V . Esto muestra que cx + dy œ V
‹. Por otro lado, note que la suma

es directa, ya que, si v œ V fl V
‹ entonces v œ V y v œ V

‹. Por lo tanto,

Èv, vÍ = 0 implicando que v = 0.

Ahora mostremos que V ü V
‹ = H, para ello, consideremos {u1, · · · , uk} una base

ortogonal de V , por (1.1.5) {u1, · · · , uk, v1, · · · , vn≠k} es una base ortogonal de H.

Entonces

V
‹ = Sp(v1 · · · , vn≠k).

Una contenencia es inmediata, la cual es Sp(v1 · · · , vn≠k) µ V
‹ y la otra contenencia

es fácil verificar, si x œ V
‹ entonces x œ Sp(v1 · · · , vn≠k). Así, V

‹ = Sp(v1 · · · , vn≠k).

Por lo tanto,

H = V ü V
‹.

Corolario 1.1.7. Sea H un espacio de Hilbert y V un subespacio cerrado propio de

H. Entonces, existe y œ H r {0} tal que y ‹ V .

Demostración. Como V es subespacio propio cerrado de H existe y œ H r V , y ”= 0.

Como H r V µ V
‹, entonces y œ V

‹ y y ”= 0.

Teorema 1.1.8 (Teorema de Representación de Riesz). Sean (H, È·, ·Í) un espacio

de Hilbert y f : H ≠æ C un funcional lineal. Entonces, existe un único z = zf œ H

tal que f(x) = Èz, xÍ para todo x œ H.

Demostración. Sea {u1 · · · , un} una base ortonormal de H. y Ff un funcional lineal,

entonces para todo x œ H

f(x) = f

C
nÿ

k=1

xkuk

D

.

Note que x = q
n

k=1
xkuk. Luego,

f(x) =
nÿ

k=1

xkf(uk)

Como f es un funcional lineal, existe z = zf tal que

z =
nÿ

k=1

f(uk)uk.

12



Por (1.6)tenemos que,

Èz, xÍ =
nÿ

k=1

f(uk)xk =
nÿ

k=1

xkf(uk) = f(x).

Para probar la unicidad, tomamos Èz, xÍ = Èw, xÍ nuevamente por (1.6) concluimos

que Èz, xÍ = Èw, xÍ. Por lo tanto, z = w.

Definición 1.1.12. Una forma sesquilineal A : H ◊ H ≠æ C es continua si existe

una constante M tal que

|A(u, v)| Æ MÎuÎÎvÎ para todo u, v œ H.

Cada forma continua se puede representar mediante un único operador lineal acotado.

Corolario 1.1.9. Supongamos que A : H ◊ H ≠æ C es una forma sesquilineal

continua. Existe un único operador lineal acotado T que actúa sobre H tal que

A(u, v) = (Tu, v) para todou, v œ H.

Demostración. Sea u œ H fijo. Consideremos el funcional lineal continuo

f(v) := A(u, v), v œ H.

Por el teorema de representación de Riesz, existe un único vector Tu œ H, tal que

f(v) := A(v, Tu), v œ H.

El hecho de que T sea un operador lineal y continuo sobre H se sigue fácilmente de

la linealidad y continuidad de la forma A. La unicidad de T es obvia.

Teorema 1.1.10 (Teorema de Lax-Milgram). Sean H un espacio de Hilbert y A :

H ◊ H ≠æ C una forma sesquilineal continua. Suponga que A es coercitivo, es

decir, existe una constante ” > 0 tal que Re A(u, u) Ø ”ÎuÎ2 para todo u œ H. Sea

f un funcional lineal continuo sobre H. Entonces existe un único v œ H tal que

f(u) = A(u, v) para todo u œ H.

13



Demostración. Basta probar que el operador adjunto T
ú es invertible en H. De hecho,

por el teorema de representación de Riesz, existe un único g œ H tal que, f(u) = (u, g)

para todo u œ H, y por lo tanto escribiendo g = T
ú
v para algún v œ H, se sigue

que, f(u) = (u; T
ú
v) = (Tu; v) = A(u, v) para todo u œ H. Ahora demostremos que

T
ú es invertible. Sea v œ H tal que T

ú
v = 0. Por lo tanto, 0 = (v, T

ú
v) = (Tv, v) =

Re(A(v, v) Ø ”ÎvÎ2. Por lo tanto, v = 0, por lo que T
ú es inyectiva. Queda por

demostrar que T
ú tiene rango R(T ú) = H. Primero probemos que R(T ú) es denso. Si

u œ H es tal que,

(u; T
ú
v) = 0 para todo v œ H.

Luego, tomando v = u y usando nuevamente el supuesto de coercitividad, obtenemos

u = 0. Finalmente, demostremos que R(T ú) es cerrado. Para ello, sea vk = T
ú
uk una

sucesión que converge a v œ H. Tenemos

”Îuk ≠ ujÎ2 Æ Re A(uk ≠ uj, uk ≠ uj)

Æ|(uk ≠ uj; T
ú
uk ≠ T

ú
uj)|

ÆÎuk ≠ ujÎÎvk ≠ vjÎ.

De esto se deduce que {uk}k es una sucesión de Cauchy y por lo tanto converge en

H. Si u denota el límite, entonces v = T
ú
u por continuidad de T

ú. Esto prueba que

R(T ú) es cerrado.

1.2. Espacios de Sobolev ponderados

En esta sección definimos los espacios de Sobolev ponderados apropiados que se

utilizarán en la continuación de este trabajo y establecemos algunas de sus propieda-

des; las pruebas correspondientes se pueden encontrar en [11, 21, 24, 22]. Se pueden

encontrar resultados más generales sobre los espacios de Sobolev ponderados en la

última referencia. Para simplificar la notación, denotaremos las derivadas parciales

por ˆr y ˆz.

Sea L2

r
(�) el espacio de Lebesgue ponderado de todas las funciones medibles u

14



definido en � en las que

ÎuÎ
L2

r(�)
:=

⁄

�

|u|2 r dr dz < Œ.

El espacio de Sobolev ponderado Hk

r
(�) consta de todas las funciones en L2

r
(�) cuyas

derivadas hasta el orden k también están en L2

r
(�). Definimos las normas y semi-

normas de la manera estándar; en particular,

|u|2
H1

r(�)
:=

⁄

�

1
|ˆru|2 + |ˆzu|2

2
r dr dz,

|u|2
H2

r(�)
:=

⁄

�

1
|ˆrru|2 + |ˆrzu|2 + |ˆzzu|2

2
r dr dz.

Sea ÂH1

r
(�) := H1

r
(�) fl L2

1/r
(�), donde L2

1/r
(�) denota el conjunto de todas las

funciones medibles u definidas en � para las cuales

ÎuÎ2

L
2
1/r

(�)
:=

⁄

�

|u|2

r
dr dz < Œ.

ÂH1

r
(�) es un espacio de Hilbert con la norma

ÎuÎÂH1
r(�)

:=
3

ÎuÎ2

H1
r(�)

+ ÎuÎ2

L
2
1/r

(�)

4
1/2

.

Sea ÂH2

r
(�) :=

Ó
u œ ÂH1

r
(�) : ÎuÎÂH2

r(�)
< Œ

Ô
, donde

ÎuÎ2

ÂH2
r(�)

:= |u|2ÂH2
r(�)

+ ÎuÎ2

ÂH1
r(�)

+ ÎˆzuÎ2

L
2
1/r

(�)
,

con

|u|2ÂH2
r(�)

:=
----
1
r

ˆr(ru)
----
2

H1
r(�)

+ |ˆzu|2
H1

r(�)
.

La demostración de los siguientes tres lemas se encuentra en [21, Section 3.1].

Lema 1.2.1. El conjunto CŒ(�) de funciones que se desvanecen en una vecindad de

�D es denso en ÂH1

r
(�).

Lema 1.2.2. Considere la notación de la Figura 1.1, con 0 Æ r0 < r1 y a œ [r0, r1].

Para todo u œ ÂH1

r
(S), u|“a œ L2(“a) se sigue que

ÎuÎ2

L2(“a)
Æ ÎˆruÎ2

L2
r(S)

+ 2r1 ≠ r0

r1 ≠ r0

ÎuÎ
L

2
1/r

(S)
.
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S
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�

Figura 1.1: Bosquejo de S.

El resultado anterior implica que las funciones en ÂH1

r
(�) tienen traza en �D (r =

0). Además, dado que el conjunto de las funciones en CŒ(�) que se anulan en una

vecindad de �D es denso en ÂH1

r
(�) (cf. Lemma 1.2.1), las funciones en ÂH1

r
(�) tienen

trazas que se anulan en �D.

Lema 1.2.3. Para todo u œ ÂH1

r
(�) y ˆr(ru) œ L2

1/r
(�) se sostiene

ÎˆruÎ2

L2
r(�)

+ ÎuÎ2

L
2
1/r

(�)
Æ Îˆr(ru)Î2

L
2
1/r

(�)
Æ 2 ÎˆruÎ2

L2
r(�)

+ 2 ÎuÎ2

L
2
1/r

(�)
.

El siguiente resultado ha sido probado en [24, Theorem 4.7].

Lema 1.2.4. La inyección H2

r
(�) Òæ C0(�) es continua.

Lema 1.2.5 (Petree-Tartar). Sean X, Y , Z tres espacios de Banach. Sea A œ L(X; Y )

un operador inyectivo y sea T œ L(X; Z) un operador compacto. Si existe c > 0 tal

que cÎxÎX Æ ÎAxÎY + ÎTxÎZ , entonces Im(A) es cerrada; equivalentemente, existe

– > 0 tal que

’x œ X, –ÎxÎX Æ ÎAxÎY .
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Demostración. Razonemos por contradicción, esto es, supongamos que existe una

sucesión {xn} de X tal que ÎxnÎX = 1 y ÎAxnÎY converge a cero cuando n tiende a

infinito. Ya que T es compacto y {xn} es una sucesión acotada, existe una subsuseción

{xnk
} tal que {Txnk

} es una sucesión de Cauchy en Z. Debido a la desigualdad

–Îxnk
≠ xmk

ÎX Æ ÎAxnk
≠ Axmk

ÎY + ÎTxnk
≠ Txmk

ÎZ ,

se concluye que {xnk
} es una sucesión de Cauchy en X. Sea x el límite de la sub-

sucesión {xnk
} en X. Luego, por la continuidad de A tenemos que Axnk

æ Ax y

Ax = 0, ya que Axnk
æ 0. Nótese que como A es inyectiva, se tiene que x = 0, lo

que contradice la hipótesis de que {xnk
}X = 1.

Finalmente, el siguiente lema es una variación de un resultado de [18].

Lema 1.2.6. Sea � un conjunto abierto conexo acotado de Lipschitz. Sea f un

funcional lineal continuo sobre H1

r
(�) cuya restricción a funciones constantes no es

cero. Entonces, existe – > 0 tal que

– ÎuÎ
H1

r(�)
Æ ÎÒuÎ

L2
r(�)

+ |f(u)| ’u œ H1

r
(�).

Demostración. Repetimos los pasos de la prueba del Lema 1.2.5 con X := H1

r
(�),

Y := L2

r
(�)◊C y Z := L2

r
(�), y usamos que la inyección X Òæ Z es compacta debido

al Teorema 4.5 de [24].
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Capítulo 2

Problema de corrientes inducidas

2.1. Coordenadas Cilíndricas y Espacios de Sobo-

lev

Como nuestro método calculará funciones axisimétricas es importante expresar

dichas funciones en términos de las coordenadas (r, ◊, z). Los vectores unitarios en

coordenadas cilíndricas son denotados por er, e◊ y ez.

Así, una función vectorial puede ser escrita como F = (Fr, F◊, Fz) o como F =

Frer + F◊e◊ + Fzez. Dada una función vectorial F = Fr(r, ◊, z)er + F◊(r, ◊, z)e◊ +

Fz(r, ◊, z)ez y una función escalar f = f(r, ◊, z), recordamos que

ÒF =

S

WWWWWWWWU

ˆFr

ˆr

1
r

ˆFr

ˆ◊
≠ F◊

r

ˆFr

ˆz

ˆF◊

ˆr

1
r

ˆF◊

ˆ◊
+ Fr

r

ˆF◊

ˆz

ˆFz

ˆr

1
r

ˆFz

ˆ◊

ˆFz

ˆz

T

XXXXXXXXV

(2.1)

curl F =
A

1
r

ˆFz

ˆ◊
≠ ˆF◊

ˆz

B

er +
A

ˆFr

ˆz
≠ ˆFz

ˆr

B

e◊ +
A

1
r

ˆ(rF◊)
ˆr

≠ 1
r

ˆFr

ˆ◊

B

ez, (2.2)

div F = 1
r

ˆ(rFr)
ˆr

+ 1
r

ˆF◊

ˆ◊
+ ˆFz

ˆz
, (2.3)

Òf = ˆf

ˆr
er + 1

r

ˆf

ˆ◊
e◊ + ˆf

ˆz
ez. (2.4)
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El conjunto de ecuaciones de Maxwell esta conformado por las siguientes ecuaciones

ˆD
ˆt

+ curl H = J, (2.5)
ˆB
ˆt

+ curl E = 0, (2.6)

div B = 0, (2.7)

div D = fl. (2.8)

En regimen armónico se consideran todos los campos de la forma

F(t, r, z) = Re
Ë
e

iÊt ‚F(r, z)
È

.

En estos casos, el modelo de corrientes inducidas se escribe de la siguiente manera

curl „H = ‚J, (2.9)

iÊ ‚B + curl ‚E = 0, (2.10)

div ‚B = 0 (2.11)

div D = 0. (2.12)

Otra ley importante en electromagnetismo es la Ley de Ohm: en un conductor

recorrido por una corriente eléctrica, el cociente entre la diferencia de potencial apli-

cada a los extremos del conductor y la intensidad de la corriente que por él circula es

una cantidad constante, que depende del conductor. Esto se escribe como:

J = ‡E. (2.13)

La conductividad eléctrica satisface

0 < ‡ Æ ‡ Æ ‡ en los conductores, (2.14)

‡ © 0 en el aire, (2.15)

mientras que los demás parámetros físicos están acotados por encima y por debajo:

0 < µ Æ µ Æ µ, (2.16)

0 < ‘ Æ ‘ Æ ‘. (2.17)
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A continuación introducimos los espacios de funciones en � que contienen las

trazas de funciones axisimétricas de espacios de Sobolev definidos en Â�, donde Â� es

el dominio tidimencional del horno. Sea L
2

r
(�) el espacio de Lebesgue ponderado de

todas las funciones medibles A definidas en � tal que

ÎAÎ2

L2
r(�)

:=
⁄

�

|A|2r dr dz < Œ.

El correspondiente producto interno esta definido por

(A, Z)L2
r(�) =

⁄

�

AZr dr dz.

El espacio de Sobolev ponderado H
k

r
(�) consiste de todas las funciones en L

2

r
(�)

cuyas derivadas hasta de orden k también están en L
2

r
(�). Definimos la norma y la

seminorma en la forma usual; en particular

|A|2
H1

r (�)
:=

⁄

�

1
|ˆrA|2 + |ˆzA|2

2
r dr dz.

Sea L
2

1/r
(�) el espacio de Lebesgue ponderado de todas las funciones medibles A

definidas en � tal que

ÎAÎ2

L
2
1/r

(�)
:=

⁄

�

|A|2

r
dr dz < Œ.

Definamos el espacio de Hilbert ÊH1

r
(�) por

ÊH1

r
(�) :=

Ó
A œ H

1

r
(�) : A œ L

2

1/r
(�)

Ô

con la norma

ÎAÎÂH1
r (�)

:=
3

ÎAÎ2

H1
r (�)

+ ÎAÎ2

L
2
1/r

(�)

4
1/2

,

2.2. Planteamiento del Problema

El problema que abordaremos, es el estudio de un modelo axisimétrico de corrien-

tes inducidas de un horno de inducción. Un sistema de horno de inducción consiste,

básicamente, de uno o varios inductores y una pieza metálica a ser calentada. A los

inductores se les suministra corriente alterna la cual induce corrientes dentro del com-

ponente a calentar debido a la Ley de Faraday. Esta técnica es ampliamente usada
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en la industria metalúrgica en un número importante de aplicaciones tales como la

fundición de metales, el precalentamiento para operaciones de soldadura, sistemas de

purificación, y en general, procesos que necesiten un rápido calentamiento en zonas

de una pieza conductora.

�

�̆ r

z

Figura 2.1: Dominio tridimensional y domonio bidimensional.

Tomando ventaja de la simetría cilíndrica, el problema tridimensional se reduce a

un problema bidimensional en la sección meridional donde la densidad de corriente,

escrita en coordenadas cilíndricas, tiene solo componente azimutal, esto es,

J = J(r, ◊, z)e◊. (2.18)

Nótese que si asumimos que el campo eléctrico H no depende de ◊, las expresiones

dadas en (2.9), (2.18) y (2.2) conducen a

≠ˆH◊

ˆz
= 1

r

ˆ(rH◊)
ˆr

= 0,

lo que a su vez implica que rH◊ tiene que ser constante en Â� Ahora, si H œ L
2(Â�)3,

entonces H◊e◊ œ L
2(Â�)3. Sin embargo, rH◊ es constante sólo si esta constante es

cero. Por lo tanto, H◊ tiene que desaparecer y por (2.12), B◊ también desaparecerá.

Además de (2.13), (2.14) y (2.2) Er y Ez también desaparecen en los conductores.

Por lo tanto, tenemos

H(r, ◊, z) = Hr(r, z)er + Hz(r, z)ez, (2.19)

B(r, ◊, z) = Br(r, z)er + Bz(r, z)ez, (2.20)

E(r, ◊, z) = E◊(r, z)e◊ (en los conductores). (2.21)
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A partir de (2.11), se introduce un potencial magnético vectorial A tal que

B = curl A, (2.22)

y de la forma

A = A◊(r, z)e◊. (2.23)

Para mayor singularidad, tomamos A con divergencia nula, y satisfaciendo A · n = 0

en ˆ Â�. Por lo tanto, tenemos

curl A = B en Â�, (2.24)

div A = 0 en Â�, (2.25)

A · n = 0 en ˆ Â� (2.26)

A partir de (2.24), (2.20) y ( 2.2) obtenemos

ˆAr

ˆz
≠ ˆAz

ˆr
= 0 en �.

Por lo tanto, ya que � es conexo, existe Ï œ H
1(�) tal que Ar = ˆÏ

ˆr
y Az = ˆÏ

ˆz
. Por

otro lado, a partir de (2.25), (2.3) y (2.4),

0 = div A = 1
r

ˆ(rAr)
ˆr

+ ˆAz

ˆz
= �Ï en Â�,

donde Ï(r, ◊, z) := Ï(r, z). Por lo tanto, tenemos

�Ï = 0 en Â�, (2.27)
ˆÏ

ˆn
= 0 sobre ˆ Â� (2.28)

(para la deducción de la condición de contorno, observe la figura a continuación).

Por lo tanto, Ï es constante y de acuerdo con nuestra suposición axisimétrica,

buscaremos A independiente de la variable angular. Se puede probar que Ar = Az = 0

y así concluímos que

A(r, ◊, z) = A◊(r, z)e◊ en Â�,

y por lo tanto, de (2.24) y (2.2) uno obtiene que

Br(r, z) = ≠ˆA◊

ˆz
y Bz(r, z) = 1

r

ˆ(rA◊)
ˆr

en �. (2.29)
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n = ez

n = er

ˆ ÂÏ
ˆn

= ˆÏ

ˆz
= Az = A · n = 0

ˆ ÂÏ
ˆn

= ˆÏ

ˆr
= Ar = A · n = 0

Figura 2.2: Condiciones de frontera problema (2.27)– (2.28).

Por otro lado, teniendo en cuenta de nuevo (2.24), deducimos de (2.10) y (2.13)

que

curl
11

iÊA◊ + ‡
≠1

J◊

2
e◊

2
= 0 (en los conductores),

por lo que se deduce de (2.2) que

ˆ

ˆz

1
iÊA◊ + ‡

≠1
J◊

2
= 0 en �0,

ˆ

ˆr

1
r

1
iÊA◊ + ‡

≠1
J◊

22
= 0 en �0.

Por lo tanto, deducimos que existen constantes Vk œ C, k = 0, . . . , m, tal que,

iÊA◊ + ‡
≠1

J◊ = Vk

r
en �k (2.30)

(recordemos que �k son los componentes conexos de �0). Se sigue de (2.9), (2.8),

(2.20), (2.29) y (2.18),

curl
A

≠ 1
µ

ˆA◊

ˆz
er + 1

µr

ˆ(rA◊)
ˆr

ez

B

= J◊e◊.

Así, teniendo en cuenta (2.2) y (2.30), obtenemos que para k = 0, . . . , m,

≠
A

ˆ

ˆr

A
1

µr

ˆ(rA◊)
ˆr

B

+ ˆ

ˆz

A
1
µ

ˆA◊

ˆz

BB

+ iÊ‡A◊ = ‡

r
Vk en �k, (2.31)

mientras que el uso de ese J◊ desaparece fuera de los conductores

≠
A

ˆ

ˆr

A
1

µr

ˆ(rA◊)
ˆr

B

+ ˆ

ˆz

A
1
µ

ˆA◊

ˆz

BB

= 0 en �A. (2.32)
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Figura 2.3: Dominio del problema Variacional.

Para resolver ecuaciones (2.31) y (2.32), asumimos que las intensidades que atraviesan

cada anillo cilíndrico reciben datos. Así añadimos al modelo las ecuaciones
⁄

�k

J◊drdz = Ik, k = 1, . . . , m,

siendo Ik la intensidad que atraviesa �k. Por lo tanto, de (2.30), tenemos que para

k = 1, . . . , m.

Vk = 1
dk

3
Ik + iÊ

⁄

�k

‡A◊drdz

4
, (2.33)

donde

dk :=
⁄

�k

‡

r
drdz.

Consideraciones físicas adicionales nos permiten imponer

V0 = 0. (2.34)

Tenga en cuenta que, como consecuencia de (2.30), esta condición debe mantenerse

para que A y E pertenezcan a L
2(Â�)3, para que (ˆ�0 fl �D) > 0.
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Las ecuacciones (2.31)–(2.34) debe completarse con condiciones de contorno ade-

cuadas. Consecuentemente imponemos la condición de Robin �R

ˆ(rA◊)
ˆr

+ A◊ = 0 sobre �R (2.35)

y sobre la condición homogénea de Neumann �N

ˆA◊

ˆz
= 0 sobre �N . (2.36)

Esto último se deriva del hecho de que la componente radial de la inducción

magnética es cercana a cero en este límite. Finalmente, la condición de simetría

natural a lo largo del eje de revolución conduce a

A◊ = 0 sobre �D. (2.37)

2.3. Formulación variacional

En esta sección establecemos una formulación variacional del problema (2.31) –

(2.37) para la cual probaremos la existencia y unicidad de la solución. Con este fin,

multiplicamos (2.31) y (2.32) por una función de prueba en ÂH1

r
(�), integramos por

partes, aprovechamos que las funciones en este espacio tienen un rastro de fuga en

�0, las condiciones de contorno (2.35) y (2.36), (2.34) y reescribir (2.33) de manera

conveniente, para obtener el siguiente problema:

Problema 2.3.1. Dado I := (I1, . . . , Im) œ Cm, encontrar (A◊, V) œ ÂH1

r
(�) ◊Cm tal

que
⁄

�

1
µ

A
1
r

ˆ(rA◊)
ˆr

1
r

ˆ(rZ̄)
ˆr

+ ˆA◊

ˆz

ˆZ̄

ˆz

B

r dr dz +
⁄

�R

1
µ

A◊Z̄ dz

+iÊ

⁄

�0
‡A◊Z̄r dr dz ≠

mÿ

k=1

⁄

�k

‡VkZ̄ dr dz = 0 ’Z œ ÂH1

r
(�),

mÿ

k=1

⁄

�k

‡W̄kA◊ dr dz + i

Ê

mÿ

k=1

⁄

�k

‡W̄kVk

r
dr dz = i

Ê

mÿ

k=1

W̄kIk ’W œ Cm.
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Sea a una forma sesquilineal definida en ÂH1

r
(�) por

a(A◊, Z) :=
⁄

�

1
µ

A
1
r

ˆ(rA◊)
ˆr

1
r

ˆ(rZ̄)
ˆr

+ ˆA◊

ˆz

ˆZ̄

ˆz

B

r dr dz +
⁄

�R

1
µ

A◊Z̄ dz

+ iÊ

A⁄

�0
‡A◊Z̄r dr dz ≠

mÿ

k=1

1
dk

⁄

�k

‡A◊ dr dz

⁄

�k

‡Z̄ dr dz

B

.

Para el análisis, utilizaremos el siguiente problema:

Problema 2.3.2. Dado I œ Cm, encontrar A◊ œ ÂH1

r
(�) tal que

a(A◊, Z) =
mÿ

k=1

Ik

dk

⁄

�k

‡Z̄ dr dz ’Z œ ÂH1

r
(�).

El siguiente lema muestra que los problemas (2.3.1) y (2.3.2) son equivalentes.

Lema 2.3.1. Sea I œ Cm. Si (A◊, V) es una solución del problema (2.3.1), entoces

A◊ es una solución del problema (2.3.2). En cambio, si A◊ es una solución del pro-

blema (2.3.2) y Vk, k = 1, . . . , m, están definidas por (2.33), entonces (A◊, V) es una

solución del problema 2.3.1.

Demostración. En primer lugar vamos a suponer que (A◊, V) es una solución del

problema (2.3.1) y verifiquemos que A◊ es solución del problema (2.3.2). En efecto,

Sean I := (I1, . . . , Im) œ Cm y (A◊, V) œ ÂH1

r
(�) ◊ Cm tal que

⁄

�

1
µ

A
1
r

ˆ(rA◊)
ˆr

1
r

ˆ(rZ̄)
ˆr

+ ˆA◊

ˆz

ˆZ̄

ˆz

B

r dr dz +
⁄

�R

1
µ

A◊Z̄ dz

+iÊ

⁄

�0
‡A◊Z̄r dr dz ≠

mÿ

k=1

⁄

�k

‡VkZ̄ dr dz = 0 ’Z œ ÂH1

r
(�),

mÿ

k=1

⁄

�k

‡W̄kA◊ dr dz + i

Ê

mÿ

k=1

⁄

�k

‡W̄kVk

r
dr dz = i

Ê

mÿ

k=1

W̄kIk ’W œ Cm.

Primero sumamos las dos ecuaciones anteriores,
⁄

�

1
µ

A
1
r

ˆ(rA◊)
ˆr

1
r

ˆ(rZ̄)
ˆr

+ ˆA◊

ˆz

ˆZ̄

ˆz

B

r dr dz +
⁄

�R

1
µ

A◊Z̄ dz

+iÊ

⁄

�0
‡A◊Z̄r dr dz ≠

mÿ

k=1

⁄

�k

‡VkZ̄ dr dz

+
mÿ

k=1

⁄

�k

‡W̄kA◊ dr dz + i

Ê

mÿ

k=1

⁄

�k

‡W̄kVk

r
dr dz = i

Ê

mÿ

k=1

W̄kIk.
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Luego, reemplazamos 2.33 de una manera adecuada y obtenemos:
⁄

�

1
µ

A
1
r

ˆ(rA◊)
ˆr

1
r

ˆ(rZ̄)
ˆr

+ ˆA◊

ˆz

ˆZ̄

ˆz

B

r dr dz +
⁄

�R

1
µ

A◊Z̄ dz + iÊ

⁄

�0
‡A◊Z̄r dr dz

≠
mÿ

k=1

Ik

dk

⁄

�k

‡Z̄ dr dz ≠ iÊ

mÿ

k=1

1
dk

⁄

�k

‡A◊ dr dz

⁄

�k

rZ̄ dr dz +
mÿ

k=1

⁄

�k

‡W̄kA◊ dr dz

+ i

Ê

mÿ

k=1

IkW̄k

dk

⁄

�k

‡

r
dr dz ≠

mÿ

k=1

W̄k

dk

⁄

�k

‡

r
dr dz

⁄

�k

‡A◊ dr dz = i

Ê

mÿ

k=1

W̄kIk.

Recordemos que dk :=
s

�k

‡

r
drdz, así muchos términos se anulan y nos queda:

⁄

�

1
µ

A
1
r

ˆ(rA◊)
ˆr

1
r

ˆ(rZ̄)
ˆr

+ ˆA◊

ˆz

ˆZ̄

ˆz

B

r dr dz +
⁄

�R

1
µ

A◊Z̄ dz

+iÊ

⁄

�0
‡A◊Z̄r dr dz ≠

mÿ

k=1

Ik

dk

⁄

�k

‡Z̄ dr dz

≠iÊ

mÿ

k=1

1
dk

⁄

�k

‡A◊ dr dz

⁄

�k

rZ̄ dr dz +
mÿ

k=1

⁄

�k

‡W̄kA◊ dr dz

+ i

Ê

mÿ

k=1

IkW̄k ≠
mÿ

k=1

W̄k

⁄

�k

‡A◊ dr dz = i

Ê

mÿ

k=1

W̄kIk,

o bien,
⁄

�

1
µ

A
1
r

ˆ(rA◊)
ˆr

1
r

ˆ(rZ̄)
ˆr

+ ˆA◊

ˆz

ˆZ̄

ˆz

B

r dr dz +
⁄

�R

1
µ

A◊Z̄ dz

+iÊ

⁄

�0
‡A◊Z̄r dr dz ≠ iÊ

mÿ

k=1

1
dk

⁄

�k

‡A◊ dr dz

⁄

�k

rZ̄ dr dz

=
mÿ

k=1

Ik

dk

⁄

�k

‡Z̄ dr dz.

Obsérvese que el lado izquierdo y el lado derecho corresponden a la forma sesquilineal

del problema 2.3.2.

Para la otra dirección supongamos que

a(A◊, Z) =
mÿ

k=1

Ik

dk

⁄

�k

‡Z̄ dr dz.

Entonces
⁄

�

1
µ

A
1
r

ˆ(rA◊)
ˆr

1
r

ˆ(rZ̄)
ˆr

+ ˆA◊

ˆz

ˆZ̄

ˆz

B

r dr dz +
⁄

�R

1
µ

A◊Z̄ dz

≠
mÿ

k=1

iÊ

dk

⁄

�k

‡A◊

⁄

�c

‡Z̄ dr dz =
mÿ

k=1

Ik

dk

⁄

�k

‡Z̄ dr dz.

27



Como

Vk = 1
dk

3
Ik + iÊ

⁄

�k

‡A◊ dr dz

4
= Ik

dk

≠ iÊ

dk

⁄

�k

‡A◊ dr dz.

Así
⁄

�

1
µ

A
1
r

ˆ(rA◊)
ˆr

1
r

ˆ(rZ̄)
ˆr

+ ˆA◊

ˆz

ˆZ̄

ˆz

B

r dr dz +
⁄

�R

1
µ

A◊Z̄ dz

≠
mÿ

k=1

3
Vk ≠ Ik

dk

4 ⁄

�k

‡A◊

⁄

�c

‡Z̄ dr dz =
mÿ

k=1

Ik

dk

⁄

�k

‡Z̄ dr dz

Por lo que
⁄

�

1
µ

A
1
r

ˆ(rA◊)
ˆr

1
r

ˆ(rZ̄)
ˆr

+ ˆA◊

ˆz

ˆZ̄

ˆz

B

r dr dz +
⁄

�R

1
µ

A◊Z̄ dz

≠
mÿ

k=1

Vk

⁄

�k

‡A◊

⁄

�c

‡Z̄ dr dz +
mÿ

k=1

Ik

dk

⁄

�k

‡A◊

⁄

�c

‡Z̄ dr dz =
mÿ

k=1

Ik

dk

⁄

�k

‡Z̄ dr dz.

Así
⁄

�

1
µ

A
1
r

ˆ(rA◊)
ˆr

1
r

ˆ(rZ̄)
ˆr

+ ˆA◊

ˆz

ˆZ̄

ˆz

B

r dr dz +
⁄

�R

1
µ

A◊Z̄ dz

≠
mÿ

k=1

Vk

⁄

�k

‡A◊

⁄

�c

‡Z̄ dr dz = 0.

Además,

dkVk = Ik + iÊ
s

�k
‡A◊ dr dz multiplicando por W̄k tenemos,

dkW̄kVk = IkW̄k + iÊ
s

�k
‡A◊W̄k dr dz. Recordemos que dk :=

s
�k

‡

r
dr dz. Luego,

dkW̄kVk =
⁄

�k

‡

r
W̄kVkdrdz.

Se sigue que
⁄

�k

‡

r
W̄kVk dr dz = IkW̄k + iÊ

⁄

�k

‡A◊W̄k dr dz.

Multiplicando por i

Ê
se obtiene la segunda ecuación del problema 2.3.2.

Observación 1. El Problema 2.3.2 se usará para probar la existencia y unicidad

de las estimaciones de solución y error, pero no para la aproximación numérica real,

porque el término
s

�k
‡A◊ dr dz

s
�k

‡Z̄ dr dz conduciría a una matriz completamente

densa. De hecho, para los cálculos numéricos usaremos una discretización del Proble-

ma 2.3.1, ya que conduce a matrices en las que solo las últimas m filas y columnas

de la matriz serán densas.
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En el siguiente lema y en adelante, C denotará una constante genérica, no nece-

sariamente la misma en cada aparición.

Lema 2.3.2.

ÎuÎ
H1

r(�)
Æ C

1
|u|

H1
r(�)

+ ÎuÎ
L2(�R )

2
’u œ H1

r
(�).

Demostración. Sea f(u) :=
s

�R
1

µ
u dz, u œ H1

r
(�). Entonces por el lema 1.2.6,

– ÎuÎ
H1

r(�)
Æ ÎÒuÎ

L2
r(�)

+ |f(u)| Æ |u|
H1

r(�)
+

Ô
L

µ
ÎuÎ

L2(�R )
’u œ H1

r
(�),

lo que nos permite concluir la prueba.

Observación 2. El lema anterior es válido para cualquier dominio conexo acotado

de Lipschitz � y cualquier subconjunto �R µ ˆ� \ �D con medida positiva.

Lema 2.3.3. La forma sesquilineal a es ÂH1

r
(�)-elíptica y continua.

Demostración.

Re(a(A◊, A◊)) Ø 1
µ

3
Îˆr(rA◊)Î2

L
2
1/r

(�)
+ ÎˆzA◊Î2

L2
r(�)

+ ÎA◊Î2

L2(�R )

4

Ø 1
µ

3
ÎˆrA◊Î2

L2
r(�)

+ ÎA◊Î2

L
2
1/r

(�)
+ ÎˆzA◊Î2

L2
r(�)

+ ÎA◊Î2

L2(�R )

4

Ø C

3
ÎA◊Î2

H1
r(�)

+ ÎA◊Î2

L
2
1/r

(�)

4

= C ÎA◊Î2

ÂH1
r(�)

,

donde hemos usado el Lema 1.2.3 para la segunda desigualdad y el Lema 2.3.2 para

la tercera. La continuidad se sigue directamente de los Lemas 1.2.2 y 1.2.3.

Ahora estamos en condiciones de demostrar que el Problema 2.3.1 está bien plan-

teado. Aquí y después ÎIÎCm := (q
m

k=1
|Ik|2)1/2 denota la norma euclideana estándar

en Cm.

Teorema 2.3.4. El problema 2.3.1 tiene una única solución que satisface

ÎA◊ÎÂH1
r(�)

Æ C ÎIÎCm .
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Demostración. Debido a que los Problemas 2.3.1 y 2.3.2 son equivalentes, basta con

demostrar que este último está bien planteado. El lado derecho del problema 2.3.2

satisface -----

mÿ

k=1

Ik

dk

⁄

�k

‡Z̄ dr dz

----- Æ C ÎIÎCm ÎZÎ
L2

r(�k)
.

Por lo tanto, el teorema se sigue del lema 2.3.3 y el lema Lax-Milgram.

Para finalizar esta sección probaremos un resultado de regularidad para la solución

del Problema 2.3.1, válido al menos cuando la permeabilidad magnética es constante

en todo el dominio. Con este fin, consideraremos un marco un poco más general, que

también se utilizará para probar un doble orden de convergencia en L2

r
(�) del método

numérico propuesto en la siguiente sección. Considere el siguiente problema auxiliar:

Problema 2.3.3. Dado g œ L2

r
(�), encontrar Y◊ œ ÂH1

r
(�) tal que

⁄

�

1
µ

A
1
r

ˆ(rY◊)
ˆr

1
r

ˆ(rZ̄)
ˆr

+ ˆY◊

ˆz

ˆZ̄

ˆz

B

r dr dz +
⁄

�R

1
µ

Y◊Z̄ dz =
⁄

�

gZ̄r dr dz ’Z œ ÂH1

r
(�),

Lema 2.3.5. Si µ es constante en �, entonces la solución del Problema 2.3.3 satisface

Y◊ œ ÂH2

r
(�) y

ÎY◊ÎÂH2
r(�)

Æ C ÎgÎ
L2

r(�)
.

Demostración. Los argumentos en la demostración del Lema 2.3.3 muestran que la

forma sesquilineal del lado izquierdo del Problema 2.3.3 es ÂH1

r
(�)-elíptica también.

Por lo tanto, el problema está bien planteado y su solución satisface ÎY◊ÎÂH1
r(�)

Æ

C ÎgÎ
L2

r(�)
.

Sea Y(r, ◊, z) := Y◊(r, z)e◊. Usamos (2.3) y Lema 1.2.3, es fácil mostrar que

curl Y œ L2(Â�)3 y

ÎYÎ
H(curl,Â�)

Æ C ÎY◊ÎÂH1
r(�)

Æ C ÎgÎ
L2

r(�)
. (2.38)

Para probar regularidad adicional probamos el Problema 2.3.3 con Z œ D(�). Por

tanto, usamos (2.3), (2.4) y el hecho que e◊ es ortogonal a n en toda la frontera de
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�, tenemos que

curl
A

1
µ

curl Y
B

= ge◊ en Â�, (2.39)

div Y = 0 en Â�, (2.40)

Y · n = 0 sobre ˆ Â�. (2.41)

Así que, por (2.38), (2.40) y (2.41), tenemos que Y œ H(curl, Â�) fl H0( div , Â�). Por

lo tanto, ya que Â� es convexo Y œ H1(Â�)3 (cf. [8, Theorem 2.17]) y

ÎYÎ
H1(Â�)3 Æ C ÎYÎ

H(curl,Â�)
Æ C ÎgÎ

L2
r(�)

. (2.42)

A continuación, demostramos que curl Y también está en H1(Â�)3. En este caso el

resultados de [8] no se puede aplicar directamente, porque curl Y · n con curl Y ◊ n

desaparece sobre ˆ Â�. Esta es la razón para hacer una traslación usando la función

� definida a continuación. Sea 0 < r1 < r2 < R (recuerda que �R está en la línea

r = R) y sea Ï œ CŒ([0, R]) tal que Ï(r) © 0 en [0, r1] y Ï(r) © 1 en [r2, R]. Sea

�(r, ◊, z) := ≠ 1
R

Y(r, ◊, z) ◊ Ï(r)er = 1
R

Ï(r)Y◊(r, z)ez,

y � := curl Y + �. Nosotros mostraremos que � œ H0(curl, Â�) fl H( div , Â�). Para

probar esto, dividimos ˆ Â� en dos partes, Â�R y Â�N , que corresponden a los límites

de Robin (�R) y Neumann (�N) del dominio bidimensional �, respectivamente. Por

(2.3), tenemos

� ◊ n = (curl Y + �) ◊ er = 1
r

ˆ(rY◊)
ˆr

e◊ + 1
R

Ï(r)Y◊(r, z)e◊ = 0 sobre Â�R ,

donde para la última igualdad hemos usado la condición de contorno

1
r

ˆ(rY◊)
ˆr

+ Y◊ = 0 sobre Â�R ,

que a su vez se obtiene probando el Problema 2.3.3 con Z œ CŒ(�) tal que supp(Z)fl

(�D fi �N) = ÿ. Por otro lado,

� ◊ n = (curl Y + �) ◊ ez = ˆY◊

ˆz
e◊ = 0 sobre Â�N ,

donde ahora la última igualdad se obtiene probando el Problema 2.3.3 con Z œ CŒ(�)

tal que supp(Z) fl (�D fi �R) = ÿ. Por lo tanto, al usar (2.39) y la regularidad de �,
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concluimos que � œ H0(curl, Â�) fl H( div , Â�). Por lo tanto, � œ H1(Â�)3 (cf. [8,

Theorem 2.17], de nuevo) y

Î�Î
H1(Â�)3 Æ Îcurl YÎ

H(curl,Â�)
+ Î�Î

H1(Â�)3 Æ C ÎgÎ
L2

r(�)
,

donde hemos usado (2.38), (2.39) y (2.42) para la última desigualdad. Como conse-

cuencia, curl Y = � ≠ � œ H1(Â�)3 y

Îcurl YÎ
H1(Â�)3 Æ C ÎgÎ

L2
r(�)

. (2.43)

Finalmente, por [10, Proposition 3.17] tenemos que ÎYÎ2

H1(Â�)3 = 2fi ÎY◊Î2

ÂH1
r(�)

y Îcurl YÎ2

H1(Â�)3 = 2fi ÎˆzY◊Î2

ÂH1
r(�)

+ 2fi

...1

r
ˆr(rY◊)

...
2

H1
r(�)

. Como consecuencia, de la

definición la norma ÂH2

r
(�), (2.42) y (2.43) conduce a

ÎY◊Î2

ÂH2
r(�)

Æ 1
2fi

1
Îcurl YÎ2

H1(Â�)3 + ÎYÎ2

H1(Â�)3

2
Æ C ÎgÎ2

L2
r(�)

.

Por lo tanto, concluimos la prueba.

Teorema 2.3.6. Si µ es constante en �, entonces la solución del Problema 2.3.3

satisface Y◊ œ H2

r
(�) y

ÎY◊ÎH2
r(�)

Æ C ÎgÎ
L2

r(�)
.

Demostración. Sea J1 la función de Bessel de primer orden del primer tipo. Definir

jm(r) :=
Ô

2
|J2(—mR)| J1(—mr), m = 1, 2, . . .

donde —m := –m/R, con –m siendo el mésimo cero positivo de la ecuación

2 J1(x) + x J1

Õ(x) = 0,

y

sn(z) :=
Ô

2 cos
3

nfiz

L

4
, n = 0, 1, 2, . . .

Luego, por los resultados clásicos de completitud para las funciones de Bessel (ver

[20, Sections 10.7-8] y [19]), el conjunto de funciones emn(r, z) = jm(r)sn(z), m =

1, 2, . . . , n = 0, 1, 2, . . . , es un sistema ortogonal completo de L2

r
(�). De este hecho y

el Lema 2.3.5, el resto de la demostración es esencialmente como la de la Proposición

4.1 y el Teorema 4.1 de [21].
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Corolario 2.3.7. Si µ es constante en �, entonces la solución del Problema 2.3.1

satisface A◊ œ H2

r
(�) y

ÎA◊ÎH2
r(�)

Æ C ÎIÎCm .

Demostración. Se sigue de la primera ecuación del Problema 2.3.1 y el Teorema 2.3.6

aplicado al Problema 2.3.3 con

g := ≠iÊ‡A◊ +
mÿ

k=1

‡
Vk

r
‰�k

,

‰�k
siendo la función característica de �k, k = 1, . . . , m. A su momento, ÎgÎ

L2
r(�)

Æ

C ÎIÎCm , en virtud del teormea 2.3.4 y (2.33).
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Capítulo 3

Discretización por Elementos

Finitos

En esta capítulo presentamos una discretización del Problema 2.3.1 y demostra-

mos las estimaciones de error. Sea {Th}h>0 una familia regular de triangulaciones de

� siendo h el tamaño de la malla (ver [?]).

3.1. Problema Discreto

Comentemos que no hay necesidad de suponer que las mallas son compatibles

con la geometría del dominio del conductor (es decir, que cada elemento de Th está

contenido en �0 o en �A), aunque Por supuesto, este tipo de mallas facilitan la

implementación del método. De ahora en adelante, la constante genérica C siempre

será independiente del tamaño de la malla.

Sea

Vh :=
Ó
uh œ ÂH1

r
(�) : uh|T œ P1 ’T œ Th

Ô
,

siendo P1 las funciones lineales de valor complejo en las coordenadas r y z:

P1 := {p(r, z) = c0 + c1r + c2z : c0, c1, c2 œ C} .

La aproximación de elementos finitos del Problema (2.3.1) es definida como la

solución (Ah

◊
, Vh) del siguiente problema:
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Problema 3.1.1. Dado I := (I1, . . . , Im) œ Cm, encontrar (Ah

◊
, Vh) œ Vh ◊ Cm tal

que
⁄

�

1
µ

A
1
r

ˆ(rA
h

◊
)

ˆr

1
r

ˆ(rZ̄
h)

ˆr
+ ˆA

h

◊

ˆz

ˆZ̄
h

ˆz

B

r dr dz +
⁄

�R

1
µ

A
h

◊
Z̄

h
dz

+iÊ

⁄

�0
‡A

h

◊
Z̄

h
r dr dz ≠

mÿ

k=1

⁄

�k

‡V
h

k
Z̄

h
dr dz = 0 ’Z

h œ Vh,

mÿ

k=1

⁄

�k

‡W̄
h

k
A

h

◊
dr dz + i

Ê

mÿ

k=1

⁄

�k

‡W̄
h

k
V

h

k

r
dr dz = i

Ê

mÿ

k=1

W̄
h

k
Ik ’Wh œ Cm.

Es sencillo ver que el Problema (3.1.1) es equivalente al siguiente, con Vh :=

(V h

1
, . . . , V

h

m
) dado por

V
h

k
= 1

dk

3
Ik + iÊ

⁄

�k

‡A
h

◊
dr dz

4
, k = 1, . . . , m. (3.1)

Problema 3.1.2. Dado I œ Cm, encontrar A
h

◊
œ Vh tal que

a(Ah

◊
, Z

h) =
mÿ

k=1

Ik

dk

⁄

�k

‡Z̄
h

dr dz ’Z
h œ Vh.

Usaremos el Problema (3.1.2) para probar la buena postura y las estimaciones

de error. Sin embargo, como se indica en la observación 1, para la implementación

informática de este enfoque utilizaremos el Problema (3.1.1) para evitar matrices

densas.

Teorema 3.1.1. El Problema (3.1.1) tiene una solución única (Ah

◊
, Vh). Además,

existe una constante C > 0, independiente de h, tal que si (A◊, V) es la solución del

Problema (2.3.1), entonces

ÎA◊ ≠ A
h

◊
ÎÂH1

r(�)
+

mÿ

k=1

|Vk ≠ V
h

k
| Æ C ı́nf

ZhœVh

ÎA◊ ≠ Z
hÎÂH1

r(�)
.

Demostración. Dado que los problemas (3.1.1) y (3.1.2) son equivalentes, usamos

este último para la estimación de A◊, que se sigue del Lema de Cea (ver, por ejemplo,

[?]). La estimación de Vk, k = 1, . . . , m, se deriva de este último, (2.33) y (3.1). Luego,

sea A◊ solución de 2.3.1 y A
h

◊
solución del problema (3.1.1) entonces

a(A◊, Z) =
ÿ Ik

dk

⁄

�k

‡Z̄ dr dz ’Z œ ÂH1

r
(�)

a(Ah

◊
, Z

h) =
mÿ

k=1

Ik

dk

⁄

�k

‡Z̄
h

dr dz ’Z
h œ Vh.
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Como Z
h œ Vh œ ÂH1

r
(�) se puede escribir Z

h en la primera ecuación así :

a(A◊, Z
h) =

mÿ

k=1

Ik

dk

⁄

�k

‡Z̄
h

dr dz

a(Ah

◊
, Z

h) =
mÿ

k=1

Ik

dk

⁄

�k

‡Z̄
h

dr dz,

restando las dos ecuaciones se tiene :

a(A◊ ≠ A
h

◊
, Z

h) = 0.

Por otro lado por el Lema 2.3.3

ÎA◊ ≠ A
h

◊
Î2

ÂH1
r(�)

Æ| Re a(A◊ ≠ A
h

◊
, A◊ ≠ A

h

◊
)|

Æ|a(A◊ ≠ A
h

◊
, A◊ ≠ A

h

◊
)|

=|a(A◊ ≠ A
h

◊
, A◊ ≠ A

h

◊
+ Z

h ≠ Z
h)|

=|a(A◊ ≠ A
h

◊
, A◊ ≠ Z

h) ≠ a(A◊ ≠ A
h

◊
, Z

h ≠ A
h

◊
)|

=|a(A◊ ≠ A
h

◊
, A◊ ≠ Z

h)|

ÆÎA◊ ≠ A
h

◊
ÎÂH1

r(�)
ÎA◊ ≠ Z

hÎÂH1
r(�)

.

donde hemos usado que (Zh ≠ A
h

◊
) œ Vh. De aquí se tiene que

ÎA◊ ≠ A
h

◊
ÎÂH1

r(�)
Æ ÎA◊ ≠ Z

hÎÂH1
r(�)

,

tomando ínfimo se tiene

ÎA◊ ≠ A
h

◊
ÎÂH1

r(�)
Æ ı́nf

ZhœVh

ÎA◊ ≠ Z
hÎÂH1

r(�)
.

Finalmente,

Vk = 1
dk

3
Ik + iÊ

⁄

�k

‡A◊r dr dz

4
y

V
h

k
= 1

dk

3
Ik + iÊ

⁄

�k

‡A
h

◊
r dr dz

4
,
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entonces

|Vk ≠ V
h

k
| = | 1

dk

iÊ

⁄

�k

‡(A◊ ≠ A
h

◊
)r dr dz |

ÆC

3⁄

�k

‡|A◊ ≠ A
h

◊
|2r

4 1
2

dr dz

ÆCÎA◊ ≠ A
h

◊
ÎL2

r(�)

ÆCÎA◊ ≠ A
h

◊
ÎÂH1

r(�)

Æ ı́nf
ZhœVh

ÎA◊ ≠ Z
hÎÂH1

r(�)

3.2. Análisis del error

De acuerdo con el teorema anterior, solo queda demostrar que A◊ puede aproxi-

marse convenientemente mediante una función en Vh. Con este propósito, en el caso

más general, recurrimos a un operador Clément estable para funciones en ÂH1

r
(�) (que,

recordemos, desaparecen en �D). Dichos operadores han sido estudiados para espacios

de Sobolev ponderados en [11] y [24].

En particular, consideramos el operador Clément Â�h : ÂH1

r
(�) æ Vh definido en

[11, Eq. (36)]. La demostración del siguiente lema se encuentra en [11, Theorem 2].

Lema 3.2.1. Si 1 Æ l Æ 2, entonces existe una constante C > 0, independiente de h,

tal que para todo u œ Hl

r
(�) fl ÂH1

r
(�) ,

Îu ≠ Â�huÎÂH1
r(�)

Æ Ch
l≠1 ÎuÎ

Hl
r(�)flÂH1

r(�)
.

Por otro lado, cuando la solución A◊ es lo suficientemente suave, podemos usar

el operador de interpolación de Lagrange �h. De hecho, según el Lema 1.2.4, dicho

interpolante está bien definido para funciones en ÂH2

r
(�). Además, para funciones en

H2

r
(�), se tiene la siguiente estimación del error, cuya prueba se puede encontrar en

[24, Lemma 6.3].

Lema 3.2.2. Existen constantes C > 0, independientes de h, tales que por todo

u œ H2

r
(�),

Î�huÎÂH1
r(�)

Æ C ÎuÎ
H2

r(�)
Y Îu ≠ �huÎÂH1

r(�)
Æ Ch ÎuÎ

H2
r(�)

.
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Ahora estamos en condiciones de establecer el principal resultado de este trabajo.

Teorema 3.2.3. Sea (A◊, V) la solución del Problema (2.3.1) y (Ah

◊
, Vh) la solución

del Problema (3.1.1). Existe una constante C > 0, independiente de h, tal que si

A◊ œ H2

r
(�), entonces

ÎA◊ ≠ A
h

◊
ÎÂH1

r(�)
+

mÿ

k=1

|Vk ≠ V
h

k
| Æ Ch ÎA◊ÎH2

r(�)
.

Demostración. Sea (A◊, V) la solución del Problema (2.3.1) y (Ah

◊
, Vh) la solución

del Problema (3.1.1). Entonces por Teorema 3.1.1 existe una constante C > 0, inde-

pendiente de h tal que

ÎA◊ ≠ A
h

◊
ÎÂH1

r(�)
+

mÿ

k=1

|Vk ≠ V
h

k
| Æ C ı́nf

ZhœVh

ÎA◊ ≠ Z
hÎÂH1

r(�)
.

Luego, por el Lema 3.2.2 tenemos que para todo u œ H2

r
(�)

Î�huÎÂH1
r(�)

Æ C ÎuÎ
H2

r(�)
Y Îu ≠ �huÎÂH1

r(�)
Æ Ch ÎuÎ

H2
r(�)

.

Además por hipótesis A◊ œ H2

r
(�) y para todo u œ H2

r
(�) se sigue que

ÎA◊ ≠ A
h

◊
ÎÂH1

r(�)
+

mÿ

k=1

|Vk ≠ V
h

k
| ÆC ı́nf

ZhœVh

ÎA◊ ≠ Z
hÎÂH1

r(�)

Æ ÎA◊ ≠ �hA◊ÎÂH1
r(�)

ÆCh ÎA◊ÎH2
r(�)

.

La solución (Ah

◊
, Vh) del Problema 3.1.1 nos permite calcular las cantidades elec-

tromagnéticas tridimensionales. De hecho, recordando (2.20) y (2.29), definimos la

inducción magnética calculada por

Bh := ≠ˆA
h

◊

ˆz
er + 1

r

ˆ(rA
h

◊
)

ˆr
ez.

Análogamente, a partir de (2.18) y (2.30), la densidad de corriente calculada viene

dada por

Jh := J
h

◊
e◊,
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con J
h

◊
desapareciendo en el dieléctrico y definido en los conductores como sigue:

J
h

◊

---
�k

:= ‡

A
V

h

k

r
≠ iÊA

h

◊

B

, k = 0, 1, . . . , m,

donde V
h

0
:= V0 = 0 (cf. (2.34)). Observe que, en particular, la densidad de corriente

en la pieza de trabajo que se va a calentar, que suele ser la cantidad de interés

principal, viene dada por Jh = ≠i‡ÊA
h

◊
e◊.

3.3. Estimaciones de Error de las variables físicas.

En lo que sigue obtenemos estimaciones de error para estas cantidades tridimen-

sionales.

Corolario 3.3.1. Bajo las mismas hipótesis que en el Teorema 3.2.3, tenemos

ÎB ≠ BhÎ
L2(Â�)3 Æ Ch ÎA◊ÎH2

r(�)
.

Demostración. Recordando (2.20) y (2.29), tenemos

ÎB ≠ BhÎ2

L2(Â�)3 = Îˆz(A◊ ≠ A
h

◊
)Î2

L2
r(�)

+ Îˆr(r (A◊ ≠ A
h

◊
))Î2

L
2
1/r

(�)

Æ Îˆz(A◊ ≠ A
h

◊
)Î2

L2
r(�)

+ 2Îˆr(A◊ ≠ A
h

◊
)Î2

L2
r(�)

+ 2ÎA◊ ≠ A
h

◊
Î2

L
2
1/r

(�)

Æ CÎA◊ ≠ A
h

◊
Î2

ÂH1
r(�)

Æ Ch ÎA◊Î2

H2
r(�)

,

donde hemos usado el Lema 1.2.3 para la primera desigualdad y el Teorema 3.2.3

para la última.

Corolario 3.3.2. Bajo las mismas hipótesis que en el Teorema 3.2.3, si para todo

g œ L2

r
(�) la solución Y◊ del Problema 2.3.3 satisface ÎY◊ÎH2

r(�)
Æ C ÎgÎ

L2
r(�)

, entonces

ÎJ ≠ JhÎ
L2(Â�)3 Æ Ch

2 ÎA◊ÎH2
r(�)

.

Demostración. Como J y Jh desaparecen en el dieléctrico, tenemos

ÎJ ≠ JhÎ2

L2(Â�)3 = 2fi

mÿ

k=0

ÎJ◊ ≠ J
h

◊
Î2

L2
r(�k)

.
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Ahora, a partir de (2.30) y la definición de J
h

◊
, tenemos

ÎJ◊ ≠ J
h

◊
ÎL2

r(�k) Æ C

1
|Vk ≠ V

h

k
| + ÎA◊ ≠ A

h

◊
ÎL2

r(�k)

2
, k = 0, 1, . . . , m

(recordar V
h

0
= V0 = 0).

En lo que sigue, usaremos un argumento de dualidad para estimar
...A◊ ≠ A

h

◊

...
L2

r(�)
.

Con este fin, por cada f œ L2

r
(�), sea Y◊ œ ÂH1

r
(�) la solución del problema

a(Z, Y◊) =
⁄

�

Zf̄r dr dz ’Z œ ÂH1

r
(�).

Debido al Lema 2.3.3 y al Lema de Lax-Milgram, este problema tiene solución única,

que satisface

ÎY◊ÎÂH1
r(�)

Æ C ÎfÎ
L2

r(�)
.

Además, procediendo como se hizo para probar la equivalencia de Problemas 2.3.1 y

2.3.2, tenemos que Y◊ también resuelve Problema 2.3.3 con

g := f ≠ iÊ‡Y◊ +
mÿ

k=1

‡
Wk

r
‰�k

,

donde

Wk := iÊ

dk

⁄

�k

‡Y◊ dr dz, k = 1, . . . , m.

Por tanto, según la hipótesis de este corolario, la expresión de g y la estimación de

Y◊ anterior, se cumple

ÎY◊ÎÂH1
r(�)

Æ C ÎgÎ
L2

r(�)
Æ C ÎfÎ

L2
r(�)

. (3.2)

Ahora procedemos con el argumento de la dualidad:

ÎA◊ ≠ A
h

◊
ÎL2

r(�) = sup
fœL2

r(�)

---
s

�
(A◊ ≠ A

h

◊
)f̄ r dr dz

---

ÎfÎ
L2

r(�)

= sup
fœL2

r(�)

---a(A◊ ≠ A
h

◊
, Y◊)

---

ÎfÎ
L2

r(�)

= sup
fœL2

r(�)

---a(A◊ ≠ A
h

◊
, Y◊ ≠ �hY◊)

---

ÎfÎ
L2

r(�)

Æ sup
fœL2

r(�)

Ch ÎA◊ÎH2
r(�)

h ÎY◊ÎH2
r(�)

ÎfÎ
L2

r(�)

Æ Ch
2 ÎA◊ÎH2

r(�)
,
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donde hemos utilizado la ortogonalidad de Galerkin, el Teorema 3.2.3, el Lema 3.2.2

y el estimador (3.2).

Por otro lado, para estimar
---Vk ≠ V

h

k

---, k = 1, . . . , m, usamos (2.33), (3.1) y la

estimación anterior, para escribir

|Vk ≠ V
h

k
| =

----
iÊ

dk

⁄

�k

‡(A◊ ≠ A
h

◊
) dr dz

---- Æ CÎA◊ ≠ A
h

◊
ÎL2

r(�k) Æ Ch
2 ÎA◊ÎH2

r(�)
.

Por lo tanto, concluimos la prueba

Observación 3. Como se muestra en la prueba anterior, bajo los supuestos de este

corolario, las constantes calculadas V
h

k
también convergen cuadráticamente.

Corolario 3.3.3. Si µ es constante en �, entonces

ÎB ≠ BhÎ
L2(Â�)3 Æ Ch ÎIÎCm Y ÎJh ≠ JÎ

L2(Â�)3 Æ Ch
2 ÎIÎCm .

Demostración. Por el corolario 3.3.1 tenemos,

ÎB ≠ BhÎ
L2(Â�)3 Æ Ch ÎA◊ÎH2

r(�)
.

Luego, aplicando el corolario 2.3.7 a la ecuación anterior se tiene

ÎB ≠ BhÎ
L2(Â�)3 ÆCh ÎA◊ÎH2

r(�)

ÆCh ÎIÎCm .

Por otro lado, por corolario 3.3.2

ÎJ ≠ JhÎ
L2(Â�)3 Æ Ch

2 ÎA◊ÎH2
r(�)

.

Nuevamente aplicando el corolario 2.3.7 tenemos

ÎJ ≠ JhÎ
L2(Â�)3 ÆCh

2 ÎA◊ÎH2
r(�)

ÆCh
2 ÎIÎCm .
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