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Resumen

En este trabajo se estudiara un Método de Elementos Finitos para un problema
de Corrientes Inducidas Axisimétrico. Se establecera una formulacién variacional del
problema y se probara la existencia y unicidad de la solucion, haciendo uso de algunos
resultados del Analisis Funcional. Seguidamente, se establecera una discretizacion del

problema variacional y se probaran estimativos de error.
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Abstract

In this work a Finite Element Method for an Axisymmetric Eddy Current problem
will be studied. A variational formulation of the problem will be established and the
existence and uniqueness of the solution will be proved, making use of some results
of the Functional Analysis. Next, a discretization of the variational problem will be

established and error estimates will be tested.
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Introduccion

Las telecomunicaciones, la metalurgia, la generacién de energia, entre otras son
industrias que usan los avances en el estudio de fendmenos electromagnéticos para su
desarrollo propio. Esta es una de las razones por la cuales la modelacién matematica
de fenémenos electromagnéticos sea de gran interés para la industria y la comunidad
cientifica en general. En la abundante literatura sobre el modelamiento de fenémenos
electromagnéticos resalta una gran cantidad de articulos cientificos donde se proponen
y estudian soluciones numéricas de estos modelos siendo el método de los elementos
finitos uno de los mas usados en la obtencién de soluciones.

Uno de los fendmenos mas estudiados, tanto a nivel ingenieril como a nivel ma-
temético, es el fendmeno de las corrientes inducidas (eddy current). Una corriente
inducida (también conocida como corriente de Foucault) es causada cuando un con-
ductor es expuesto a un campo magnético cambiante debido al movimiento de la
fuente o del conductor, o debido a la variaciéon del campo con el tiempo. El término
de eddy current viene de las corrientes analogas vistas en el agua cuando arrastran
un remo a lo ancho: areas localizadas de turbulencia conocidas como 'remolinos’ dan
origen a vortices persistentes. Las corrientes inducidas, como toda corriente eléctrica,
generan calor como también fuerzas electromagnéticas. El calor puede ser utilizado en
hornos de induccién y las fuerzas electromagnéticas pueden ser usadas para levitacion,
crear movimiento, deformar o para dar un fuerte efecto de frenado.

Un horno de induccién es un horno eléctrico en el que el calor es generado por
medio del calentamiento debido a la inducciéon de un medio conductor en un crisol
ubicado cerca a una bobina refrigerada a la cual se le suministra corriente alterna. Es

un proceso limpio, eficiente y de mas facil control que otros procesos de fundiciéon de



materiales. Un horno de inducciéon puede ser usado para la fundicién de cantidades
de material que van desde el kilogramo hasta las cien toneladas. Generalmente son
usados para fundir hierro y acero, cobre, aluminio y metales preciosos. El rango de
frecuencias de operacién va desde la frecuencia de red (50 6 60 Hz) hasta los 10
KHz, en funcién del metal que se quiere fundir, la capacidad del horno y la velocidad
de fundicién deseada. Cuando se trabaja en la fundiciéon de pequenas cantidades de
material se usa la frecuencia mas alta del horno. Lo anterior debido al efecto piel,
el cual mide la distancia a la que puede penetrar la corriente alterna debajo de la
superficie de un conductor. La mayoria de los problemas fisicos son formulados de
manera natural como problemas de valores en la frontera en dominios espaciales
tridimensionales.

En los ultimos anos, la simulacién numérica se ha revelado como una herramienta
importante para disenar el sistema de calentamiento por induccién y conocer su com-
portamiento, permitiendo asi reducir considerablemente el niimero de procedimientos
de ensayo-error en planta que suelen ser largos y costosos. Por eso una alternativa
inteligente es usar métodos numéricos que aprovechen la simetria axial reduciendo el
problema a un dominio computacional bidimensional. En algunos casos, esto se puede
hacer luego de asumir que la dependencia de los pardmetros, los datos y la solucion
del problema con respecto a una variable puede ser eliminada. Muchos problemas
de la fisica o la mecénica son axisimétricos, esto debido a la homogeneidad de las
propiedades de los materiales y la propiedad de isotropia de las leyes de conservacion.
Este es el caso de algunos problemas en la metalurgia, donde a pesar de la naturaleza
tridimensional de los fenémenos electromagnéticos, se pueden usar algunos modelos
axisimétricos (bidimensionales) que aproximan eficientemente la realidad tridimen-
sional.

En este trabajo se abordara un problema tridimensional que se reducird a uno
dos dimensional esto con la ayuda de la simetria cilindrica, usando un método de
elementos finitos. Asumiremos que en coordenadas cilindricas (r, 6, z) el dominio 2
es axisimétrico, es decir, es simétrico con respecto al eje z, y los coeficientes y los

datos de nuestros problemas son independientes de la variable angular 6. Bajo estas



hipdtesis, la solucion de nuestros problemas resultaran axisimétricas y sus derivadas
con respecto a 6 seran nulas. Por lo anterior, es suficiente calcular nuestras soluciones
en el dominio bidimensional Q = {(r,z) : (r,0,2z) € Q}. Para no considerar casos
triviales, supondremos siempre que 0f) siempre se interseca con el eje de simetria. Los
resultados aqui presentados se encuentran en [I5] donde ademas se puede encontrar

algunos ensayos numeéricos que complementan la teoria desarrollada.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Espacios de Hilbert

En esta seccién daremos definiciones importantes y se presentaran algunos teo-
remas del Andlisis Funcional que seran utilizados en el desarrollo del trabajo. Como
veremos mas adelante, los espacios de Hilbert nos permitiran pasar, con la ayuda del
Teorema de Representacion de Riesz, de un sistema de ecuaciones diferenciales a una

formulacién variacional o débil del problema.

Definicién 1.1.1 (Espacio vectorial). Sea V' un conjunto no vacio. V' es llamado
espacio vectorial sobre C, si esta acompanado de dos operaciones + : V xV — V
(suma) y - : C x V. — V (producto por escalar), las cuales cumplen las siguientes
propiedades.

1. Las operaciones son asociativas:

u+ (v+w) = (u+v) + w, para todo u,v,w € V.

a(fv) = (apf)v, para todo a, F € Cyv e V.

2. La suma es conmutativas:

U+ v =7v+ u para todo u,v € V

3. Existe 0 € V' (vector nulo) tal que v 4+ 0 = v, para todo v € V.



4. Existe 1l e V talque 1 -v =wv-1= v, para todo v € V.
5. Para cada v € V existe —v € V tal que v + (—v) = 0.

6. Las operaciones son distributivas:

a-(utv)=a-ut+a-vy(a+p)-v=a-v+ - v, paracada a,f € Cy
u,v e V.

Definicién 1.1.2 (Norma). Sea V un espacio vectorial sobre C. Una norma en V es

un mapeo || - ||y : V — R" que satisface las siguientes condiciones:
1. ||v]ly = 0siy sélo si v =0.
2. ||evllv = ||||v||lv, para cada c€ Cy v € V.
3. [lv+w|lv < ||v||v + ||w||v, para cada v,w € V.

Definicién 1.1.3 (Espacios de Banach). Un espacio normado V' es un espacio vec-
torial con una norma definida en él. Un espacio de Banach es un espacio normado

completo (completo en la métrica definida por la norma).

Definicién 1.1.4 (Espacios Duales, Formas Lineales Continuas). Sea V' un espacio
vectorial normado. El espacio L(V;C) lo llamaremos espacio dual de V' y denotado

por V’. Un elemento f € V' serd llamado forma lineal continua.

Definicién 1.1.5 (Forma sesquilineal). Una funciéon f : H x H — C se llama
forma sesquilineal (o funcién sesquilineal) si es lineal respecto al primer argumento y
lineal conjugada respecto al segundo argumento, esto es, para cada a,b,c € H y cada
A€ C,

Fha+ pb,c) = Af(a,e) + pf(b,c),

fla, Ab+ pc) = Af(a,b) +7if(ac).

Definicién 1.1.6. Dada una forma sesquilineal f : H x H — C, la forma cuadratica

asociada a f se define como ¢: H — C,



Corolario 1.1.1. Para cada a,b € H,

q(a+0b) = q(a) + f(a,b) + f(b,a) + q(b).
Demostracion.
qla+b) =f(a+ba+b)= fla,a+0b)+ f(b,a+0)

=f(a,a) + f(a,0) + f(b,a) + f(b,0)
=q(a) + f(a,b) + f(b,a) + q(b).

]

Definicién 1.1.7 (Producto Interior o Escalar). Un producto interior o producto
escalar en un espacio vectorial V en C es un mapeo sesquilineal (-,-)y : V xV — C

que satisface:

L. (v,w)y = (w,v), para todo v,w € V (Hermiticidad).

2. {av+pw, z)y = v, z)y+p{w, 2)y, para todo v, w, z € Vy a, f € C (linealidad

en el primer argumento).
3. {v,v)y >0, para todo v € V.
4. (v,v)y = 0siy sélosiv=0.

Definicién 1.1.8. Sea (H,(-,-)) un espacio vectorial con producto interior y sea

v € H se define la norma inducida por (-,-) como ||v|| = (v, v)/2.

Corolario 1.1.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwartz). Si V' es un espacio pre-hilbertiano,
se tiene: [(v,w)| < ||v]|||w|| para cualesquiera v,w € V.
Sélo se verifica la igualdad cuando v y w son linealmente dependientes, es decir,

w=000ve€C,.

Demostracion. Fijamos w € V' y suponemos sin perdida de generalidad que w # 0.
Para cualesquiera z € V y t € R, usando las propiedades del producto escalar,

tenemos:
0 < (tw — 2, tw — 2) = ||w|]* — t[{z,w)] + (w, 2) + ||2]|* = at® + bt + ¢, (1.1)
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donde a = ||w|* , b = —2Re(z,w) y ¢ = ||z||* son nimeros reales, con a > 0. Por
tanto, el trinomio de segundo grado at?+bt+c no toma valores negativos y deducimos
que la ecuacién at? + bt + ¢ = 0 no puede tener dos soluciones reales y distintas, lo que
implica b*> —4ac < 0. El mismo resultado se obtiene tomando directamente ¢t = —b/2a.

Esto prueba que

Re(z,w) < |[2[|wl], (1.2)

para todo z € V. Observemos que si se da la igualdad en 1} la ecuacion at?+bt+c =
0 tiene una solucién ¢t € R, lo que en vista de (1.1)) implica que z = tw.

Fijamos ahora v € V y escribimos |(v,w)| = a(v,w) = (av,w) con a € Cy
||| = 1. Puesto que (v, w) es un nimero real, tomando z = av en (1.2)) tenemos:
(v, w)| = (z,w) = Re(z,w) < [[z|[[[w] = [[v]|lw] (1.3)

Si se da la igualdad en 1} para un v € V, tenemos claramente la igualdad en
(1.2) para z = av , pero esto implicaba que z = tw para algin t € R, de donde

v = atw € C,. Reciprocamente, es claro que la condicién v € C, implica la igualdad

en . ]

Definicién 1.1.9 (Espacio de Hilbert). Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial
con producto interior que es completo con respecto a la norma inducida por dicho

producto interior.

Teorema 1.1.3. Sea H un espacio de Hilbert y sea V' un subespacio cerrado de H.

Entonces, para todo x € H \. V' existe un tnico z € V' tal que
|x — z|]| = min ||z — v]|.
veV

Ademas, z € V se llama la mejor aproximaciéon de V' y estd caracterizada por la

condicién de ortogonalidad, esto es,

(x — z,v) =0, paratodo veV.



Demostracion. Existencia de z: Sea {u,} una sucecién en V tal que,
{llzn — 2/} = d(z, V).
Fijemos ¢ > 0, entonces existe ng € N tal que,
2

|2 — x||? <d2(:U,V)—|-8Z neN, ,n>0 (1.4)

Veamos que {z, }nen es de Cauchy. En efecto, aplicando la ley del paralelégramo para

todo m,n € N se tiene que:
I = 20) + (@ = 2) [P+ 1@ = 20) = (@ = 2) [P = 2 (2 = 2al]* + |2 = 2]|°)
de aqui

120 = (0 + )| + l2n = 21 = 2 (& = 20l + |2 = 22

o bien
H%—wMF=2wx—%W+wx—%Mﬂ—4%—C%;%“2 (1.5
Puesto que n _; Lm € V, se tiene que
xr— (xn;xm) 2 > d*(x,V)

de modo que de (2.2) y (2.18) tenemos: ||z, — zn||* < 2(||x — 2> + ||z — 2 ||?) —
4d* < 4 (dQ(x, V) + %) — 4d*(z, V) = &2, entonces

”xn - CUm” <E€

lo cual indica que {x,},en es de Cauchy en H. Dado que V es cerrado, existe z € V

tal que ||z, — z|| = 0, cuando n — oo y por lo tanto

a=inf e~ = Jim e — .l = 1z — =||.
Unicidad. Sea z € V tal que d = ||z — z|| = ||z — Z||. Aplicando nuevamente la ley

del paralelogramo resulta: ||z —Z||> < 2(||lz — z||* + ||z — Z||*) — 4d* = 0, de donde se

sigue que z = Z.



Caracterizacién. Supongamos que z € V verifica que
o — 2|l = min | — v,
veV
Entonces, para todo h € C y todo v € V' se tiene que:

lz = 2|* < [l = (= + ho)||* = ||(z — 2) — ho]|*
={((xr —2) — hv, (x — 2) — hv)
= [l =zl + [AP[|o]* — 2h(z — 2, v).

Por lo tanto, 0 < hh||v||? — 2h{z — z,v).

Dividiendo por h > 0 (respectivamente h < 0),
0 < hllv|)* - 2(z — z,v),

(respectivamente 0 > hllv||? — 2(z — z,v)) y tomando lim; ., (respectivamente

limy ,,- ), se obtiene que
(x — z,v) =0, para todo velV.
Reciprocamente, sea z € V tal que (x — z,v) = 0 para todo v € V. Entonces,

|z —||* = ||(z = 2) + (z = v)|)?
=llz—zP+ [z — v’ +2(z — 2,2 — v)

= [z — 2l* + Iz — vl,
de donde ||z —z|| < ||x—wv|| paratodov € Vy |[z—z| = [[x—v| siysélosiv =2. O

Definiciéon 1.1.10. Un conjunto B = {vy,--- ,v,} C V se llama conjunto ortogonal
si (vj,v;) = 0 para todo ¢ # j. El conjunto se llama ortonormal si es ortogonal y todas

las v; son vectores unitarios.

Definicién 1.1.11. Una base para V' con un conjunto ortogonal se llama base orto-
gonal. Una base ortogonal hecha de vectores unitarios se llama base ortonormal.
Por supuesto si {v, - ,v,} es una base ortogonal, entonces{mvl, s mvn}
n

es una base ortonormal.
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Corolario 1.1.4. Sean H un espacio de Hilbert, V' un subespacio cerrado de H y

{uy, -+ ,u,} una base ortonormal de V

st T = Z Tpup y Y = Z yrur entonces (z,y) = Z:Tkyk (1.6)
k=1

k=1 k=1
Demostracion. Sea {uy,--- ,u,} una base ortonormal de V.
Como
n n
T = Zxkuk y y= Zykum
k=1 k=1
entonces, * = x1uU1+- -+ Ty Y Y = Y1uUy+- - -+ yYpu,. Luego, paracada k =1,--- ., n

<l’,y> :<£E1U,1 + -+ TpUp, Y1 +---+ ynun>

:<y1u1 + e _I_ ynun’ riUp + e + xnun>

=T1(yr1ur + -+ - F YnlUn, Ur) + - + Tr(yrun + -+ -+ Ynlp, Ug) + - - -

+ Tn<y1u1 +-+ YnUn, un>

= Z TkYk
k=1
O]

Corolario 1.1.5. Sean H um espacio de Hilbert y V' un subespacio de H. Cualquier

base ortogonal de V' se puede completar a una base ortogonal de H .
Demostracion. Aplicar el Teorema de ortogonalizacién de Gram- schmidt ]

Teorema 1.1.6 (Teorema de descomposicién Ortogonal). Sean H un espacio de
Hilbert y V un subespacio cerrado de H. Entonces H = V @& V+ donde V* = {y €
H: (y,v) =0, paratodo veV}.

Demostracién. Primero mostremos que V* es un subespacio. En efecto, sea x,y €
VL, entonces (z,v) = 0y (y,v) = 0 para todo v € V. Entonces para cualesquiera c, d

escalares en C tenemos que

(cx + dy,v) = c{z,v) + d{y,v) =0

11



para todo v € V. Esto muestra que cz + dy € V. Por otro lado, note que la suma

es directa, ya que, si v € VNV, entonces v € V y v € V4. Por lo tanto,
(v,v) =0 implicando que v =0.

Ahora mostremos que V @& V+ = H, para ello, consideremos {uy,--- ,u;} una base

ortogonal de V, por (1.1.5) {uy, - ,ug,v1, -+ ,v,_x} es una base ortogonal de H.

Entonces

VE= S0 v g)
Una contenencia es inmediata, la cual es Sp(vy --+ ,v,_x) C V* y la otra contenencia
es facil verificar, si x € V1 entonces x € Sp(vy -+« , v, x). Ast, VL =8 (v1 -+, v,_p).

Por lo tanto,

H=VaV*
O

Corolario 1.1.7. Sea H un espacio de Hilbert y V' un subespacio cerrado propio de

H. Entonces, existe gy € H \ {0} tal que g L V.

Demostracion. Como V' es subespacio propio cerrado de H existe y € H \V, 5 # 0.

Como H\V C V4, entoncesy € V+ y 5 # 0. [

Teorema 1.1.8 (Teorema de Representacion de Riesz). Sean (H, (-,-)) un espacio
de Hilbert y f : H — C un funcional lineal. Entonces, existe un dnico z = 2y € H

tal que f(x) = (z,x) para todo x € H.

Demostracion. Sea {u --- ,u,} una base ortonormal de H. y F f un funcional lineal,

entonces para todo x € H
flx)=f [Z xkuk] .
k=1
Note que = = 37, xpui. Luego,

f(x) = ixmuk)

Como f es un funcional lineal, existe z = zy tal que

z =
k

f(uk)uk

1

n

12



Por (1.6)tenemos que,

n n

(z,m) = Z flug)zy, = ;xkf(uk) = f(=).

k=1
Para probar la unicidad, tomamos (z,z) = (w, z) nuevamente por (1.6) concluimos

que (z,z) = (w, z). Por lo tanto, z = w. O

Definicién 1.1.12. Una forma sesquilineal A : H x H — C es continua si existe

una constante M tal que
|A(u, v)| < Ml[ull[[v]] ~ para todo u,v € H.
Cada forma continua se puede representar mediante un tinico operador lineal acotado.

Corolario 1.1.9. Supongamos que A : H x H — C es una forma sesquilineal

continua. Existe un tnico operador lineal acotado T que actia sobre H tal que
A(u,v) = (Tu,v) para todou,v € H.

Demostracion. Sea u € H fijo. Consideremos el funcional lineal continuo

Por el teorema de representacion de Riesz, existe un unico vector Tu € H, tal que
f(v) :=A(v,Tu), ve€H.

El hecho de que T sea un operador lineal y continuo sobre H se sigue facilmente de

la linealidad y continuidad de la forma A. La unicidad de 7" es obvia. O

Teorema 1.1.10 (Teorema de Lax-Milgram). Sean H un espacio de Hilbert y A :
H x H — C una forma sesquilineal continua. Suponga que A es coercitivo, es
decir, existe una constante § > 0 tal que Re A(u,u) > d||u||* para todo u € H. Sea
f un funcional lineal continuo sobre H. Entonces existe un tnico v € H tal que

f(u) = A(u,v) para todo u € H.

13



Demostracion. Basta probar que el operador adjunto 7™ es invertible en H. De hecho,
por el teorema de representacion de Riesz, existe un tnico g € H tal que, f(u) = (u, g)
para todo u € H, y por lo tanto escribiendo g = T*v para algin v € H, se sigue
que, f(u) = (u; T*v) = (Tu;v) = A(u,v) para todo u € H. Ahora demostremos que
T* es invertible. Sea v € H tal que T*v = 0. Por lo tanto, 0 = (v, T*v) = (Tv,v) =
Re(A(v,v) > d]|v||?. Por lo tanto, v = 0, por lo que T* es inyectiva. Queda por
demostrar que 7™ tiene rango R(7T*) = H. Primero probemos que R(7T*) es denso. Si
u € H es tal que,
(u;T"v) =0 paratodo v e H.

Luego, tomando v = u y usando nuevamente el supuesto de coercitividad, obtenemos
u = 0. Finalmente, demostremos que R(7™) es cerrado. Para ello, sea vy, = T*uy una

sucesion que converge a v € H. Tenemos

Sllup — uil|* <Re Ay, — uj, up — uy)
<|(wg — wy; T up — T ;)|

<luk = w;llllon = vyl

De esto se deduce que {u}r es una sucesion de Cauchy y por lo tanto converge en
H. Si u denota el limite, entonces v = T*u por continuidad de T™. Esto prueba que

R(T™*) es cerrado. O

1.2. Espacios de Sobolev ponderados

En esta seccién definimos los espacios de Sobolev ponderados apropiados que se
utilizaran en la continuaciéon de este trabajo y establecemos algunas de sus propieda-
des; las pruebas correspondientes se pueden encontrar en [11} [21] 24] [22]. Se pueden
encontrar resultados més generales sobre los espacios de Sobolev ponderados en la
ultima referencia. Para simplificar la notacién, denotaremos las derivadas parciales
por 0, y 0,.

Sea L2(Q) el espacio de Lebesgue ponderado de todas las funciones medibles u
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definido en €2 en las que
2
= drdz < oo.
||UHL3(9) /Q|U| raraz < oo

El espacio de Sobolev ponderado H¥(€2) consta de todas las funciones en L2(€2) cuyas
derivadas hasta el orden k también estdn en LZ(Q). Definimos las normas y semi-

normas de la manera estandar; en particular,

2 2 2
Ul ) = /Q (|8,,u\ + [0,u| )rdrdz,

2 ._ 2 2 2
|ulfz (o) = /Q <|87’7"u| + [0r,u|” + (05l )rdr dz.

Sea H!(Q) := HY(Q) N Li,,(Q), donde L7, (Q) denota el conjunto de todas las

funciones medibles u definidas en €2 para las cuales
2 L |u|2 d d
HuHLf/T(Q) = | = - drdz <oco.
H!(Q2) es un espacio de Hilbert con la norma

1/2
2 2
Jollisiey = (Il + el o)

Sea HX(Q) := {u € HY(Q) : [lullgpy(q < o0}, donde

2 2 2 2
||U||ﬁ$(n) = |U|ﬁg(g) + ||U||ﬁ},(9) + ||azu||L§/r(Q)a
con
2 1 2 2
e = =0, (ru + [0,u .
gy = [0l iy

La demostracién de los siguientes tres lemas se encuentra en [21] Section 3.1].

Lema 1.2.1. El conjunto C*°(Q) de funciones que se desvanecen en una vecindad de

I'p es denso en H'(Q).

Lema 1.2.2. Considere la notacién de la Figura con 0 <ry<ryyaé€ [ro,r].

Para todo u € H.(S), u|,, € L?(7,) se sigue que

2’/“1 -

2 2 7o
||U||L2(%) < ||aru||Lg(5) + T —1o ||U||L§/T(5)-

15



Figura 1.1: Bosquejo de S.

El resultado anterior implica que las funciones en H!(Q) tienen traza en T'p (r =

0). Ademds, dado que el conjunto de las funciones en C*(£2) que se anulan en una
vecindad de I’ es denso en HY(2) (cf. Lemma [1.2.1), las funciones en H!(€2) tienen

trazas que se anulan en I'p.
Lema 1.2.3. Para todo u € HY(Q) y 8,(ru) € Lf/r(ﬂ) se sostiene
||3ru||ig(g) + ||u||i§/r(9) < ||ar(7“u)||i§/r(n) <2 ||aru||ig(sz) +2 ||U||i§/r(9)-
El siguiente resultado ha sido probado en Theorem 4.7].
Lema 1.2.4. La inyeccién H2(Q) < C°(Q) es continua.

Lema 1.2.5 (Petree-Tartar). Sean X,Y’, Z tres espacios de Banach. Sea A € L(X;Y')
un operador inyectivo y sea 1" € L(X; Z) un operador compacto. Si existe ¢ > 0 tal
que c|lz||x < ||Az|ly + ||Tx| 2z, entonces Im(A) es cerrada; equivalentemente, existe

a > 0 tal que
VeeX,  alzlx <|[[Az]y.
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Demostracion. Razonemos por contradiccion, esto es, supongamos que existe una
sucesion {z,} de X tal que ||z,||x = 1y ||Az,||y converge a cero cuando n tiende a
infinito. Ya que 7" es compacto y {z,,} es una sucesién acotada, existe una subsusecién

{zy, } tal que {T'z,, } es una sucesién de Cauchy en Z. Debido a la desigualdad
O‘Hxnk - ‘rmk”X < ||Axnk - Axmk”Y + ||T‘rnk - T:kaHZ7

se concluye que {z,,} es una sucesién de Cauchy en X. Sea z el limite de la sub-
sucesion {z,, } en X. Luego, por la continuidad de A tenemos que Az, — Az 'y
Az = 0, ya que Az, — 0. Notese que como A es inyectiva, se tiene que z = 0, lo

que contradice la hipétesis de que {z,, } x = 1. ]
Finalmente, el siguiente lema es una variaciéon de un resultado de [1§].

Lema 1.2.6. Sea ()2 un conjunto abierto conexo acotado de Lipschitz. Sea f un
funcional lineal continuo sobre H!({2) cuya restricciéon a funciones constantes no es

cero. Entonces, existe o > 0 tal que
allullgg) < VUl +1f ()] Vu€ HU(Q).

Demostracion. Repetimos los pasos de la prueba del Lema con X := H(Q),
Y :=L%Q)xCy Z :=L%Q), y usamos que la inyeccién X < Z es compacta debido
al Teorema 4.5 de [24]. O
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Capitulo 2

Problema de corrientes inducidas

2.1. Coordenadas Cilindricas y Espacios de Sobo-

lev

Como nuestro método calculara funciones axisimétricas es importante expresar

dichas funciones en términos de las coordenadas (7,0, z). Los vectores unitarios en

coordenadas cilindricas son denotados por e,, ey y e,.

Asi, una funcién vectorial puede ser escrita como F = (F,, Fy, F,) o como F =

F,e, + Fyeq + F.e,. Dada una funcién vectorial F = F,.(r, 0, 2)e, + Fy(r,0,z)eq +

F,(r,0,2)e, y una funcién escalar f = f(r,0, z), recordamos que

r OF, laF,« _ @ oF,. 7
or r 060 r 0z
vE_ | 9F 10F  F OF,
or r 00 r 0z
OF, lan OF,
L Or r 00 0z
10F, O0F,
curl F'= ( 0 a) e+ ( o
) 1 d(rF,) 10Fy OF,
dvE ==t e T o
1
Vf= afeT + —geg + gez.

T or r 00 0z

oF, OF,

e

r

1 8(7’F9)

1 0F,

or

00

(2.1)

) e, (22)
(2.3)

(2.4)



El conjunto de ecuaciones de Maxwell esta conformado por las siguientes ecuaciones

D

%t—kcurlH = J, (2.5)

B

aat—i—curlE = 0, (2.6)
divB = 0, (2.7)
divD = p. (2.8)

En regimen armonico se consideran todos los campos de la forma
F(t,r,z) = Re {ei“’tf‘(r, z)} .

En estos casos, el modelo de corrientes inducidas se escribe de la siguiente manera

curlH = 7J, (2.9)
iwB +curlE = 0, (2.10)
divB = 0 (2.11)
divD = 0. (2.12)

Otra ley importante en electromagnetismo es la Ley de Ohm: en un conductor
recorrido por una corriente eléctrica, el cociente entre la diferencia de potencial apli-
cada a los extremos del conductor y la intensidad de la corriente que por él circula es

una cantidad constante, que depende del conductor. Esto se escribe como:

J =oE. (2.13)

La conductividad eléctrica satisface
0<og<o0<7 enlosconductores, (2.14)
c=0 en el aire, (2.15)

mientras que los demas parametros fisicos estan acotados por encima y por debajo:
0<p<p<p, (2.16)

D<e<e<eE (2.17)



A continuaciéon introducimos los espacios de funciones en €} que contienen las
trazas de funciones axisimétricas de espacios de Sobolev definidos en Q, donde © es
el dominio tidimencional del horno. Sea L?(2) el espacio de Lebesgue ponderado de

todas las funciones medibles A definidas en €2 tal que
1|20 = /Q |Al2r dr dz < co.
El correspondiente producto interno esta definido por
(4, Z)1zi0) = [ AZrdrdz.
Q

El espacio de Sobolev ponderado HEF(2) consiste de todas las funciones en L2()
cuyas derivadas hasta de orden k también estdn en L?(Q). Definimos la norma y la

seminorma en la forma usual; en particular
‘Aﬁ{}(g) = /Q (\&AP + |8ZA|2) rdrdz.

Sea L2 /»(§2) el espacio de Lebesgue ponderado de todas las funciones medibles A

definidas en 2 tal que
2 ,_ A2
HAHL%T(Q) ._/Q . drdz < oo.

Definamos el espacio de Hilbert H() por

HY(Q):={Aec H(Q): Ac L},(Q)}

T

con la norma

1/2
1 A4l75c0y = (141 + 1413 @)

2.2. Planteamiento del Problema

El problema que abordaremos, es el estudio de un modelo axisimétrico de corrien-
tes inducidas de un horno de inducciéon. Un sistema de horno de inducciéon consiste,
basicamente, de uno o varios inductores y una pieza metalica a ser calentada. A los
inductores se les suministra corriente alterna la cual induce corrientes dentro del com-

ponente a calentar debido a la Ley de Faraday. Esta técnica es ampliamente usada
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en la industria metalirgica en un ntimero importante de aplicaciones tales como la
fundicion de metales, el precalentamiento para operaciones de soldadura, sistemas de
purificacion, y en general, procesos que necesiten un rapido calentamiento en zonas

de una pieza conductora.

Figura 2.1: Dominio tridimensional y domonio bidimensional.

Tomando ventaja de la simetria cilindrica, el problema tridimensional se reduce a
un problema bidimensional en la secciéon meridional donde la densidad de corriente,

escrita en coordenadas cilindricas, tiene solo componente azimutal, esto es,
J=J(r,0,z2)ey. (2.18)

Notese que si asumimos que el campo eléctrico H no depende de 6, las expresiones

dadas en (2.9), (2.18) y (2.2)) conducen a
_OHy  10(rHy)
dz r Or

lo que a su vez implica que rHjy tiene que ser constante en  Ahora, si H € L2(Q)3,

:(:]7

entonces Hgeg € L*(2)3. Sin embargo, 7Hy es constante sélo si esta constante es

cero. Por lo tanto, Hy tiene que desaparecer y por (2.12), By también desaparecera.

Ademids de (2.13), (2.14) y (2.2) E, y E, también desaparecen en los conductores.

Por lo tanto, tenemos

H(r,0,2) = H.(r,z)e, + H.(r, 2)e., (2.19)
B(r,0,z) = B,(r,z)e, + B,(r, 2)e,, (2.20)
E(r,0,z) = Ey(r, 2)eg (en los conductores). (2.21)
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A partir de (2.11)), se introduce un potencial magnético vectorial A tal que
B =curl A, (2.22)

y de la forma

A= Ag(’l“, Z)eg. (223)

Para mayor singularidad, tomamos A con divergencia nula, y satisfaciendo A -n =0

en 9. Por lo tanto, tenemos

curlA =B en (2.24)
divA =0 en, (2.25)
A-n=0 endQ (2.26)
A partir de (2.24), (2.20) y ( obtenemos
04, 0A,
— = Q.
0z or 0 o

Por lo tanto, ya que €2 es conexo, existe ¢ € H'(Q) tal que A, = %f y A, = %5. Por

otro lado, a partir de , y ,

10(rA,) | 04, _ -

0 v r  Or 0z 4 e
donde ¢(r,0, z) := ¢(r, z). Por lo tanto, tenemos
Ap=0 en, (2.27)
0 ~
% =0 sobre 052 (2.28)

(para la deduccién de la condicién de contorno, observe la figura a continuacion).

Por lo tanto, ¢ es constante y de acuerdo con nuestra suposicion axisimétrica,
buscaremos A independiente de la variable angular. Se puede probar que A, = A, =0
y asi concluimos que

A(r,0,z) = Agp(r, 2)eg en (),

y por lo tanto, de (2.24) y (2.2) uno obtiene que

DA,y ~ 10(rAy)
e y B.(r,z) = R en . (2.29)

B.(r,z) =



dp Oy

=A, =A-n=0

Figura 2.2: Condiciones de frontera problema (2.27)— (2.28).

Por otro lado, teniendo en cuenta de nuevo (2.24), deducimos de (2.10) y (2.13)

que

curl ((z’wAg + a’ljg) eg> =0 (en los conductores),

por lo que se deduce de (2.2) que

0 /. _
pp (%UA@ +o ng) =0 en {1,
0
o (r (iwAg + U_1J9)> =0 en ().
Por lo tanto, deducimos que existen constantes V,, € C, k =0, ..., m, tal que,
. 1 Vi
wAg +0 " Jy = . en €2 (2.30)

(recordemos que €2 son los componentes conexos de ). Se sigue de (2.9), ,
(2.20), (2.29) vy (2.18),

curl —l%eT + ia(rAg)ez = Jyeyp.
w0z ur  or

Asi, teniendo en cuenta (2.2) y (2.30), obtenemos que para k = 0,...,m,

_ ( 0 (1 a<TA9)> + 4 (1&%)) +iwo Ay = ng en (1, (2.31)
r

or \pur  or 0z \p 0z

mientras que el uso de ese Jy desaparece fuera de los conductores
8 1 8(7’ Ag) 8 1 8A9
== —(===1]=0 Qa. 2.32
(07’ (,wr or * 0z \pu 0z A (2:32)
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Figura 2.3: Dominio del problema Variacional.

Para resolver ecuaciones (2.31) y (2.32), asumimos que las intensidades que atraviesan

cada anillo cilindrico reciben datos. Asi anadimos al modelo las ecuaciones

Jodrdz = I, k=1,...,m,
Q

siendo [}, la intensidad que atraviesa (). Por lo tanto, de (2.30), tenemos que para

k=1,...,m.
1
Vi = — (Ik +iw / aAgdrdz> , (2.33)
dy, Qk
donde
dy == / zdrdz.
QT

Consideraciones fisicas adicionales nos permiten imponer
Vo = 0. (2.34)

Tenga en cuenta que, como consecuencia de (2.30)), esta condicién debe mantenerse

para que A y E pertenezcan a L?(Q)3, para que (9 NTp) > 0.
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Las ecuacciones (2.31)-(2.34) debe completarse con condiciones de contorno ade-

cuadas. Consecuentemente imponemos la condiciéon de Robin I'g

8(7"A9)
or

+A4p=0 sobre I'p (2.35)

y sobre la condicién homogénea de Neumann I'y

0Ay

5, = 0 sobre I'y. (2.36)

Esto ultimo se deriva del hecho de que la componente radial de la induccién
magnética es cercana a cero en este limite. Finalmente, la condicién de simetria

natural a lo largo del eje de revolucién conduce a

Ap =0 sobre I'p. (2.37)

2.3. Formulacion variacional

En esta seccién establecemos una formulacién variacional del problema (2.31)) -

(2.37) para la cual probaremos la existencia y unicidad de la soluciéon. Con este fin,
multiplicamos lj y 1D por una funcién de prueba en H!(12), integramos por

partes, aprovechamos que las funciones en este espacio tienen un rastro de fuga en

I'y, las condiciones de contorno (2.35) y (2.36), (2.34) y reescribir (2.33) de manera

conveniente, para obtener el siguiente problema:

Problema 2.3.1. Dado I:= (I1,...,I,) € C™, encontrar (Ay, V) € H (Q) x C™ tal

que

1 /1 19(rZ 2 Ly,
/ 1 78(7’149) 78(7’Z) + 8A93£ rdrdz + —AgZ dz
aupu\r oOr r Or 0z 0z Ir H

Hw/ oAy Zrdr dz — Z/ oViZdrdz=0 V7 eH\(Q),
Qo = o

g Wk Vk

r

m _ Z m
oW Apdrdz + — /
kz_:l/ﬂk R wkz::l Q

drdz=—3 Wil, YW eC™
Wk=1
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Sea a una forma sesquilineal definida en H!(Q) por

a(Ag, Z) = / <16(TA‘9) 16(TZ)+8A98Z>rdrdz+ L a,2d-
o p

or r Or 0z 0z Ty M
+ iw (/ oAy Zrdrdz — Z / aAngdz/ 0Zdrdz> .
k=1 k; Qk Q

Para el andlisis, utilizaremos el siguiente problema:

Problema 2.3.2. Dado I € C™, encontrar Ay € H(Q) tal que

m T _ _
a(Ag, Z) =" —k/ oZdrdz  VZ € HH Q).
dk; Qk

El siguiente lema muestra que los problemas (2.3.1) y (2.3.2) son equivalentes.

Lema 2.3.1. Sea I € C™. Si (Ay, V) es una solucién del problema (2.3.1), entoces
Ay es una solucién del problema (2.3.2). En cambio, si Ay es una solucién del pro-

blema (2.3.2) y Vi, k =1,...,m, estdn definidas por (2.33), entonces (Ag, V) es una
solucién del problema

Demostracion. En primer lugar vamos a suponer que (Ag, V) es una solucién del

problema (2.3.1) y verifiquemos que Ay es solucién del problema (2 . En efecto,
Sean I:= (Iy,...,I,) € C™ y (4, V) € H(Q) x C™ tal que

/ 18(7’Ag) 18(7’2) 0Ay 07
Q or r Or 0z 0z

)rdrdz+/ “ A7 dz
+iw/ oAgZrdrdz — Z/ oViZdrdz =0 VZ € H\(Q),
Qo = o

o Wk Vk

Z/ oW, Agdrdz + — Z/

*ZWklk YW e C™.

Primero sumamos las dos ecuaciones anteriores,

10(rdy) 10(rZ) 0Ay0Z
G +

1 -
- 2 vdrd /—AZd
or r Or 0z 82>rr2+ FR,ue ‘

—i—iw/ ogApZrdrdz — Z/ oViZ dr dz
Q0

g Wk Vk

+Z/ oW, Agdrdz + — Z/

Wk=1
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Luego, reemplazamos de una manera adecuada y obtenemos:

/ (1 d(rAyp) 18(7“2) N 0Ay 8Z>rdrdz+/ A(,Zdz—l—zw/ oA Zr drdz
Q[

or r Or 0z 0z Q0

—Z—k/ aZdrdz—in—/ O'Ang’dZ/ er'r’dz—i-Z/ oW Ag dr dz
dy Jo, =1 di Jou

I T
72 ka/ *d?“dz—z Wk / 7drdz/ O'AQdeZ— ZWk-[k
w Qp Qi W—1

r

Recordemos que dy, := [ 2drdz, asi muchos términos se anulan y nos queda:

/ 18(rA9) 19(rZ) 04407
Q or r Or 0z 0z

1 _
)rdrdz+/ L A7 dz

+z’w/ oAy Zrdrdz — Z / oZ drdz
Q

klk

mo 1 B _
—iw Z — / oAy dr dz/ rZ drdz + Z / oW Agdrdz
k=1 dk‘ Q

—|— ZIka - ZWk/ O'A@d?”dz = i ZWk1k7
W k=1 k=1 & Wk=1

o bien,

/w (1 O(rdy) 10(r72) N DAy 07

or r or 0z az>rdrdz+/ Aoz dz

—H'w/ aAngdrdz—sz /crAgdrdz/ rZdrdz
i dr e

= Z / oZ drdz.
Qf

k;1k

Obsérvese que el lado izquierdo y el lado derecho corresponden a la forma sesquilineal

del problema

Para la otra direcciéon supongamos que

moJ _
a(Ag, Z) = —k/ oZ drdz.
k=1 dk Qp,
Entonces

19(rdg) 19(rZ) 0Ag0Z
L(;

R az>rdrdz+/ = AeZ dz

_ m oI _
. JA/ o7 drdz — 7/ o7 drdz.
kZ::ldk /Qk ’ Qe kz::ldk o
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Como

1 Iy 1
Vim — (hotiw [ odgdrdz) =25 =2 [ gagdrdz.
dy o dp  di Joy

Asi

/ 16(7"‘49) 19(r2) + 04902 rdrdz + lAOZ dz
Q or r Or 0z 0z Ly M

—Z(Vk—>/ o4y [ oZdrdz=3"
k=1 e e

/ o7 dr dz
Q

k 1k
Por lo que

/ 1 8(7“/19) 18(7“2) i 8149 82
Q ,u or r Or 0z 0z

)Td?“d2+ AgZdZ
T f

_ _ m T _
- V/ cgA / oZdrdz + —k/ oA / oZdrdz = —/ oZ drdz.
,; "o o, ,;dk o Ja, ,;dk Q

Asi
1 (10(rAg) 10(rZ Ag 07 1, -
[ 10(rdo) 10(r2) | 0400Z) oy [ La,74:
Qu\r Or r Or 0z 0z r, M
_ka’/ O'Ag/ oZdrdz = 0.
k=1 7% Qe
Ademas,

dpVi = I + 1w fQ o Ap dr dz multiplicando por W}, tenemos,
AW Vi = LWy, + iw fQ o AgW,, dr dz. Recordemos que dj, := fQ 2 dr dz. Luego,

4V, Vi = /Q %Wkadrdz.
k

Se sigue que

gV_V;J/k drdz = LWy, + iw/ g AgW,. dr dz.

Qk T Qg

Multiplicando por  se obtiene la segunda ecuacion del problemam O]

Observacion 1. El Problema se usara para probar la existencia y unicidad
de las estimaciones de solucién y error, pero no para la aproximaciéon numérica real,
porque el término [o oAgdrdz [q, oZ dr dz conducirfa a una matriz completamente
densa. De hecho, para los cdlculos numéricos usaremos una discretizacion del Proble-
ma ya que conduce a matrices en las que solo las ultimas m filas y columnas

de la matriz seran densas.
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En el siguiente lema y en adelante, C' denotara una constante genérica, no nece-

sariamente la misma en cada aparicion.

Lema 2.3.2.

lullgy@y < C (Julus + lulliar,)) Vo€ HI(Q).

Demostracion. Sea f(u) := fFR iu dz, u € H:(Q). Entonces por el lema(1.2.6

VL

o HUHH}(Q) < ||Vu||L$(Q) + | f(w)] < |U|H;(Q) + 7 ||U||L2(FR) Vu € Hy (),

lo que nos permite concluir la prueba. O

Observacion 2. El lema anterior es valido para cualquier dominio conexo acotado

de Lipschitz Q y cualquier subconjunto I', C 92\ I'p con medida positiva.
Lema 2.3.3. La forma sesquilineal a es ﬁi(Q)—eliptica y continua.

Demostracion.

Re(a(4g, A9)) > (Har(TA@)Hif/T(Q) + ||3ZA9||i$(Q) + ||A6||i2(rR)>

Vv
===l

2 2 2 2
(||arA0||Lg(Q) + ||A9||L§/T(Q) + 10: 46120 + HA9HL2(FR)>

2 2
> € (1alEyy + 1401y, o))

2
O 141y 0

donde hemos usado el Lema para la segunda desigualdad y el Lema para
la tercera. La continuidad se sigue directamente de los Lemas y O

Ahora estamos en condiciones de demostrar que el Problema estd bien plan-
teado. Aqui y después ||I|jcm := (X7, [Ix|?)*/? denota la norma euclideana estandar

en C™.
Teorema 2.3.4. El problema tiene una unica soluciéon que satisface

| Aollzsey < C Tl

Hﬁ;(
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Demostracion. Debido a que los Problemas y son equivalentes, basta con

demostrar que este tultimo estd bien planteado. El lado derecho del problema |2.3.2

satisface
m _[k _
> 2 ), o7 drds| < Clllen 121500,
Por lo tanto, el teorema se sigue del lema y el lema Lax-Milgram. O

Para finalizar esta seccion probaremos un resultado de regularidad para la solucién
del Problema|2.3.1] valido al menos cuando la permeabilidad magnética es constante
en todo el dominio. Con este fin, consideraremos un marco un poco mas general, que
también se utilizard para probar un doble orden de convergencia en L2(Q) del método

numeérico propuesto en la siguiente secciéon. Considere el siguiente problema auxiliar:

Problema 2.3.3. Dado g € L2(Q), encontrar Y, € H'(Q) tal que

/ 1(1o(rYy) 10(rZ)  9Y,02
oQu\r Odr r Or 0z 0z

1. - _ ~
) rdrdz +/ 2V, Zdz = / gZrdrd:  ¥Z e HY(Q),
T, Q
Lema 2.3.5. Si i es constante en 2, entonces la solucién del Problema|2.3.3|satisface
Yy e HA(Q) y

||Y9||ﬁz(n) <C ||9||L3(9)-

Demostracion. Los argumentos en la demostracion del Lema|2.3.3| muestran que la
forma sesquilineal del lado izquierdo del Problema es H!(Q)-eliptica también.

Por lo tanto, el problema estd bien planteado y su solucién satisface ||Ypl|x, @ <

C||9||Lg(sz)-
Sea Y(r,0,2) = Yu(r,2)eg. Usamos (2.3) y Lema [1.2.3| es facil mostrar que

curlY € L*(Q) y

HY”H( ) S ¢ HYOHﬁ;(Q) < Cllgllizq) - (2.38)

curl,ﬁ

Para probar regularidad adicional probamos el Problema con Z € D(Q). Por
tanto, usamos (2.3), (2.4) y el hecho que ey es ortogonal a m en toda la frontera de
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(), tenemos que

1 ~
curl ( curl Y) = gey en €, (2.39)
v
divY =0  en(, (2.40)
Y- n=0 sobre 9. (2.41)

Asi que, por d2.38|), d2.40|) y (]2.41[), tenemos que Y € H(curl, Q) N Hy(div, Q). Por
lo tanto, ya que Q es convexo Y € H'(Q)? (cf. [8] Theorem 2.17]) y

1Y @ < € ¥ leunsy < C lolliagey - (2.42)

A continuacién, demostramos que curl Y también estd en H'(2)3. En este caso el
resultados de [8] no se puede aplicar directamente, porque curl’ Y - n con curl Y x n
desaparece sobre 0. Esta es la razén para hacer una traslacion usando la funciéon
® definida a continuacién. Sea 0 < r; < ro < R (recuerda que I', estd en la linea
r=R)yseap e C®([0,R]) tal que p(r) =0en [0,r1] y ¢(r) =1 en [ry, R]. Sea

®(r,0,z) = —;Y(r,ﬁ, 2) X p(r)e, = ;go(fr’)}/};(r,z)ez,

y ¥ := curl Y + ®. Nosotros mostraremos que ¥ € Hy(curl, Q) N H(div, Q). Para
probar esto, dividimos 0 en dos partes, f’R y fN, que corresponden a los limites

de Robin (I',) y Neumann (I'y) del dominio bidimensional 2, respectivamente. Por
(2.3), tenemos
10(rYp) 1

¥ xn= (curlY —+ (I)) X e, = — P €eg + E(p(r)%(?“, Z)eg =0 sobre fR,
T

donde para la ultima igualdad hemos usado la condicién de contorno
106%)
r Or
que a su vez se obtiene probando el Problema con Z € C*(Q) tal que supp(Z)N
(', UT) = 0. Por otro lado,

+Yy=0 sobre fR,

Y, ~
\len:(curlY—l—@)er:a—eeg:O sobre I',
2

donde ahora la tltima igualdad se obtiene probando el Problema|2.3.3[con Z € C*(£2)
tal que supp(Z) N (', UL, ) = 0. Por lo tanto, al usar (2.39) y la regularidad de ®,
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concluimos que ¥ € Hy(curl, Q) N H(div, Q). Por lo tanto, ¥ € H'(Q)® (cf. [8]
Theorem 2.17], de nuevo) y

190 @ < leurl Yl ez + 1@l @ < C lglliagey

donde hemos usado (2.38), (2.39) y (2.42) para la tltima desigualdad. Como conse-

cuencia, curlY =¥ — ® € H(Q)3 y

Finalmente, por [10] Proposition 3.17] tenemos que ||Y||12H1(§)3 = 27T||Yb||%l<s2>
2 1 2
Hﬁ}(Q) + 27 H;@T(TYQ)‘ HL(Q

definicién la norma H?(Q), (2.42) y (2.43) conduce a

2 1 2 2 2
Yol < 5= (lewr Y g + 1Y @) < C ol

y chrlYHIZ{l@)3 = 27 |0,Ys

, Como consecuencia, de la

Por lo tanto, concluimos la prueba. O

Teorema 2.3.6. Si p es constante en (2, entonces la soluciéon del Problema |2.3.3

satisface Yy € H2(Q) y
1Yol ) < Cllglliz -

Demostracion. Sea J; la funciéon de Bessel de primer orden del primer tipo. Definir

) = Y2
I 5, (B R))

donde 3,, := a,,/ R, con a, siendo el mésimo cero positivo de la ecuacién

J1(Bmr), m=12,...

2J1(.’E) + l'Jl,(.T) = O,

sn(2) == v/2cos <nzz)) n=0,1,2,...

Luego, por los resultados clasicos de completitud para las funciones de Bessel (ver
[20) Sections 10.7-8] y [19]), el conjunto de funciones €,,,(r,2) = jm(r)sa.(2), m =
1,2,...,n=0,1,2,..., es un sistema ortogonal completo de L2(Q2). De este hecho y
el Lema [2.3.5] el resto de la demostracién es esencialmente como la de la Proposicién

4.1y el Teorema 4.1 de [21]. O
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Corolario 2.3.7. Si ;o es constante en (2, entonces la solucién del Problema
satisface Ag € H2(Q) y
[A6llz0) < € [[Tlem -

Demostracion. Se sigue de la primera ecuacién del Problema y el Teorema|2.3.6

aplicado al Problema [2.3.3[con

) =V
g = —iwoAy + Z U—kxgk,
=1 T

Xa, siendo la funcién caracteristica de , k = 1,...,m. A su momento, ||g||;2q) <

C||T||em, en virtud del teormea y (2.33). O
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Capitulo 3

Discretizacion por Elementos

Finitos

En esta capitulo presentamos una discretizaciéon del Problema [2.3.1|y demostra-
mos las estimaciones de error. Sea {7} }x>0 una familia regular de triangulaciones de

(2 siendo h el tamano de la malla (ver [?]).

3.1. Problema Discreto

Comentemos que no hay necesidad de suponer que las mallas son compatibles
con la geometria del dominio del conductor (es decir, que cada elemento de 7Tj esta
contenido en Qg o en ), aunque Por supuesto, este tipo de mallas facilitan la
implementacion del método. De ahora en adelante, la constante genérica C' siempre
sera independiente del tamano de la malla.

Sea

V), = {Uh € ﬁi(Q) : Uh|T < Pl VT € 771}7
siendo IP; las funciones lineales de valor complejo en las coordenadas r y z:
Py :={p(r,z) =co+car+ caz : ¢, 1,02 € C}.

La aproximacién de elementos finitos del Problema (2.3.1)) es definida como la

solucion (A, V) del siguiente problema:
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Problema 3.1.1. Dado I := (I3,...,1,) € C™, encontrar (A}, V") € V), x C™ tal

que
/ 1 a(rAh) 8(7"Zh) N OAk 02"
Q ar r Or 0z 0z

1 _
)rdrdz—l—/ — A7 dz
Ty M
—H'w/ JAgZhrdrdz - Z/ O'thZh drdz =20 AN Vi,
Qo =1 "%

JW,?

Z/ oW AL dr dz + - Z/
Es sencillo ver que el Problema es equivalente al siguiente, con V" :=
(Vh, ..., V") dado por

L/ Z W, VW" € C™.
W k=1

1
e <Ik+zw/ UAZdrdz), k=1.... .m. (3.1)
Problema 3.1.2. Dado I € C™, encontrar A} € V), tal que
m T _
a(Af, 27 =Y 2 [ oZhdraz vZ" eV
Q

Usaremos el Problema (3.1.2) para probar la buena postura y las estimaciones
de error. Sin embargo, como se indica en la observacién para la implementacion
informatica de este enfoque utilizaremos el Problema (3.1.1) para evitar matrices

densas.

Teorema 3.1.1. El Problema tiene una solucién tnica (AL, V). Ademas,

existe una constante C' > 0, independiente de h, tal que si (A, V) es la solucién del

Problema (2.3.1)), entonces

L 7 h ; h
4o = A3l + 221V = VT < €l 140 = 2150

Demostracidn. Dado que los problemas (3.1.1) y (3.1.2) son equivalentes, usamos

este ultimo para la estimacién de Ay, que se sigue del Lema de Cea (Ver por ejemplo,

[7]). La estimacién de Vi, k = 1,...,m, se deriva de este tltimo, (2.33) y (3.1)). Luego,
sea Ag solucién de y AZ solucién del problema l} entonces

I - ~
a(Ag, Z) :Zd;]:/(z oZdrdz VZ € HLQ)
k

m ] _
a(Al, ZM =3 i/ oZMdrd:  YZ" eV,
k=1 dk Qp
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Como Z" € V, € HL(Q) se puede escribir Z" en la primera ecuacién asi :

m I _
a(Ag, Z") :Zi/ o Z"dr dz

m T 3
a(Al, ZM) :Z—k/ oZ"drdz,
i di o

restando las dos ecuaciones se tiene :
a(Ag — Al ZM) = 0.
Por otro lado por el Lema|2.3.3
140 — AYIZ, o <IRea(As — 4}, Ay — AD)
<|a(Ag — Af, Ay — A)]

(
:|CL Ag — AZ,AQ — Ag + Zh — Zh)|
|CL(A9 — Ag, Ag — Zh) — (Z(Ag — Ag, Zh — AZ)|

=la(Ag — Af, Ag — Z")]
§||A6 - Ag”ﬁ;(g)HAG - Zh”ﬁ;(g)'
donde hemos usado que (Z" — A}) € V,,. De aqui se tiene que

HA9 - AIéLHﬁ;(Q) < HA9 - Zh”ﬁ;(g):
tomando infimo se tiene

Finalmente,

oAgr dr dz) y

Qp

1
Vi =— (]k + iw/ oAby dr dz) :
dk- Qk
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entonces

1
Vi — Vi = | d—zw/g o(Ag — AbYyrdrdz |
k k

<C (/ o|Ag — AZ|2T)2 drdz
Q

<C[lAg — AGll2

SC”A@ - Ag”ﬁ;(g)

, hy_
< i, 140~ 2l

3.2. Analisis del error

De acuerdo con el teorema anterior, solo queda demostrar que Ay puede aproxi-
marse convenientemente mediante una funcién en V. Con este propésito, en el caso
mas general, recurrimos a un operador Clément estable para funciones en ﬁi(Q) (que,
recordemos, desaparecen en I',) ). Dichos operadores han sido estudiados para espacios
de Sobolev ponderados en [I1] y [24].

En particular, consideramos el operador Clément II, : Iin(Q) — V), definido en

[11] Eq. (36)]. La demostraciéon del siguiente lema se encuentra en |11, Theorem 2].

Lema 3.2.1. Si 1 <[ < 2, entonces existe una constante C' > 0, independiente de h,

tal que para todo u € HL(Q) N HL(Q) ,

lu = Mhullg g < CH 7l v -

Por otro lado, cuando la solucién Ay es lo suficientemente suave, podemos usar
el operador de interpolacién de Lagrange II,. De hecho, segin el Lema[l.2.4] dicho
interpolante estd bien definido para funciones en ﬁ%(Q) Ademés, para funciones en
HZ(Q), se tiene la siguiente estimacién del error, cuya prueba se puede encontrar en

[24] Lemma 6.3].
Lema 3.2.2. Existen constantes C' > 0, independientes de h, tales que por todo

u € HX(Q),

||Hhu||ﬁ;(g) <C ||U||Hg(9) Y Ju— Hh“”ﬁ; <Ch ||“||H$(Q) :

(@)
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Ahora estamos en condiciones de establecer el principal resultado de este trabajo.

Teorema 3.2.3. Sea (Ay, V) la solucién del Problema (2.3.1)) y (A%, V") la solucién
del Problema (3.1.1). Existe una constante C' > 0, independiente de h, tal que si
Ay € H%(Q)), entonces

40 — Al + 30 1Vi = Vi < Ch Al

k=1
Demostracion. Sea (A, V) la solucién del Problema (2.3.1) y (A%, V") la solucién
del Problema (3.1.1)). Entonces por Teorema existe una constante C' > 0, inde-
pendiente de h tal que
hy| - Uk ) _ ohy
| Ag — AQHH}(Q) + 1?::1 Vi = V| < CZ}LIg}h |Ag — Z HH}(Q).

Luego, por el Lema tenemos que para todo u € H(Q)

Ml < Cllullgey Yl = Mol ) < Chllullgagey -

(@)

Ademas por hipétesis Ag € H2(Q) y para todo u € H2(Q) se sigue que
hy S 1k ; k|

| Ao — AeHH;(Q) + kZ::l Ve = Vi <C Z}}gjh |49 = Z HH;(Q)

<1 Ao — Aol g

<Ch || As|lp2(q) -
O]

La solucién (A% V*) del Problema nos permite calcular las cantidades elec-
tromagnéticas tridimensionales. De hecho, recordando (2.20) y (2.29), definimos la

induccion magnética calculada por

_8AZ ot la(rAg)ez'
0z r  Or
Analogamente, a partir de (2.18)) y (2.30), la densidad de corriente calculada viene

B" .=

dada por

Jh = Jhey,
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con J! desapareciendo en el dieléctrico y definido en los conductores como sigue:

H

r

Vh
:za(k—iwAZ>, k=0,1,...,m,
Qp

donde V{" := Vi = 0 (cf. (2.34)). Observe que, en particular, la densidad de corriente
en la pieza de trabajo que se va a calentar, que suele ser la cantidad de interés

principal, viene dada por J* = —icwAley.

3.3. Estimaciones de Error de las variables fisicas.

En lo que sigue obtenemos estimaciones de error para estas cantidades tridimen-

sionales.

Corolario 3.3.1. Bajo las mismas hipdtesis que en el Teorema (3.2.3| tenemos

|B—-B" s < Ch || Agllyz g -

=g

Demostracion. Recordando (2.20)) y (2.29)), tenemos
IB =B[22 55 = [10:(Ag = AG)[Ez0) + 10:(r (Ag = A))I[E2, (0
< 10.(As — 43) ey + 2018, (A0 — ADIEgey + 2140 — 4512 (o
h2
< CHA9 - AQ“ﬁ}(Q)

2
< Ch ||A0||Hz(9) )

donde hemos usado el Lema [1.2.3] para la primera desigualdad y el Teorema [3.2.3]

para la tltima. ]

Corolario 3.3.2. Bajo las mismas hipotesis que en el Teorema [3.2.3] si para todo

g € L3(2) la solucién Yy del Problema 2.3.3|satisface [|Yy|[gz(q) < C'[|9l2(q). entonces

13 = 3 < OF Aol
Demostracién. Como J y J" desaparecen en el dieléctrico, tenemos
19— 312 = 27 3 1o — T31a
k=0
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Ahora, a partir de (2.30) y la definicién de JJ, tenemos
17o = Jg Iz, < C (le — V' + [14g — AQHLa(Qk)) ;o k=01,....m

recordar VI =V, = 0).
0

En lo que sigue, usaremos un argumento de dualidad para estimar HA(; — Al

L2(Q)’
Con este fin, por cada f € L%(Q), sea Yy € H}(Q) la solucién del problema

a(Z,Yy) :/QZfrdrdz VZ € H(Q).

Debido al Lema y al Lema de Lax-Milgram, este problema tiene soluciéon tnica,

que satisface

||Y6||ﬁ;(9) <C ”f”LZ(Q) :
Ademés, procediendo como se hizo para probar la equivalencia de Problemas[2.3.1]y
tenemos que Yp también resuelve Problema [2.3.3] con

. W,
g:=f—iwoYy+ Z UTkXQk,
k=1

donde
w
Wk::—/ oYgdrdz, k=1,....,m.
Por tanto, segin la hipdtesis de este corolario, la expresion de g y la estimacion de

Y, anterior, se cumple

1Yallzaa < € 9z < C 1z - (3.2)

Ahora procedemos con el argumento de la dualidad:

Jo(Ag — AB) fr dr dz|

|Ag — Ablli2) = sup

fELZ(Q) HfHLz(Q)
a(Ag — A}, V)
= sup
reize) 1 fllz@
a(Ag — A, Yy —T1,Y)|
= sup
ferz(@) 1|20
Ch|Apllpa i) M 1Yol )
< sup
feLz(Q) ||f||Lg(Q)

< Ch? HAﬁHHz(Q) )
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donde hemos utilizado la ortogonalidad de Galerkin, el Teorema [3.2.3] el Lema [3.2.2)

y el estimador (3.2).
, k=1,...,m, usamos (2.33), 1} y la

Por otro lado, para estimar ’Vk — VP

estimacion anterior, para escribir

w
Vi, — V| = dk/Q 0(Ag — AB) dr dz| < Ol Ag — Alllize) < Ch? || Aoz -
k
Por lo tanto, concluimos la prueba O

Observacién 3. Como se muestra en la prueba anterior, bajo los supuestos de este

corolario, las constantes calculadas V" también convergen cuadraticamente.

Corolario 3.3.3. Si i es constante en 2, entonces
IB-Bl@y < ChllTlen Y 3" = Tl < CF g
Demostracion. Por el corolario tenemos,
HB - Bh||L2(5)3 <Ch ||A9||H72,(Q) :
Luego, aplicando el corolario [2.3.7]a la ecuacién anterior se tiene

IB — B[l 25 <Ch | Asllsze

<Ch[[Tlgm -
Por otro lado, por corolario[3.3.2)
1= 3" aa < OR [ Aoz
Nuevamente aplicando el corolario tenemos

1T = 3"l 2@)s <CP* [ A0l i2 0

<CP* Tl

41



Bibliografia

1]

ALBERTY, J., CARSTENSEN, C., FUNKEN, S., & KrLosE, R. (2004) Matlab
Implementation of the Finite Element Methods in Elasticity, Computing 69, 239—
263.

BRENNER, S. & Scorrt, L.(2007)The Mathematical Theory of Finite Element
Methods. Springer, New York.

CIARLET, P.(1978) The Finite Element Method for Elliptic Problems. North-
Holland Publishing Co., Amsterdam-New York-Oxford.

ErikssoN, K., HANSBO, P., & AND C. JOHNSON.(1996) Computational Diffe-

rential Fquations. Cambridge University Press, Cambridge.

GATICA, G.(2014) Introduccion al Analisis Funcional. Teoria y Aplicaciones. Edi-

torial Reverte, Barcelona.

LARSON, M. & BENGZON, F.(2013) The Finite Element Method: Theory, Imple-

mentation, and Applications.Springer, Heidelberg.

MARSDEN, J. & HUGHES, T.(1994) Mathematical foundations of elasticity, Dover

Publications, Inc., New York.

AMROUCHE, C., BERNARDI, C., DAUGE, M. & GIrAuLT, V. (1998) Vector

potentials in three-dimensional non-smooth domains, Math. Methods Appl. Sci.

21, 823-864.

Assous, F., CIARLET JR., P. & LABRUNIE, S. (2002) Theoretical tools to solve

the axisymmetric Maxwell equations, Math. Methods Appl. Sci. 25, 49-78.

42



[10] Assous, F., CIARLET JR, P., LABRUNIE, S. & SEGRE, J. (2003) Numeri-
cal solution to the time-dependent Maxwell equations in axisymmetric singular

domains: the singular complement method, J. Comput. Phys. 191, 147-176.

[11] BELHACHMI, Z., BERNARDI, C. & DEPARIS, S. (2002) Weighted Clément ope-

rator and application to the finite element discretization of the axisymmetric Sto-

kes problem, Numer. Math. 105, 217-247.

[12] BERMUDEZ, A., GOMEZ, D., MuNiz, M.C. & SALGADO, P. (2007a) Transient
numerical simulation of a thermoelectrical problem in cylindrical induction hea-

ting furnaces, Adv. Comput. Math. 26, 1-24.

[13] BERMUDEZ, A., GOMEz, D., MunNiz, M.C. & SaLGgapo, P. (2007b) A
FEM/BEM for axisymmetric electromagnetic and thermal modelling of induc-

tion furnaces, Internat. J. Numer. Methods Engrg. 71, 856-878.

[14] BERMUDEZ, A., GOMEZ, D., MuNiz, M.C., SALGADO, P. & VAzQuEz, R.
(2008) Numerical simulation of a thermo-electromagneto-hydrodynamic problem

in an induction heating furnace (submitted).

[15] BERMUDEZ, A., REALES, C., RODRIGUEZ, R.& SALGADO, P.(2010) Numeri-

cal analysis of a finite-element method for the axisymmetric eddy current model

of an induction furnaceIMA J. Numer. Anal.30, 654—676.

[16] 2002Ci CIARLET, P. (2002) The Finite Element Method for Elliptic Problems.
New York: STAM.

[17] CHABOUDEZ, C. & CLAIN, S. (1997) Numerical modeling in induction heating

for axisymmetric geometries, IEEE Trans. Magn. 33, 739-745.

[18] ErRN, A. & GUERMOND, J. (2004) Theory and Practice of Finite Elements.
New York: Springer.

[19] HocHSTADT, H. (1967) The mean convergence of Fourier-Bessel series, SIAM

Rev. 9, 211-218.

43



[20] GONZALEZ-VELASCO, E.A. (1996) Fourier Analysis and Boundary Value Pro-
blems. San Diego, CA: Academic Press.

[21] GOPALAKRISHNAN, J. & PAsciak, J. (2006) The convergence of V-cycle mul-
tigrid algorithms for axisymmetric Laplace and Maxwell equations, Math. Comp.

75, 1697 1719.
[22] KUFNER, A. (1983) Weighted Sobolev Spaces. New York: Wiley.

[23] LACOSTE, P. (2000) Solution of Maxwell equation in axisymmetric geometry
by Fourier series decomposition and by use of H(rot) conforming finite element,

Numer. Math. 84, 577-609.

[24] MERCIER, B. & RAUGEL, G. (1982) Resolution d'un probléme aux limites
dans un ouvert axisymétrique par éléments finis en r, z et séries de Fourier en 0,

RAIRO, Anal. Numér. 16, 405-461.

44



