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Resumen

En el presente trabajo se estudian propiedades de particulares formas fractales llama-
dos conjuntos de Julia. Se analizan caracteristicas fractales como la autosemejanza
y la dimension fractal, asi como también su relaciéon con distintas areas de las ma-
tematicas, entre ellas: el analisis matematico, los sistemas dinamicos y la topologia,
haciendo énfasis en uno de los conceptos mas usados para la obtencion de fractales,
como son los Sistemas Iterados de Funciones (SIF), propuesto por Michael F. Barns-
ley en 1985. Se presenta la teoria fractal adecuada y se construyen conjuntos de Julia

utilizando el método de Barnsley.
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Abstract

In the present work we study properties of particular fractal forms called Julia sets.
Fractal characteristics such as self-similarity and fractal dimension are analyzed, as
well as their relationship with different areas of mathematics, among them: mathe-
matical analysis, dynamic systems and topology, emphasizing one of the most used
concepts for obtaining of fractals, such as the Iterated Functions Systems (IFS), pro-
posed by Michael F. Barnsley in 1985. The appropriate fractal theory is presented

and Julia sets are built using the Barnsley method.
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Introduccion

Este trabajo se centra, principalmente, en las areas de los sistemas dindmicos comple-
jos y la geometria fractal, las cuales son bastante amplias en su desarrollo. Su estudio
formal es relativamente reciente, siendo la geometria fractal mas joven en cuanto a
su formulacién; se trata de un nuevo lenguaje, por lo que establecer bases para su
investigacion es de mucha relevancia.

Es importante entender la naturaleza de los fractales, pues parecen adentrarse
cada vez méas en otras ciencias, desentranando los misterios del infinito matematico,
que desde tiempos tan antiguos como la matematica misma, ha permanecido a nuestro
lado como un enigma incomprensible, hasta la llegada de George Cantor, quien nos
mostré como contarlo. Sin embargo, tras los descubrimientos realizados a mediados
del siglo XIX y principio del siglo XX, por matematicos como Karl Weierstrass, con las
funciones continuas y nunca diferenciables; Geoge cantor, con el conjunto de
Cantor; Von Koch, con la curva de Koch; y Waclaw Sierpinski, con el triangulo
de Sierpinski, la comunidad cientifica del momento no se sentia conforme, pues
dichos objetos no parecian ser aplicables y estaban fuera de los limites que disponia la
geometria, de hecho, se les catalogaba como patologias o monstruos matematicos. No
fue hasta que las contribuciones de Felix Hausdorff, las cuales nos permiten tener una
idea de medida de estos objetos, y las publicaciones de Gaston Julia y Pierre Fatou,
sobre la dindmica compleja, que este tipo de objetos empezaron a producir interés
cientifico. Poco después, con el asentamiento del ordenador, empiezan a aparecer
teorias formales y rigurosas sobre estos conjuntos.

Los fractales nos ayudan a comprender fenémenos que ciertamente rigen nuestro

vivir. En los efectos visuales, en el arte, en la miisica, en la biologia, en los modelos



poblacionales, etc; ellos han dado con la respuesta a situaciones que hace poco pare-
cian cosas del azar. En particular, los conjuntos de Julia, resultan de mucha utilidad
no solo para ejemplificar la geometria fractal, sino también para fomentar el estu-
dio de areas como la teoria del caos, el analisis matematico, los sistemas dinamicos,
la topologia, entre otras. En relacién con lo anterior, el matematico estadounidense
Robert Luke Devaney formul6 una definiciéon simple y ampliamente utilizada de sis-
tema dinamico cadtico, la cual enuncia que un sistema dindmico denotado por el par
{(X,d), f}, donde f: X — X es una funcién y (X, d) un espacio métrico, se dice
cadtico si: es transitivo, sensible a las condiciones iniciales y el conjunto de puntos
periédicos de f es denso en X. Aunque no se analizaran las caracteristicas y conse-
cuencias de esta definicion, se hara la debida mencién para intuir la demostracion de
que una funcién polinémica compleja es cadtica en su conjunto de Julia.

Al estudiar los conjuntos de Julia, se acostumbra a enfocarse en los polinomios
complejos debido la gran gama de fenémenos dinamicos que se presentan alli, asi que
para no desviarnos del contexto de este trabajo, también nos centraremos en funciones
polinémicas complejas. Sin embargo, con modificaciones menores, esta teoria puede
generalizarse a funciones racionales y, en gran parte, a cualquier funcién holomorfa.
En las siguientes figuras se muestra lo complejo, exético y, al mismo tiempo, la belleza

de estos conjuntos.

(a) (1+0,3i)sin(z) (b) 22 = 0,79 + 0,184 (c) v/sinh(22) + g5 + 5050

Figura 1: Conjuntos de Julia para diferentes funciones complejas.

El trato con la mayoria de los fractales descritos en este trabajo se hace en R",

lo cual nos lleva a hacer estudios basados en el analisis. Las primeras consideraciones



e inclusiones a la investigacién fueron hechas por el mateméatico polaco Benoit Man-
delbrot (1924—2010), quien descubrié que todos estos conjuntos u objetos naturales
poseen “autosemejanza’”, esto es, poseen la propiedad de que una pequena seccién
suya puede ser vista como una replica, a menor escala, de si mismo, y también una
“dimension extrana” no entera. En esta ocasion, utilizaremos la definicién de auto-
semejanza propuesta por Michael Fielding Barnsley, basada en ciertas estructuras a
las que denomina Sistema Iterado de Funciones, que nos ayudan en la construccion
de fractales y nos permiten, bajo ciertas condiciones, obtener conjuntos de Julia.

En el Capitulo (1] nos interesamos en exponer algunos conceptos y resultados ba-
sicos con relacién a los espacios métricos y los espacios cocientes, haciendo especial
énfasis en cierto espacio métrico, que junto con el teorema del punto fijo de Banach,
seran las bases para la comprension de esta monografia.

Para el Capitulo 2] entramos al mundo de los fractales. Se muestra una forma
rigurosa de obtenerlos y analizamos su funcionamiento con ejemplos tanto analiticos
como visuales, asi como también caracteristicas arraigadas a la autosemejanza y a las
dimensiones que podemos definir sobre ellos.

Finalmente, para el Capitulo [3] iniciamos con varios conceptos sobre los sistemas
dindmicos discretos, necesarios para poder dar una definiciéon estandar de lo que es
un conjunto de Julia. Adicionalmente, se introducen varios ejemplos que nos ayudan
a intuir el proceso de obtencién de los conjuntos de Julia a través de un SIF, como
también su relacién con la teoria del caos. Luego, para dotar de algunas propiedades
a los conjuntos de Julia, enunciamos una definicién alterna basada en conceptos de la
teoria del andlisis complejo; més precisamente, en las familias normales de funciones,
complementando con ejemplos e imédgenes desarrolladas en el entorno de Matlab.
Por ultimo, demostramos el resultado principal que proporciona el conjunto de Julia
de un polinomio complejo, mediante un SIF, para posteriormente ofrecer algunas

propiedades con relacion a ello.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo nos interesamos en presentar algunas definiciones y resultados
que son estudiados en cursos basicos del analisis matematico y la topologia. Estos
conceptos son de mucha importancia para el desarrollo formal de una teoria acertada
sobre los fractales. Para no extendernos demasiado, no se incluiran todas las demos-
traciones; no obstante, se sugiere consultar en [1, Bl 23] 24, 26] 29], para una mejor

exploracion de los temas expuestos.

1.1. Algunos espacios métricos importantes y el
Teorema del punto fijo de Banach

Para tener constancia de los espacios métricos definidos en esta seccién, iniciamos

formalizando el concepto de distancia.

Definicién 1.1.1 (Espacio métrico). Un espacio métrico es un par de la forma (X, d),
donde X es un conjunto no vacio y d es una funcién de X x X en R tal que para

todo p,q,r € X, se cumple lo siguiente:
(M1) Sip# g, d(p,q) > 0. Ademas, d(p,p) = 0;

(M?2) d(p,q) = d(q,p);

(M3) d(p,q) < d(p,r)+d(r,q).



Cualquier funcién con las tres propiedades anteriores se llama funcién distancia o
meétrica. Si dicha funcién se restringe a S x S, donde S C X, se dice que S es un

subespacio métrico de X.

Para referirnos al espacio métrico (X, d), escribiremos solo X. Por tanto, a menos

que se diga lo contrario, d serd una métrica para X.
Ejemplo 1. A continuacién presentamos cuatro ejemplos de espacios métricos
1. Sea n un entero positivo. El conjunto
R™ = {(x1,29,...,2,) :x; ER; 1 €{1,2,...,n}},

con la distancia definida por

du<l’,y) = A (xl - yi)27 donde z = (%1,1’2, S ?:CTL) ey = (y17y27 v 73/71)7
=1

llamada distancia usual o euclidiana sobre R", forman el espacio métrico

(R",d,), llamado espacio euclideo de n dimensiones.
2. Sobre la esfera de Riemann C := CU{oo}, se define la métrica
1
de(z,w) = arccos (1 - i[du(l_[(z) - H(w))]2> :

donde II es la proyeccion estereografica. Esta es llamada distancia esférica u

ortodrémica. Luego, (C, dgx) es un espacio métrico.

3. En cualquier conjunto X no vacio, se puede definir la siguiente métrica:

0, st x=uy;

1, si z#uy.

do(.fL', y) =

Esta es llamada métrica discreta, de modo que (X, dp) es llamado espacio

métrico discreto.

4. Sean N un entero positivo fijoy ¥ = {1,2,..., N}. Se define el espacio de los

c6digos, denotado XV, como el conjunto

ZN::{x:x1x2x3-~- : x; €% 1 €N}



A cada elemento x = 712973 -- en XV lo llamaremos cédigo y a cada valor
x; se le dird componente del cédigo (o solo componente). Ademas, por el

criterio de comparacién para series, la funcién d, : ¥V x ¥¥ — R dada por
_ o |zi — il 1 N
de(z,y) = ﬁ, para todo par de codigos =,y € X7, (1.1)

siempre converge y define una métrica sobre XV,
La siguiente es una propiedad importante en el espacio métrico (XN, d,.).

Proposiciéon 1.1.1. Sea ¥ = {1,2,...,N}. Si @« = aqag--- y 8 = [1f2--- son
cbdigos en XN, entonces d.(a, B) < m, para algin k£ € N si, y solo si, a; = f;,

para todo=1,2,..., k.

Demostracion. Sean a@ = ajag--- v = P2+ cddigos. En primer lugar, supon-

gamos que d.(a, f) < para algiun k& € N. Si existe ig, con 1 < iy < k, tal que

1
(N+1)k>

a;, # Bi,, entonces

|O% BJ MI% ﬁ%J
d.(a, B) = > =,
@A =2 vy T e

Pero 1 < |a;, — Biy| < N, lo cual indica que

i, — Bi| N 1 S 1

de(a, B) > . A )

P I e T

Esto contradice nuestra hipdtesis. Por lo tanto, o; = 3;, para cada i =1,2,... k.
Para la otra implicacion, supongamos que «; = f3;, para todoi =1,2,..., k. Dado

que |o; — B;| < N, para cada ¢ € N, entonces

R B | S
dc(a,ﬂ)—Zm— > (Nt 1) < Z +1)i_(N—|—1)’°'

i=k+1 = k+1

Es decir, d.(a, ) < (N+1 EEE lo cual termina la prueba. O

Es importante sefialar que el espacio métrico (XY, d.), definido como el espacio de
los codigos, posee la particularidad de ser compacto, totalmente disconexo y perfecto.
De hecho, mas adelante se mostrara que posee caracteristicas fractales.

A continuacién, vamos a enunciar el teorema del punto fijo de Banach. Para

ello es necesario reconocer algunos conceptos que tomaran relevancia en resultados



posteriores; a saber, un espacio métrico X es completo, si toda sucesiéon de Cauchy
en X, converge en X. También, una funcién f : X — X es llamada contraccién,
si es lipschitziana con constate de Lipschitz k € [0,1). Ademés, cualquier constante
r € [k,1) la llamaremos factor de contraccién. Finalmente, si existe r > 0 tal que
d(f(z), f(y)) = rd(x,y) para todo z,y € X, decimos que f es una similaridad con

factor de escala 7.

Teorema 1.1.2 (Teorema del punto fijo). Sean (X, d) un espacio métrico completo y
f X — X una contraccion. Entonces, la funciéon f tiene un tnico punto fijo p € X,
es decir, f(p) = p. Ademés, para cualquier x € X, se tiene que nh—>r20 f"(x) = p, donde

f°"(x) representa la n-ésima composicion iterada.
Demostracion. Véase [1], pagina 112. O

El Teorema del punto fijo o principio de contraccién de Banach es de
gran importancia para la teoria fractal, pues garantiza la existencia y unicidad de los

fractales obtenidos por medio de ciertas familias de funciones.

1.2. Espacios cociente

Con respecto al concepto de espacio topoldgico, denotado por (X, Tx), y otros
temas relacionados, puede encontrar informacién significativa en [23]. Para esta parte
del capitulo recordemos que dado un espacio métrico X, la coleccién de todas las
bolas abiertas By(z, e)E], con x € X y e > 0, determina una base para una topologia
sobre X denominada la topologia métrica inducida por d.

Pasamos directamente a definir conceptos relacionados a la topologia cociente.

Definicién 1.2.1. Sea f : (X,7x) — (Y, 7y) una funcién sobreyectiva. f se dice

funciéon cociente siempre que U € Ty si, y solo si, f~1(U) € Tx.

Equivalentemente, f es una funcién cociente si cualquier subconjunto O de Y, es

cerrado en Y si, y solo si, f~1(O) es cerrado en X.

'Bolas abiertas: Bg(x;¢€) = {2z € X :d(x,2) < €}.



Definicion 1.2.2. Dados los espacios topoldgicos (X, Tx) v (Y, Ty), una funcién
f: X — Y se dice funcién abierta, si para cada U € Ty, se tiene que f(U) € Ty.
Se dice que f es una funcién cerrada si para cada conjunto cerrado O de X, el

conjunto f(O) es cerrado en Y.

De las definiciones anteriores concluimos que si f : X — Y es una funcién
continua, sobreyectiva que es abierta o cerrada, entonces f es una funcién cociente.

La familia de conjuntos 7; que se define a continuacién es una topologia.

Definicion 1.2.3. Sea (X, Tx) un espacio topolégico, Y un conjuntoy f: X — Y
una funcion sobreyectiva. Entonces la coleccién 7; de subconjuntos de Y definida por
Tr ={G CY : f71(G) es abierto en X}, es una topologia en Y llamada topologia
cociente inducida por f en Y. Cuando Y estda dotada con esta topologia, este es

llamado espacio cociente de X.

Como caso especial, digamos que X* = {A, : @ €A} es una particién de (X, Tx)
y definamos f : X — X* tal que f(z) = A,, si x € A,; esta funcién serd llamada
funcién de descomposicion. Entonces, hay una relacion de equivalencia sobre X
en la que los elementos de X* son clases de equivalencia, de modo que un subconjunto
U de X* es una coleccién de clases de equivalencia y f~1(U) es la unién de las clases

de equivalencia que pertenecen a U. Luego, si U es un abierto de X*, su unién es un

abierto de X.

Definicién 1.2.4. Si una particiéon X* del espacio topologico (X, Tx) estd dotada
de la topologia en la que A C X* es abierto si, y solo si, U{B : B € A} es abierto en

X, entonces X* es llamado un espacio de descomposiciéon de X.

Con lo anterior, se obtiene que la topologia en un espacio de descomposicion X*
de X, coincide con la topologia cociente inducida por la funcién de descomposicion

f: X — X"

Proposicién 1.2.1. Sea f : (X, Tx) — (Y, Ty) una funcién continua y sobreyec-
tiva. Sea X* el espacio de descomposicion de X cuyos elementos son los conjuntos

f'({y}), con y € Y. Entonces, existe un homeomorfismo h : ¥ — X* tal que

8



g =ho f esla funciéon de descomposicion de X en X* si, y solo si, f es una funcién

cociente.

Demostracion. Véase [23], Pagina 142. O

Podemos concluir entonces que todo espacio de descomposicion es un espacio

cociente y viceversa. Esto implica que dichos espacios son homeomorfos.

1.3. (H(X),dp): el espacio donde viven los fractales

A continuacion, se presenta el espacio métrico, denominado por M. Barnsley como
“el espacio donde viven los fractales”. Este espacio proporciona herramientas impor-
tantes para el estudio de dichos objetos, por ejemplo, es posible establecer propiedades

fractales gracias a su completitud.

Definicién 1.3.1. Sea X un espacio métrico. Denotamos por H(X) a la familia de

todos los subconjuntos compactos no vacios de X, es decir:
H(X):={K C X : K es compacto, K # 0}.

Usando conceptos basicos del analisis, se muestra que las distancias definidas a

continuacion siempre existen.

Definicién 1.3.2. Sean X un espacio métrico, a € X y A, B € H(X). Se define
la distancia del punto a al conjunto A y la distancia entre los conjuntos A y B,

respectivamente, como:
dist(a, A) := min{d(a,z) : 2 € A} y d(A, B):= méax{dist(z, B) : 2 € A}.

Cabe resaltar que en general d no cumple con d(A, B) = d(B, A), lo cual indica
que no es una métrica. Sin embargo, debido a ciertas propiedades del maximo y el

minimo, se logra satisfacer lo siguiente:



i. Si A, B € H(X), entonces A C B si, y solo si, d(A, B) = 0;

ii. d(A, B) < d(A,C)+ d(C, B) para todo A, B,C € H(X);

iii. d(AU B,C) = max{d(4,C),d(B,C)}.

Definicién 1.3.3. Sean A, B € H(X). Se define el valor dy (A, B) como lo siguiente:

dyr(A, B) := max{d(A, B),d(B, A)}.

Proposicién 1.3.1. dg(AUB,CUD) < max{dy(A,C),dy(B, D)} para todo A, B,
Cy D en H(X).

Demostracion. Sean A, B,C,D € H(X). Teniendo en cuenta las propiedades de d,

se tiene, en primer lugar, que:

d(A,CUD) <d(A,C)+d(C,CUD)=dACQC);
d(B,CUD) <d(B,D)+d(D,CUD)=d(B,D);
1(C,AUB) <d(C,A) +d(A, AUB) =d(C, A);

) <
I(D,AUB) <d(D,B) +d(B,AUB) =d(D,B).

Luego,

d(AUB,CUD) =méx{d(AUB,CUD),d(CUD,AU B)}

= max {méx{d(4,C U D),d(B,C U D)}, méx{d(C, AU B),d(D, AU B)}}
= méx{d(A,CUD),d(B,CUD),d(C,AUB),d(D,AU B)}

< max{d(A,C),d(B,D),d(C,A),d(D, B)}

= max {max{d(4,C),d(C, A)}, max{d(B, D),d(D, B)}}

Por tanto, dy(AU B,C U D) < méx{dy(A,C),dy(B,D)}. O
Teorema 1.3.2. Sea X un espacio métrico. Entonces dy es un métrica sobre H(X).

Demostracion. Sean A, B,C' € H(X). Por definicién de dy, si A # B, se tiene que
dy(A,B) > 0y duy(A,B) = dy(B,A). Veamos que dy(A,B) = 0 si, y solo si,

10



A = B. Supongamos primero que dy (A, B) = 0y tomemos z € A arbitrario. Entonces

d(A,B) =d(B,A) =0, lo cual indica que méx{dist(a, B) : a € A} = 0. Luego, existe
ag € A tal que dist(ag, B) = 0, de modo que dist(x, B) < dist(ag, B) = 0. Asi,
dist(x, B) = 0 y, en consecuencia, existe by € B tal que dist(z, B) = dist(x,by) = 0.
Concluimos finalmente que x = by € B, mostrando la contenencia A C B. Se prueba
de manera andloga que B C A.

Reciprocamente, supongamos que A = B y digamos, sin perdida de generalidad,

que dy (A, B) = d(A, B). Como A C B, se tiene que dg(A, B) = d(A, B) = 0. Luego,

dy satisface las condiciones M1 y M2. Para verificar M3, tengamos en cuenta que

d(A,B) < d(A,C)+d(C,B) y d(B,A) <d(B,C)+d(C,A), para obtener
max{d(A, B),d(B,A)} < max{d(A,C),d(C,A)} + mix{d(C, B),d(B,C)},

esto es, dy(A, B) < dy(A,C)+dy(B,C). O

La métrica dy es llamada métrica de Hausdorff y el espacio métrico (H(X), dy)
sera conocido como el espacio donde viven los fractales, el cual expresaremos simple-
mente por H(X).

Los conceptos y resultados mostrados a continuacion seran de utilidad para obte-

ner la completez de H(X).

Definicién 1.3.4. Sean X un espacio métrico, A € H(X) y € > 0. Se define la nube
abierta y la nube cerrada, ambas con centro A y radio €, respectivamente como

los conjuntos:
N(Aje) :={x € X :dist(z,A) <€} y N(Ae):={rec X :dist(r, A) < ¢}.
Proposicién 1.3.3. Sean A, B € H(X) y € > 0. Entonces:
i. N(A;€) es abierto en H(X) y N(A;e) es cerrado en H(X);
ii. dy(A, B) < esi, ysolosi, AC N(B;e) y BC N(A;e);

iii. dy(A, B) < esi, ysolosi, AC N(B;e)y BC N(A;e).
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Lema 1.3.4 (Lema de Extensién). Sean {A,}, una sucesién de Cauchy en H(X)
y {n;}; una sucesién creciente de naturales. Suponga que {z,,}; es una sucesion de
Cauchy en X tal que z,, € A,, para cada j € N. Entonces existe una sucesion de

Cauchy en X, {Z,},, tal que z,, € A, para cadan € Ny z,,, = 7, para cada j € N.

Demostracion. Construyamos la sucesion {Z, },, como sigue: para cada 1 < n < ny,
elijamos z, € A, de tal manera que dist(z,,, A,) = d(x,,,z,). Ahora, considere-
mos j € {2,3,...}. Para cada n € {n;_; +1,...,n;}, tomemos z, € A, tal que
dist(zn,, An) = d(zy;, T,); la existencia de cada 7, se debe a la compacidad de A,.
Bajo esta construccion, observe que ,, € A,, para cadan € Ny I, = z,;, para cada
J € N, con lo cual, solo resta mostrar que {Z, },, es una sucesiéon de Cauchy. En efecto,
sea € > 0. dado que {z,,}; es de Cauchy en X, existe N1 > 0 tal que ng,n; > N
implica d(zy,,z,;) < §. Por otra parte, como {A,}, es de Cauchy en H(X), existe
Ny > 0 tal que m,n > Ny implica d (A, An) < 5y, por Proposicion|1.3.3 se tendria
que A, € N(Ap;5) y Am © N(Ar; 5).

Tomemos N = max{Ny, N2}, de modo que si m,n > N, entonces
A(Tm, Zn) < (@, Tn;) + d(Try, Ty ) + d(Tny,, T),

dondem € {n;_1+1,...,n;} yn € {ng_1+1,...,n;} para algunos j, k > 2. También

se tiene que dy(Apm, An;) < 5, ast que x,,, € N(Ap; 5) y con ello, d(x,,,7,) < 5. De
igual modo, d(xy,,Z,) < §. Por lo tanto, d(Z,,, Z,) < €, para cada m,n > N, lo cual

termina la prueba. O

En adelante, dada una sucesion {x, }, en cualquier espacio métrico X, la expresién
Tn, — x tendra el mismo significado que lim Tp = X.
n oo
Veamos finalmente el resultado central de esta seccién, el cual nos ofrece la equi-

valencia entre la completez de H(X) y la completez de X.

Teorema 1.3.5. Sea X un espacio métrico. Entonces H(X) es completo si, y solo
si, X es completo. Ademas, si {A,}, es una sucesion de Cauchy en H(X) y A, — A,

entonces A se puede caracterizar de la siguiente forma:
A = {x € X : existe una sucesion {z,}, en X, con z, -z y x, € A,, n € N}.
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Demostracion. Supongamos primero que H(X) es completo y mostremos que X es
completo. Sea {z,}, una sucesion de Cauchy en X. Dado que cada conjunto de la
forma {z,} es compacto y no vacio, para cada n € N, entonces {{z,}}, es una

sucesion en H(X). Podemos notar que

dy({zn}, {zm}) = _({xn}a {zn}) = dist(zn, {zm}) = d(zn, Tm),
por lo que {{z,}}, es una sucesién de Cauchy en #H(X). Por hipdtesis, existe un
conjunto B € H(X) tal que {{z,}} — B; esto es, para todo € > 0, existe N € N tal
que n > N implica dg (B, {z,}) < §. Por otro lado, sean by, b; € B y tenga en cuenta
que

d(B,{z,}) = méx{dist(b, {z,,}) : b € B} = max{d(b,x,) : b € B}.

De este modo, si n > N, entonces
d(bo, b)) < d(bg, ) + d(by, z,) < 2d(B, {x,}) < 2dg(B, {x,}) < 2% =e.

Luego, by = by, asi que B debe ser un conjunto unitario, digamos B = {by}.

En conclusion, para todo € > 0, si n > N, obtenemos que

d(zp,bo) = du({xn}, {bo}) = du({z.}, B) <e.

De donde, x,, — by, mostrando que X es completo.

De manera reciproca, supongamos que X es completo y mostremos que H(X) es
completo. Sea {A,}, una sucesién de Cauchy en H(X) y definamos A como en el
enunciado. Dividamos la prueba en los siguientes cinco pasos.

Paso 1: A # (. El hecho de que la sucesion {A,}, es de Cauchy, nos permite
escoger una sucesion creciente de naturales, Ny < Ny < --- < N; < ---, tales que:
para cada i € N, si m,n > N;, entonces dy (A, A,) < % Debido a esto, tenemos
di(An,, An,) < 1, lo cual indica que Ay, C N(Ano; 3) v asi, si zy, € Ay, entonces
dist(zn,, An,) < &. Luego, existe zy, € Ay, tal que d(zy,,zy,) < 3. Asimismo, como
di(An,, An,) < 55, entonces Ay, € N(Ap,; ), por lo que debe existir 2y, € Ay, tal
que d(zn,, Tn,) < 2% Siguiendo sucesivamente este proceso, obtenemos una sucesion

1

{@n, }i, con zy, € Ay, tal que d(zy,, TN, ,) < 5-
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Supongamos, sin perdida de generalidad, que N,, < N,,. Entonces

d(me? an) < d(me? meJrl) + d(meJrlvaerz) + e+ d('anq ) INn)

1
<27m+2m+1+.”+2n—1'

De este modo, para todo € > 0, existe N,,,, € N tal que N,, > N,, > N,,, implica

1 1

+ +oet

2m+1 2n—1

< —
= om

Esto muestra que la sucesion {zy,}; es de Cauchy en X y ademds, zy, € Ay, para
cada i € N. Por Lema |1.3.4] existe una sucesién {Z,}, en X, la cual es de Cauchy,
Z, € A, para cada n € Ny también, xy, = xy, para cada ¢ € N. La completez de X
permite encontrar x € X tal que x,, — x, concluyendo que = € A.

Paso 2: A es cerrado en X. Para mostrar esto, veamos que A C A. En efecto,
sea a € A. Entonces, existe una sucesién en A, digamos {ak}k, tal que ar — a.

Por definicién de A, para cada a, € A existe una sucesiéon {z*},, con zf € A,

k

7 . .7 k
Y — aj. Note que los términos de la sucesién {x;}, son

para cada n € N y x
Hxlto {22}, {28}, ..}, donde {2}, = {x%, 2, ... ,2,...} es una sucesiéon
que tiende a a;, para cada ¢ € N. Dado que a; — a, es posible encontrar una su-
cesion creciente de naturales, digamos que son Ny < Ny < --- < N;---, tal que

para cada i € N, d(ay,,a) < % También, como z)i — ay,, existe m; € N tal que
d(x%’;,am.) < %, para cada ¢ € N. Ahora, sea ¢ > 0. Es claro que existe M € N tal

que 7 > M implica % < €. Por lo tanto, si i > max{M,m;}, obtenemos que

. . 1 1 2
d(zXi a) < d(@Yi ay,) +day,a) < -~ + - == <e
! ! 3 7 ?
Esto muestra que la sucesién {z)} }; converge hacia a. Definamos y,,, := x., de modo

que Y, € An, para cada i € Ny y,,, — a. Luego, {ym, }; es una sucesién de Cauchy
en X. Por Lema , existe una sucesiéon de Cauchy, {4, }m, tal que y,, € A, para
cada m € Ny ¥, = ym, para cada i € N. Como X es completo, {¥m}m debe ser
convergente y dado que y,,, — a, debe ocurrir que y,, — a. De donde, a € A.

Paso 3: Veamos que para cada ¢ > 0, existe N € N tal que n > N implica
A C N(Ap;e). Sea e > 0. Como {A,}, es de Cauchy en H(X), existe N; € N tal que
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si m,n > Ny, entonces dy(A,, Ay,) <€, de lo cual se tiene, por la Proposicion [1.3.3]
que A,, C N(An; €). Si tomamos a € A, existe una sucesién {a} tal que a — a
y ar € A para cada k € N, por ende, existe Ny € N tal que m > N, implica
d(am,a) < e.

Consideremos N = méax{Ny, N>}, para que {ax,;}; sea una sucesién en N(A,;¢)
que converge hacia a, ya que para cada m > N, se sigue A,, C N(A,;¢). Esto tltimo
indica que a € N(A,;¢); pero N(A,;€) es cerrado en H(X), lo cual implica que
a € N(Ap;e). Asi, para n > N, obtenemos A C N(A,;¢).

Paso 4: A € H(X). Por (1) y (2), solo serd necesario mostrar que A es totalmente
acotadoﬂ Supongamos lo contrario, es decir, existe ¢ > 0 para el cual no existe
cubrimiento finito, compuesto por bolas abiertas de radio €, que recubra a A. Sea
z1 € A, tal que A € By(z1;€), luego existe zo € A tal que d(z1,z2) > €. Del mismo
modo, dado que A & By(z1;€) U By(zo;€), existe a3 € A tal que d(xs,x1) > €y
d(x3,x9) > €. De esta manera, se construye una sucesiéon {x, }, de elementos de A tal
que d(x,,, ;) > €, para todo m # k. Por (3), existe N; € N tal que A C N(Ap,; $),
de modo que para todo x, € A, existe y, € An, tal que d(z,,y,) < 5. Al ser Ay,
compacto, existe una subsucesion {yn, }x de {yn }n, que converge en Ay, lo cual indica
que es de Cauchy y, por tanto, existe N, € N tal que 4, j > Ny implica d(yn,, yn,) < §.
Asi, si i, j > Ny, se tiene que

d(ITLi?an') S d(xnuyn]) + d(yn“ynj) + d(yn]‘a‘rnj) < % + % + % = 67

lo cual contradice la forma como fue construida la sucesién {x,},.

Paso 5: nh_)r{.lo A, = A. Teniendo en cuenta (4) y la Proposicion [1.3.3 basta con

mostrar que: para todo € > 0, existe N € N tal que n > N implica A, C N(4;¢). En
efecto, sea € > 0. Como {A,}, es de Cauchy, existe N € N tal que n,m > N implica
dr(Am, A,) < §; en particular, si n,m > N, entonces A, C N(4,,; 5). En este orden

de ideas, podemos escoger N < N; < Ny < --- < N; < ---, una sucesion creciente de

2Todo subconjunto de un espacio métrico completo es compacto si, y solo si, es cerrado y total-

mente acotado.
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naturales tal que A, C N(A,; 371 ), para cada m,n > Ny, con lo cual,
_ € _ € _ €
A, C N(AN1;2>7 Apn, QN<AN2§22)7 AN, §N<AN3;23) oo

Dado y € A,, existe zy, € Ay, tal que d(y,zy,) < 5. Como zy, € Ap,, existe

£

5z- De manera similar, utilizamos induccion para

TN, € ANQ tal que d($N1awN2) S
conseguir una sucesion {zy, }r tal que d(zp, Tr41) < 557 ¥ TN, € Ay, para cada

k € N. Tenemos, entonces, que

d(y7 xNk) < d(y7 xN1) + d(lev xN2) +oeeet d(xNk—17xNk) <

para cada k € N. Ademds, note que {zy, }; es una sucesién de Cauchy, por ende,
TN, — © para algin x € X, pues X es completo. También, z € A.
Finalmente, veamos que d(y, x) < €. Si d(y,x) > €, entonces d(y,z) —e > 0. Como

TN, — T, existe M > 0 tal que Ny > M implica d(zn,,z) < d(y,z) — €. Luego,
€< d(y,l’) - d(ZL‘Nk,ZE> < d(yal‘Nk) + d(ZENk,I) - d(lew‘r) <,

lo cual es una contradiccion, concluyendo que d(y,z) < e. Se habia afirmado que
r € A, entonces y € N(A;e), por consiguiente, 4, C N(A;¢), siempre que n > N.

Esto completa la prueba de (5) y en consecuencia, H(X) es completo. O

Para finalizar esta seccion, presentamos algunos resultados que se derivan de los
conceptos ya estudiados, los cuales seran de utilidad para el buen funcionamiento de

los sistemas iterados de funciones.

Lema 1.3.6. Sean X un espacio métrico completo y {A,,}, una sucesién de Cauchy

en H(X) tal que 4y D Ay D --- D A, D---. Entonces 4, — [ A,

n=1
Demostracién. Consideremos A como en el Teorema|1.3.5 Por dicho resultado, H(X)
o0
es completo y A, — A. Veamos que A = ﬂ A,. Six € A, existe una sucesién en X,
n=1

o0
{zn}n, tal que z,, » x y z,, € A, para cada n € N. Debemos mostrar que = € ﬂ Ay
n=1

pero digamos lo contrario, es decir, supongamos que existe N € N tal que = ¢ Ay.

Como Ay es compacto, también se tiene que x ¢ Ay. Luego, existe ¢ > 0 tal que
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By(x;€) N Ay = 0. Como z,, — z, existe M € N tal que n > M implica d(z,,z) < €
en particular, tomando P = max{N, M}, obtenemos d(zp, ) < € 0, lo que es igual,
xp € By(z;€). Por hipétesis, Ap C Ay, y como xp € Ap, resulta que zp € Ap;

contradiccion, pues se habia dicho que Bq(x;€) N Ay = 0. Asi pues, A C ) A,.

n=1
[e%S)

Reciprocamente, si x € ﬂ A,, entonces x € A, para todo n € N. Note que la
n=1
sucesion {z,},, donde x, = = para todo n € N (sucesién constante) cumple con las

condiciones para que x € A. por tanto ﬂ A, C A n

n=1

Lema 1.3.7. Sean X un espacio métrico completo y {A,}, una sucesiéon de Cauchy

en H(X) tal que A; C Ay C--- C A, C---. Entonces 4, — |J A,

n=1

Una prueba similar a la del Lema [I.3.6] se tiene para el Lema [I.3.7] por lo que no

sera agregada.

Lema 1.3.8. Sean X un espacio métrico y f: X — X una contracciéon. Definimos
la funcién f : H(X) — H(X) por f(A) = f(A), para todo A € H(X). Entonces f

es una contraccion en H(X).

Demostracion. Teniendo en cuenta que toda contraccién es continua y envia com-
pactos en compactos, se tiene que f estd bien definida. Como f es una contraccion,
existe r € [0,1) tal que d(f(z), f(y)) < rd(z,y) para todo z,y € X.

Sean A, B € H(X). Tenemos que

du(f(A), f(B)) = du(f(4), f(B)) = mix{d(f(A), f(B)),d(f(B). f(A))}.

Supongamos que d(f(A), f(B)) > d(f(B), f(A)). Entonces:

dir(f(A), f(B)) = d(f(A), f(B)) = méx {min{d(z,w) : z € f(A)} : w € f(B)}
— méx {min{d(f(a), f(b)) : a € A} : b € B}
< méx {min{rd(a,b) : a € A} : b € B}
= rmax {min{d(a,b) : a € A} : b € B} =rd(A, B)
< rmax{d(A, B),d(B,A)} = rdy(A, B).

Sid(f(A), f(B)) <d(f(B), f(A)), se procede de manera analoga. O
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Lema 1.3.9. Sean X un espacio métrico, N € N fijoy f; : X — X contracciones
en X, coni=1,2,..,N.Sisedefine F : H(X) — H(X) por F'(A) = ij fi(A), para
todo A € H(X). Entonces F' es una contraccién en H(X). Ademads, si iﬁltiene factor
de contracciéon r;, para cada i = 1,2,..., N, entonces F' tiene factor de contraccion

r=max{r;:i=1,2,..., N}

Demostracion. Sean A, B € H(X). Observe que f;(A) es compacto para cada i en
{1,2,...,N}, y dado que la unién finita de compactos es compacto, F' estd bien
definida. Sea r; un factor de contraccién de f;, para cada i € {1,2,..., N}. Entonces,

por Proposicion y el Lema [1.3.8, obtenemos:

du(F(A), F(B)) = du (U ra. U ﬁ(B))

< méx {du(f1(A), fi(B)),du(f2(A), f2(B)),...,du(fn(A), fn(B))}
S max {T’ldH(A, B),’f’gdH(A, B), . ,TNdH(A, B)}
S TméX{dH(A, B)} = Y’dH(A,B),

donde r = méx{ry,ro,...,rn}. -
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Capitulo 2

Sistemas iterados de funciones y

obtencion de fractales

En este capitulo abordamos el estudio de uno de los métodos mas usados para la
construccion de fractales, los sistemas iterados de funciones. A partir de este método
es posible extraer diversas propiedades topoldgicas, poco usuales en el contexto de
los espacios métricos, las cuales empleamos para unificar, bajo un nombre comin, a

todos los fractales estudiados es este trabajo.

2.1. Definicién y caracteristicas de un fractal

En la actualidad los fractales son una herramienta matemaéatica de gran impor-
tancia para el modelamiento de muchos fenémenos naturales que hasta hace poco
se convirtieron en los pilares de una nueva y amplia rama de las matemaéticas. Be-
noit Mandelbrot, quien en 1974 involucra estos objetos fractales en muchas ciencias,
logra encontrar ciertos patrones presentes en diferentes contextos de la naturaleza,
los cuales no podian ser descritos con exactitud por la matematica que existia en el
momento. En 1980, Mandelbrot, con la publicacién de su libro The Fractal Geometry
of Nature [19] populariza la geometria fractal a nivel mundial, convirtiéndose en el
punto de partida para muchos pensadores y cientificos.

Es importante resaltar que debido a la gran gama de formas fractales existentes,
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hoy en dia no se cuenta con una definiciéon formal de lo que es un fractal. Sin embargo,
gracias a los trabajos de Mandelbrot y matematicos como K. J. Falconer [14], J. E.
Hutchinson [I5] y M. S. Barnsley [5], entre otros, podemos definir dos caracteristicas
fundamentales que poseen muchos fractales, como la autosemejanza o autosimilitud y
la dimension fractal o dimension de Hausdorff. Una de las definiciones mas aceptadas,
aunque no plenamente formal es la siguiente:

“Un fractal es un conjunto autosemejante y cuya dimension de Hausdorff es es-
trictamente mayor que su dimension topologica”

Por la complejidad de estas caracteristicas, pues son conceptos que presentan
muchas aristas en la investigacion, diremos que un conjunto A en un espacio métrico,
es llamado fractal, si se puede evidenciar alguna de las siguientes:

(1) Presenta alguna forma de autosimilitud, es decir, estd conformado por copias
de si mismo en cualquier escala.

(2) Posee una estructura “fina”: detalles en escalas arbitrariamente pequenas.

(3) Es demasiado irregular para ser descrito en el lenguaje geométrico tradicional,
tanto local como globalmente.

(4) Se obtiene por un procedimiento recursivo.

(5) Su dimensién de Hausdorff es mayor que su dimensién topoldgica.

Algunos de los fractales clasicos mas conocidos con estas caracteristicas se cons-
truyen de manera geométrica como sigue:

Tridngulo de Sierpinski. Consideremos una region triangular de R?, delimita-
da por un triangulo cualquiera y llamémosla T. Se unen los puntos medios de los
lados del triangulo, de tal manera que su interior queda dividido en cuatro nuevos
tridngulos, de los cuales eliminamos el tridngulo central; llamemos T} a la figura re-
sultante. En cada uno de los tres triangulos restantes se realiza la misma operacion
para obtener una figura con 32 tridngulos interiores, el cual llamamos T5. Repetimos
el proceso con los nueve tridngulos para obtener 3% nuevos tridngulos y asi sucesiva-
mente. Entonces, se tiene una sucesién de figuras Ty, T, Ts,..., T,,...cuya “figura
limite”, llamemosla T, se le llama tridngulo de Sierpinski (ver Fig. .

La llamada figura limite puede ser obtenida formalmente como el limite de cierta
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sucesion, como veremos en la siguiente seccion. Sin embargo, al igual que las obte-
nidas en los siguientes ejemplos, podemos definir dicha figura limite como conjunto,
mediante la interseccion de la familia {7}, },, esto es, T = N2, T,; razon respaldada
por el Lema [1.3.6]

Conjunto de Cantor. Tomemos un segmento Cj de determinada longitud, se
divide Cj en tres segmentos de igual longitud y se elimina el segmento central, dando
como resultado los segmentos C; y C12 cuya union seré el conjunto Cy; C; = C11UCH,.
Este proceso se repite con C; y C5 formando 4 nuevos segmentos que llamaremos Cyq,
Cag, Cy3 v Uy cuya union serd el conjunto Cs. Si continuamos indefinidamente de esta
forma, en el paso j se obtienen 2/ segmentos de la forma Cjy, con k =1,2,...,2/, de
modo que C; = Uij:l Cji. Luego, el “conjunto limite” de este proceso, definido como
C =52, Cj, es llamado el conjunto de Cantor (ver Fig. [2.1b).

Esponja de Menger. Partamos de un cubo M, de R?, el cual dividimos en 27
cubos cuyas aristas son 1/3 de la arista de My, y se elimina el cubo central de cada
cara, incluyendo el cubo que queda exactamente en el centro de M. Luego, resulta
una figura con 20 cubos el cual llamaremos M;. En cada uno de los 20 cubos se repite
el mismo proceso para obtener una figura con 20? diminutos cubos el cual llamaremos
M, v asi sucesivamente. Se obtiene la sucesion de figuras My, My, Ms,..., M,,...y

se define la esponja de Menger como M = (32, M; (ver Fig. [2.1c).

42
v

&Vi
AHH L L

(a) Triangulo de Sierpiriski (b) Conjunto de Cantor (c) Esponja de Menger

Figura 2.1

Ademas de poseer autosemejanza y una dimensiéon fractal, estos y muchos otros

fractales poseen propiedades muy interesantes, las cuales los hacen objetos de estu-
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dio muy aplicativos. Veremos ahora como podemos obtenerlos utilizando sistemas

iterados de funciones.

2.2. SIF y atractor del SIF

En 1981, J. E. Hutchinson, utilizando propiedades comunes de la topologia, fue el
primer matematico en elaborar una teoria unificada para la obtencién de una amplia
clase de conjuntos fractales, a los que llamé “conjuntos estrictamente autosemejantes”.
Luego, Michael F. Barnsley, utilizando funciones contractivas, generalizé el método
de Hutchinson, ampliando notablemente la familia de fractales obtenidos y, con ello,
la posibilidad de encontrar conjuntos que se aproximen, tanto como queramos, a un

objeto natural.

Definicién 2.2.1 (SIF). Un Sistema Iterado de Funciones (SIF) es una coleccién
finita de contracciones f; : X — X, donde X es un espacio métrico completo, y
todo factor de contraccién de f; es distinto de cero, para cada i € {1,2,..., N}. Esta

coleccion sera denotada por {X; fi1, fa, ..., fn}

Dado un SIF {X; f1, fa,..., fn}, definimos el factor de contraccion del SIF como
r = max{ry,rq,...,rn}, donde r; es un factor de contraccién de f;, para cada i €
{1,...,N}.

Si a un SIF dado le agregamos una funcion constante, es decir, fo : H(X) — H(X)
definida por fo(K) = B, para todo K € H(X), entonces la coleccién { X; fo, f1,..., fn}
se denomina un SIF con condensacién y f; es llamada la funcion de conden-
sacion.

A continuacién, presentamos una version del teorema del punto fijo para elementos
de H(X).

Teorema 2.2.1. Sea {X; f1, fo,..., fn} un SIF. Se define la funcién F' de H(X)
en H(X) como F(K) = L]jfi(K), para todo K € H(X). Entonces, existe un tnico
conjunto A € H(X) tal qltje1

F(A) = U fi(A) = A. (2.1)



Ademas, para todo K € H(X), la sucesion {F°"(K)},, converge hacia A.

Demostracion. La funcion F' esta bien definida, pues la unién finita de compactos
es otro compacto. Por Lema la funcién F' es una contraccién en H(X) que es
completo. Aplicando el Teorema a F, debe existir un tinico A € H(X) tal que
F(A) = A. Més aun, para cualquier K € H(X), se tiene que F°"(K) — A. O

En adelante se utilizara la letra F' para referirnos a la funcién definida en el
Teorema y el punto fijo obtenido sera llamado el atractor del SIF. De manera

analoga podemos demostrar este teorema para SIF con condensacion.

Lema 2.2.2. Sea {X; f1, fa, ..., fn} un SIF con atractor A. Para todo C, D € H(X)

tales que C' C A C D, se cumple que

A= GOFO"(C) = fj] F°™(D).

Demostracion. Para empezar, recordemos que F°"(C') representa la n-ésima compo-
o
sicion iterada y F°°(C') = C. Mostremos que A = | J F°*(C). En efecto, sea z € A.

n=0
Note que por Teorema [2.2.1) {F°"(C)},, es una sucesion de Cauchy en H(X), pues
esta converge a A. Luego, por Teorema [1.3.5]

A = {x € X : existe una sucesion {z,}, en X, con z, -z y x, € F"(C), n € N}.

De este modo, existe una sucesién {z,}, en X tal que z, — z y 2z, € F°"(C), para
oo

todo n € N. Esto indica que z, € U F°*(C) para todo n € N, es decir, {z,}, es una
n=0
sucesion en | J F°"(C) tal que z, — z y por tanto, z € | J F°*(C).
n=0 n=0
Ahora, dado que C' C A, se tiene que f;(C) C f;(A) para cada i € {1,2,... N},

de modo que F°"(C') C F°"(A) = A para todo n € NU{0}. Asi pues, | ] F*"*(C) C A,

n=0

y como A es cerrado, | J Fo*(C) C A = A. Por tanto, A = ] F°*(C).

n=0 n=0
[e'S)

Veamos que A = (] F**(D). Por hipétesis, A C D, entonces f;(A) C f;(D) para
n=0

cada i € {1,2,...,N}. Asi A = F°"(A) C F°"(D), para todo n € NU{0}. Esto

implica A C (1) F°*(D). Reciprocamente, si z € (| F°"(D), entonces z € F°*(D),
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para todo n € NU{0}. Por Teorema [1.3.5 en conjunto con el Teorema se

obtiene también
A = {z € X : existe una sucesién {x,}, en X, con z, » x y z, € F"(D), n € N}.

Por ende, considerando la sucesién constante {z,},, donde z, = z, para todo n € N,

se tiene z, € F°"(D) para todo n € N, y se concluye que z € A. Esto muestra que

() F°*(D) C Ay por la doble contenencia, (| F*"(D) = A. O
n=0 n=0

La siguiente definiciéon busca extender notablemente la familia de conjuntos frac-
tales, que si bien, en algunos casos no es tan evidente la autosemejanza descrita por

B. Mandelbrot, presentan alteraciones muy interesantes.

Definicién 2.2.2. Un conjunto se dice autosemejante (o autosimilar) si es el atrac-

tor de un SIF.

El Teorema [2.2.1|representa una parte de uno de los resultados mas importantes en
la geometria fractal, el Teorema del Collage, descubierto por M. Barnsley. El segundo
enfoque de este teorema busca resolver el problema inverso del SIFE| y ofrece una
idea de qué tan cerca esta la aproximacion del atractor de un SIF a una imagen o

conjunto inicialmente dado.

Teorema 2.2.3. Sea {R"; fi,..., fy} un SIF (o SIF con condensacién) con factor

de contraccién r < 1y sea B un subconjunto compacto no vacio de R". Entonces

(A, B) < LﬁdH (B, U fl-(B)> ,

i=1

donde A es el atractor del SIF.

Demostracion. Utilizando la desigualdad triangular en la métrica de Hausdorff dy,

LEl problema inverso del SIF busca responder a la pregunta ;jPara cada conjunto acotado de R",

existe un SIF que lo genere?
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el hecho de que A es el atractor del SIF y el Lema [I.3.9] obtenemos lo siguiente:

an(4.8) < dn (.U 1(5)) + (U 52).5)

=1

= dy @1 fi(B), B) +dy @1 fi(B), [VJ fz-(A>>

i=1
N
i=1

de lo cual se sigue el resultado. O]

Una consecuencia del Teorema [2.2.3] es que cualquier compacto de R" puede ser

aproximado de forma arbitrariamente cerca por un conjunto autosemejante.

Corolario 2.2.4. Sea B un subconjunto compacto no vacio de R". Dado € > 0, existe

un SIF compuesto por similaridades fi, ..., fy con atractor A, tal que dgy(A, B) < e.

Demostracion. Por la compacidad de B en R", dado € > 0, podemos encontrar una

coleccion finita de bolas abiertas, Uy, ..., Uy, con centros en B, digamos z1, ..., 2y,
N

€

respectivamente, y radios §, tal que B C U U;. Recordando la Definicién |1.3.4], se
i=1

N = €
=1 4

Tomemos k£ € N tal que k sea mayor que 4 veces el diémetroﬂ de By ; < % Luego,

tiene que

para cada i € {1,..., N}, definamos la funcién f; : R® — R" por

Zi siow = z;
fitw) =1 ) '
w+(1—=12)z, si w#z.
Estas funciones son similaridades con factor de escala 1, tales que f;(B) C U;, para

cada i € {1,2,..., N}. Entonces f;(B) C U; C N(fi(B); %), de donde:

€ €

L_J fi(B)C N (B; 4> yBC QN (fi(B)§ 2).

N
Por la Proposicion |1.3.3| (7i7), inferimos que dy <B, U fZ(B)> < %, y luego, aplicando
i=1

el Teorema [2.2.3} se concluye que dy (A, B) < e. ]

2El didmetro de un subconjunto S de un espacio métrico X es diam(S) := sup{d(z,y) : z,y € S}.
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Al observar estos conjuntos autosemejantes, se puede notar que sus partes tienen
la misma forma o estructura que todo el conjunto, pero a diferente escala, e incluso
pueden estar ligeramente deformadas. En los siguientes ejemplos se evidencia esta

caracteristica con mas detalle.

Ejemplo 2. El atractor del SIF {R; fi, fo}, donde fi(z) = %.CE y fa(z) = %x - %,
es el conjunto de Cantor C. En este caso, F' : H(R) — H(R) viene dada por
F(K) = fi(K)U fo(K), para todo K € H(R). Consideremos como conjunto inicial

al intervalo Cy = [0, 1], de modo que:

Q:FKmZﬁmqu%ﬁ{Qﬂuﬁgy
= ricr=scrosicr-pAlofo oI L.)

1 2 3 6 7 8 9 18 19
n=F(Ch1)=|0,— an’ an an’ an ‘an’ an an’ an B
Cj(c”@ﬂubﬂubdubﬂubﬂu

donde (), representa la uniéon de los primeros 2" intervalos. Se tiene entonces la
sucesion de conjuntos Cy, Cp, Cy, . .., que es de Cauchy en H(R); en efecto, sea € > 0.

Para todo m,n € N, existe N € N tal que €3 > m —n. Luego, si m > n > N,

entonces
dch%}mO)—1+1 R
- 1/1 1 1 1
=izt tgmt )
1/m—n

Ahora bien, dado que Cy 2 €} D Cy D --- 2 C; D ---, aplicando el Lema y
posteriormente el Teorema [2.2.1] concluimos que el atractor del SIF es

lim F"(Ch) = nh_}rgo C, = ﬂ C,=C.

n—00
k=1

De manera similar se puede demostrar que los siguientes dos fractales son los

atractores de los SIF correspondientes.
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Ejemplo 3. El atractor del SIF {C; f1(z) = 3z, fa(2) = 22+ 3, f3(2) = 32 + 3i}
es el tridngulo de Sierpinski. Mas preciso, es un objeto homeomorfo al tridngulo de
Sierpinski.

Si Tj es la regién triangular con vértices (0, 1), (0,0) y (1,0), entonces:

(a) F(To) (b) F*(Tp)

Figura 2.2

Ejemplo 4. El atractor del SIF {C; fi, fo, f3, fa, f5, f6, [z, fs}, donde:

1 11 12 1 2 1,
hlz) = 3%, fz(Z) =gztg fim) =gzt g fm) =gzt 5+ gi

1 L, 12 11, 1 2 2
fo(z) = §’Z+ i folz) = §z+§+ fr(z) = 3” gZst(Z)—gz—irg—i—gz,

es llamado carpeta de Sierpinski y es una versién en R? de la esponja de Menger.
Tomando como conjunto inicial al cuadrado Ky de vértices (0,0), (1,0), (1,1) y

(0,1), obtenemos el fractal deseado como sigue:

(b) F°2(Ko) (¢) F°"(Ko)

Figura 2.3
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Existen fractales muy conocidos que no cumplen estrictamente la propiedad de
autosemejanza descrita por Mandelbrot. El siguiente fractal es un claro ejemplo de

ello, aunque puede obtenerse como atractor de un SIF con condensacion.

Ejemplo 5. Considere el SIF con condensacién {C; fo, f1, f2}, donde fy es la funcién
de condensacién dada por fo(K) = {0} x[0,1] para todo K € H(C), fi(z) = Sze "1 +i
y fa(z) = 1z€'t 4 i. En este caso, F(K) = ({0} x [0,1]) U f1(K) U f2(K), para todo
K € H(C). Si se toma como conjunto inicial al compacto Ag = {0} x [0, 1], iterando
varias veces obtenemos la siguiente sucesion de figuras que nos da una aproximacion al
fractal conocido como arbol binario, el cual es el atractor del SIF con condensacion.
Esto puede ser demostrado utilizando un argumento similar al del Ejemplo [2] pero
esta vez teniendo en cuenta el Lema y por supuesto el Teorema para SIF

con condensacion.

(a) F*(Ao) (b) F°%(Ao) (c) F°"(Ao)

Figura 2.4

Usando el entorno programéatico de Matlab, podemos observar una buena aproxi-
macion al fractal conocido como dragén de Heighway, obtenido como atractor de
SIF {C; f1, f2}, donde fi(z) = 3(1 +4)z y fo(z) =1 — (1 — i)z. La funcién F viene
dada por F(K) = fi(K) U f5(K), para todo K € H(R?), de modo que si iniciamos
con el compacto Hy = [0, 1] x {0}, iterando una cantidad prudente de veces, se obtiene

la siguiente sucesion de figuras:
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05 05

045 045

035 035

03 03

025 025

02 02

(a) F(Ao) (b) F°2(Ao) (c) F°(Ao)

Figura 2.5

2.3. Funcién de direccionamiento y espacios de Can-
tor

A continuaciéon mostraremos una forma de identificar los elementos del atractor de
un SIF como codigos del espacio métrico (XN, d,). Se introduce una funcién especial
propuesta por A. Kameyama [16], que facilita la caracterizacion de ciertos conjuntos
fractales y la obtencién de los mismos como cocientes topoldgicos de (XN, d,), el cual

veremos que se trata de un espacio de Cantor.

Definicién 2.3.1. Dado el SIF {X; f1, fa, ..., fn}, se define su espacio de cédigos

asociado como el espacio métrico (XN, d,), donde ¥ = {1,2,..., N}.

Veamos ahora la construcciéon de una funcién continua del espacio de codigos

asociado a un SIF, sobre el atractor del SIF.

Proposicién 2.3.1. Sean {X; fi, fo,..., fn} un SIF y K € H(X). Entonces existe
un conjunto K tal que K C K y para cada i = 1,2,..., N, la funciones f; : K—K
determinan el SIF {f(, fi, fas - fN )

Demostracion. Consideremos el SIF con condensacién {X; fo, f1, fo, ..., fn}, donde
fo es la funcién de condensacién definida por fy(B) = K, para todo B € H(X).

Este SIF posee atractor, es decir, existe K e H(X) que viene a ser el punto fijo

N
de la contraccién Fy : H(X) — H(X) dada por Fy(B) = | J F.(B) = K U F(B),
n=0

para todo B € H(X). Asi, K es un compacto tal que Fy(K) = K, con lo cual
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K UF(K) = K. Esta tltima igualdad implica que K C K y F(K) C K, lo cual

indica que las funciones f; : K—K ,cont=1,2,..., N, estan bien definidas. [

La Proposicién [2.3.1] nos dice que si queremos ver el comportamiento de un SIF,
en un subconjunto compacto fijo de X, podemos restringir el SIF sobre algiin espacio

métrico compacto.

Proposicién 2.3.2. Sean {X; fi, fo,..., fa} un SIF con factor de contraccién A\ y
(XN d,) el espacio de los cédigos asociado al SIF. Para cada a = ajasas--- € XN,
ne€Nyz e X, sedefine ¢ : YNXN xX — X como ¢(a,n, 1) = fu,0fay 00 fa, (T);
cada «a; pertenece a ¥ = {1,2,...,N}. Dado K € H(X), existe una constante real
D > 0 tal que d(¢(a, m, x1), p(a, n, 25)) < DA™ siempre que a € BN, m,n € N

y 21,22 € K.

Demostracion. Sean o € YN, m,n € Ny z;,7, € K. Supongamos, sin perdida de
generalidad, que m < n. Por Proposicién existe K € H(X) tal que K C Ky

cada contracciéon f; : K — K esta bien definida. Tenemos que

qb(oz,n,xg) = fa1 Ofa2 SE ofocm ofocm+1 O--- Ofan(l’g).

Luego, si se define z3 := f,,.,, 00 fa,(x2), €l cual es un elemento de K, entonces

d(a,n,x9) = fa, © fag © -0 fa, (x3) = ¢(a, m, x3). Por lo tanto:
d<¢<047 m, ml)? ¢(av n, xQ)) = d(¢<&a m, ml)a ¢(04> m, xS))

= d(foq © faz ©---0 fam(xl)afal © faz ©---0 fam(xS))
S /\md(fﬁhl’?,) S /\mD,

donde D = méx{d(z,y) : z,y € [A(}, el cual existe por la compacidad de K. ]

En adelante se utilizara el simbolo ¢ para referirnos a la funcién definida en la

Proposicién [2.3.2]

Teorema 2.3.3. Sean {X; fi, fo,..., fn} con atractor A y (ZV,d,.) el espacio de
codigos asociado al SIF. Considere la funcién ¢ : (XN, d.) — (A, d) definida por
pla) = 1im d(a,n, r), para cada a € XN, Entonces ¢(a) siempre existe, pertenece a

Ay es independiente de z. Ademas, p es continua y sobreyectiva.
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Demostracion. Sean o = ajagaz--- € XN, 2 € X y K € H(X) tal que z € K. Por

Teroema 2.2.1| sabemos que A = lim F"(K ). Consideremos la sucesién {s, }, dada

por s, = ¢(a,n,z) y veamos que es de Cauchy en X. Sea ¢ > 0. Como lo establece la
Proposicién , existe D > 0 tal que d(s,,s,,) < DA™™™} Dado que 0 < A < 1,
para n y m suficientemente grandes se tiene d(s,, s,,) < €, indicando que {s,}, es de
Cauchy en X. Por ser X' completo, lim s, = () existe. En vista de que s,, € F°"(K)
para todo n € N, la caracterizaciéon de A mostrada en el Teorema [1.3.5] nos dice que
() € A. Por otra parte, dados z,y € X y K € H(X) tal que z,y € K, se emplea
nuevamente la proposicién m para obtener d(¢(a, m,z), d(a,n,y)) < Amn{nmip
y, por ende, d(¢(a, m,x), d(a,n,y)) < €. Esto demuestra que p(«) es independiente
de z, pues p(a) = 77%1_1)%0 o(a,m,x) = nh_}IIOlO o(a,n,y).

Mostremos que ¢ es continua. Sean ¢ > 0y a = ajag -+, f = 12+ cddigos

de ¥N. Escojamos ng € N tal que \™ < 5, donde D es la constante obtenida por la

Proposicién [2.3.2) y digamos que d.(a, §) < § = Entonces a; = 3;, para todo

1
RESHIT

1=1,2,...,n9, de ahi que para m > ng,

d(¢(aam7 .’E), ¢(67m7y)) = d(faq ©---0 fam(x)v fBl ©---0 fﬁm(y))
= d((a,m, z), dla, no, 2)) < A°D < e,

donde 2 = f5, ., 0o f5,(y). Asi pues, d(p(a),p(8)) < €, mostrando la continui-
dad de ¢. Por ultimo, veamos que ¢ es sobreyectiva. Para ello, tomemos de manera
arbitraria a € A y mostremos que existe 3 € XN tal que ¢(f) = a. Para cada x € X
se tiene que {z} € H(X), de modo que A = Im F°*({z}), donde

For({a}) = {far 0 fay 0+ 0 fa, ()t € {1,2,...,N}; 1 <i < n}.

Dado que {F°"({x})}, es una sucesién de Cauchy en H(X), la caracterizacion de
A nos permite encontrar una sucesiéon {a,}, tal que a, — a y a, € F"({z}), para
cada n € N. Dicho esto ultimo, podemos definir una sucesién de cédigos {a"},,
donde o™ = afayay---, de tal manera que a, = fan © fop 0 -+ 0 fun, para cada
n € N. Por la compacidad de X, {a"},, admite una subsucesién convergente, digamos

(a*n),, — B. Note que las componentes iniciales de los codigos a* se igualan a las de
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B a medida que n aumenta, por consiguiente d(¢(3,n, z), d(ca*r n,x)) < XD, donde
t es el nimero de veces que ocurre o = 3,,, con 1 < m < t, y como ¢t aumenta a

medida que n aumenta, entonces

o(8) = lim ¢(8.n,7) = lim $(a" n,z) = 1 foe 0 foan -0 f (1)

n—oo

= lim a;, = a.
n—00 kn

Esto completa la demostracion. O

La funcién ¢ del Teorema la llamaremos funcién de direccionamiento.
Sia € A, el conjunto p~!(a) = {a € IV : p(a) = a}, el cual es no vacio, sera llamado
conjunto de direcciones de a y a cualquiera de sus elementos le diremos direccién
o codigo de a.

El siguiente resultado sera relevante mas adelante.

Proposicion 2.3.4. Sean {X; f1, fa, ..., fx} un SIF con atractor Ay ¢ : XN — Ala
correspondiente funcién de direccionamiento. Entonces, para todo o = ajarg - - - € 3N,
se cumple p(ajasas ) = fo,(p(agaz---)). Ademds, si f; es inyectiva para cada
i €{1,2,...,N}, entonces p(ajasas---) = p(a1fBaB3- -+ ), para todo a, 3 € XN si, y
solo si, p(agag -+ ) = @(Pofs---), donde o = ayagaz -+ y = 15203 .

Demostracion. Sean o = oyasas--- € L y o € X. Teniendo en cuenta la continui-

dad de f,,, obtenemos:

@(Ozla?ai’» " ) = nh_{gofm O fap © faz 0 v+ 0 fan(x)
— fau (i foo© oy 0 -0 fuu (@)
= fai (pa2a -+ -)).

Este argumento demuestra la primera parte del enunciado. Para la segunda par-
te, supongamos que p(ajasasz---) = @(a[20;3 -+ ). Luego, de la primera parte, se
sigue que fo, (p(asag--+)) = fa,(0(B2B3--+)), y por la inyectividad de f,,, se ob-
tiene (agaz--+) = @(Pofs---). Procediendo de manera reciproca, si se tiene que
o(asag ) = o([af3--+), basta con aplicar f,, en ambos lados de la igualdad y

nuevamente emplear la primera parte. O]
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Asi pues, para cualquier punto del atractor de un SIF, podemos asignarle ahora un
codigo que facilita la caracterizacion del atractor. Mas aun, en el caso particular para
el cual ¢ es ademds inyectiva, podemos establecer evidentemente un homeomorfismo

como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6. Consideremos el SIF del Ejemplo [2] cuyo atractor es el conjunto de
Cantor C. Observe que tanto las contracciones del SIF como la funciéon de direcciona-
miento son inyectivas; en efecto, sean a = ajag -+, 3 = $1B2--- € XN, con oy # S
(sin perdida de generalidad). Supongamos que ¢(a) = ¢(/3). Por Proposicién [2.3.4]
obtenemos fo, (p(aaas--+)) = fz,(©(B283 - -+ )), lo cual indica que fo, (C)N f5,(C) # 0.
Pero fo,(C) N f5,(C) C fa,([0,1]) N f5,([0,1]) = 0; contradiccién. Por tanto, en este

caso ¢ es un homeomorfismo.

Con esto, podemos finalmente dotar a C con algunas propiedades topologicas
inducidas por XN. Es decir, C es compacto, perfecto y totalmente disconexo. De
hecho, es el tinico conjunto (salvo homeomorfismos) que posee estas tres propiedades;
esta demostracion puede encontrarse, por ejemplo, en [30]. De este modo, cualquier

espacio con dichas propiedades sera llamado espacio de Cantor.

Definicién 2.3.2. Sean {X; fi, fo, ..., fx} un SIF, XN su espacio de cédigos asociado
y ¢ : N —+ A la respectiva funcién de direccionamiento. Se define la relacién de

equivalencia ~ sobre ¥V, como: a ~ 3 < ¢(a) = ¢(B).

Bajo los supuestos de la Definicién [2.3.2], podemos establecer un homeomorfismo
entre el atractor del SIF y el espacio cociente X/ ~, teniendo en consideracién la

Proposicion [I.2.1] Veamos: en este caso resulta el siguiente diagrama triangular

SN

YN/~ A,

donde XN/ ~={[a] :a € XN} = {p7'({a}):a€ Ay g: EN — XN/ ~es la

funcién de descomposicion. La funcién @ : A — XN/ ~ se define como @([a]) = ¢(a),
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para todo [a] € ¥/ ~. Ademés, g = @ o ¢. De este modo, para probar que @ es
un homeomorfismo, se debe verificar que ¢ es una funcién cociente. Dado que ¢
es continua y sobreyectiva, resta probar que es cerrada. En efecto, sea V' C YN un
conjunto cerrado. Como XN es compacto, resulta que V' también lo es, asi que, por
la continuidad de ¢, p(V') serd compacto en A. Luego, ¢(V') es cerrado en A, pues A
es un espacio de Hausdorff.

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 7. Consideremos el SIF {C; fi, fofs, fa, f5, f6}, donde:
1 V2 1 11

fi(z) = 1% fo(z) = ?(1 +1)z + Zi’ f3(2) = 7t Zi’
fa(z) = \f(l — i)z + ;Z} fs(2) = 4112 + ;i, fo(2) = iz - 2@

El atractor de este SIF puede verse en la Figura [2.6a donde se pinta de un color
distinto cada una de las partes obtenidas por las contracciones.
En esta caso, la funcién de direccionamiento no es un homeomorfismo por lo

siguiente:

p(21) = fa(e(1)) = f2(0) = ii = f5(0) = f3(e(1)) = ¢(31).
Es decir, ¢ no es inyectiva.

Ejemplo 8. El conocido fractal llamado Curva de Koch, que denotaremos como
IC, puede ser obtenido como atractor del SIF {I x I; fi, fo, f3, f1}, donde I = [0, 1],
fi(z) =32, fa(2) = szesi+1, f3(z) = %Z€_§i+%+§i y fu(z) = 32+ %. Comenzando
con el compacto I x {0}, el atractor del SIF resultante puede verse en la Figura m

Visualmente se puede notar que, por ejemplo, el complejo % pertenece a K, y
de hecho, se puede demostrar que cpfl(%) = {14,21}. Por definicién de ¢, se tiene
evidentemente que ¢(14) = ¢(21) = 1, del cual obtenemos {14,21} C ¢~!(3). Para
probar la otra contenencia, vamos a suponer que existe a = ajasag--- € LN tal que
a# 14, o # 21 y (o) = 5. Luego, se tienen los siguientes cuatro casos que generan
contradicciones: oy # 1y aq # 2; aq # 1y oy, # 1 para algin ig € {2,3,4,...};

a1 # 2y «aj, # 4 para algin jo € {2,3,4,...}; ay, # 4y o, # 1 para algin
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ko € {2,3,4,...}. De este modo, se demuestra que las tinicas direcciones de % son 14

y 21.

() (b) ()

Figura 2.6

Hasta el momento se han obtenido fractales que en esencia estan compuestos
por partes similares a si mismo. En el siguiente ejemplo veremos que estas partes
pueden tener infinitos elementos en comun, razén por el cual no se logra visualizar

completamente la idea de autosemejanza de Mandelbrot.

Ejemplo 9. El SIF {C; f1, fo, f3, f1}, donde:

1 1 1

K =35 B =getgi hE)=50+) v file) =51z

posee atractor A y se logra visualizar aproximadamente en la Figura [2.6¢

Consideremos el conjunto K = {a+bi : a = 0y b € [0,1]}, que es infinito, y
note que K = f1(K) U fo(K). Entonces K C F(K), lo cual indica que la sucesién
de Cauchy, {F°"(K)},, cumple con K C F(K) C F°*(K) C F*3(K) C ---. Por
Lema y el Teorema se tiene que

n—oo

lim F(K) = | For(K).
n=1

o0
En consecuencia, U F"(K) C Ay, en particular, K C A. Finalmente, como

n=

f3(fa(K)) = f4(f3(K1)), f3(fa(K)) C f3(A) y fa(f3(K)) C fi(A), obtenemos que
f3(A) N f4(A) es infinito.
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En general, si {X; fi1, fa,..., fn} es un SIF con atractor A, debido a la expresién
, resulta légico pensar en A como la unién finita de “copias alteradas” de si
mismo, ya que cada f;(A) puede interpretarse como una alteracion de A y como re-
sultado, cuando estas alteraciones presentan elementos en comiin, existiran elementos
de A con dos o mas direcciones, acabando en la no inyectividad de . Mas preciso,
cada elemento de A posee una tnica direccién si, y solo si, fi(A) N f;(A) = 0 para
todo i,5 € {1,2,..., N}, con i # j. Observe ademds que si ¢ es inyectiva, se tiene la
inyectividad de cada contraccién, pero lo contrario no es cierto (véase Ejemplo [7]).

En ocasiones resulta imposible determinar, observando al atractor, las alteraciones
fi(A), como ocurre en el Ejemplo |§|; en todo caso, dicho atractor es autosemejante
por la Definicién [2.2.2] pero no es tan notable como en los fractales T, IC, C y M.

Esto se debe a que la sobreposicién o interseccién de los f;(A) son muy grandes.

Teorema 2.3.5. Sea {X; fi1, fo} un SIF con atractor A. Supongamos que fi y fo
son contracciones inyectivas en A. Si f1(A) N fo(A) = 0, entonces A es totalmente

disconexo. Si fi(A) N fo(A) # 0, entonces A es conexo.

Demostracién. Sean XN el espacio de los cédigos asociado al SIF y ¢ la respectiva
funcién de direccionamiento. Si f1(A) N f2(A) = 0, entonces, un argumento similar
al del Ejemplo [6] muestra que ¢ es inyectiva y, por Teorema [2.3.3] ¢ es un homeo-
morfismo. Esto indica que A es un espacio de Cantor; en particular, es totalmente
disconexo.

Supongamos ahora que f1(A) N fo(A) # 0. Entonces, existe y tal que y € f1(A)
vy y € fa(A). Como y € fi(A), existe z € A tal que y = fi(z). Por la sobre-
yectividad de ¢, existe ajasas--- € N tal que 2z = o(aasag - -+ ), de modo que
y = filp(lanasaz--+)) = p(lagasas---), por Proposicion [2.3.4] De igual manera,
obtenemos que y = ¢(2318205---) para algtn cédigo 315255+ € YN, Luego, y
posee las dos direcciones, lajasas -+ v 25158205 - - . Supongamos que A no es cone-
xo0. Como A es compacto, existen conjuntos compactos no vacios, ' y F', tales que
A=FEUFy ENF = (. Por la compacidad de estos conjuntos, existe 6 > 0 tal
que d(a,b) > § para todo a € E y todo b € F. De la Proposicién y el hecho

de que el punto y € A tiene dos direcciones, se garantiza que por lo menos existen
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dos cédigos que coinciden en su primera componente, tales que la imagen bajo ¢ de
uno de ellos pertenece a E y la imagen bajo ¢ del otro pertenece a F'. Tomemos
ahora un par de cédigos ¥ = Y172+ ¥ w = wiwy - -+ en LV, tales que v; = w;, para
cadai=1,2,...,k, donde k € N, con ¢(y) € E'y ¢(w) € F. Por Proposicién [2.3.2]
tenemos que d(¢(7), p(w)) < sPdiam(A), donde s es un factor de contraccién del SIF.
Luego, § < s*diam(A), lo cual implica que
—  In(s)

Asi pues, si a € E y b € F, debe existir un nimero maximo M, que indique la
cantidad de componentes iniciales que coinciden entre una direccion de a y una de b.
Digamos que M se alcanza con algin par de elementos a € E y b € I, de tal forma

que podamos encontrar py, pa, ..., par € {1,2} tales que

o(prpz---pul---)=ay @(pip2---pu2---)=0.

Entonces, si consideramos el punto v € A que posee las dos direcciones

v=(p1p2---pulasaz--) =@(pipa- - pu2B205---),

Se obtiene lo siguiente: si v € FE, al tener M +1 componentes iniciales coincidentes con
los de la direccién de b € F', tenemos una contradiccion. Siv € F, se tienen igualmente
M + 1 componentes iniciales coincidentes con los de la direccion de a € F, llegando

nuevamente a una contradiccién. Por lo tanto, A debe ser conexo. O

Hasta la fecha se han estudiado diversas maneras de definir formalmente la au-
tosemejanza, con las cuales se clasifican distintas familias de conjuntos fractales; por
ejemplo, la autosemejanza estricta, propuesta por Hutchison [I5], que busca redu-
cir la sobreposicién de los f;(A) empleando la medida de Hausdorff y una propiedad
conocida como condiciéon del conjunto abierto; estas se definen en la siguiente
seccion, pues seran de utilidad para calcular la dimensién del atractor de un SIF. Otro
tipo de autosemejanza es la propuesta por G. Lewellen [I§], presente en conjuntos
invariantes bajo los miembros de una colecciéon de contracciones indizadas por un con-

junto compacto. Aunque estas definiciones se acercan en mayor o menor medida a la
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idea de autosemejanza de Mandelbrot, en algunos casos reduce el nimero de fractales
obtenidos y por tanto su aplicabilidad. Para no desviarnos del objetivo principal de
este trabajo, no se analizaran estos tipos de autosemejanza. Sin embargo, es preciso
mencionar, como dato adicional, la definiciéon de autosemejanza propuesta por W. J.
Charatonik y A. Dilks [8, 28], nombrada autosemejanza topolégica, la cual es una
generalizacion del trabajo de M. Barnsley, pues se emplea en el contexto amplio de

los espacios topoldgicos. Esta tltima se define a continuacion.

Definicién 2.3.3. Un espacio topoldgico X se dice autosemejante topoldgicamente,

si todo abierto no vacio de X contiene un subespacio homeomorfo a X.

Empleando esta definicién, es posible encontrar conjuntos autosemejantes que no
son necesariamente atractores de un SIF. Note que el conjunto de los naturales con

la topologia de los complementos finitos es uno de ellos.

2.4. Dimensiones de un fractal

Es un hecho que dependiendo del area de las matematicas en el que estemos traba-
jando, la dimension toma distintas definiciones, y al ser esta otra de las caracteristicas
que nos permite definir un conjunto fractal, es necesario introducir su importancia y
funcionamiento.

Desde los inicios de la geometria se ha tenido la necesidad de comparar figuras
conociendo sus propiedades. Esta comparacion resultaba mas sencilla si se tenia algu-
na referencia sobre la dimension en la que se encontraban. Hoy en dia somos capaces
de asignarle este valor a figuras compuestas por puntos, curvas, superficies o solidos;
Euclides define la dimension en Los Elementos de Fuclides, como: unidimensional si
la frontera de la figura estd compuesta por puntos, bidimensional si estd compuesta
por curvas y tridimensional si estd compuesta de superficies. Henri Poincaré genera-
liza esta definicion, mediante la llamada dimensién topolédgica, la cual proporciona
una dimension entera a un conjunto en cualquier espacio topolégico.

Hay diferentes versiones que definen la dimension topolégica y resultan ser si-

milares en cuanto a su funcionamiento, pero en el contexto general de los espacios
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métricos no siempre se tiene la equivalencia; esto solo ocurre cuando se trata de un
espacio métrico separable, como es el caso de (R",d,). La siguiente versién es llama-
da dimensién de Lebesgue, se aplica eficazmente en espacios métricos y puede ser

profundamente analizada, al igual que otras versiones, en [10, [12].

Definicién 2.4.1. Sea n > —1 un entero. El orden de una familia A de conjuntos es
menor o igual que n si, y solo si, cualesquiera n+ 2 de los conjuntos tiene interseccion
vacia. Si n > 0, decimos que A tiene orden n si, y solo si, tiene orden menor o igual

que n, pero no tiene orden menor o igual que n — 1.

Note que una familia de conjuntos tiene orden —1 si, y solo si, es vacia o el
singleton {@}. Igualmente, una familia de conjuntos no vacios son disjuntos dos a dos

si, y solo si, su orden es cero.

Definicién 2.4.2. Sean X un espacio métrico y n > —1 un entero. Decimos que X
tiene dimension topolégica menor o igual que n si, y solo si, toda cubierta abierta
y finita de X posee un refinamiento de orden menor o igual que n. La dimension
topoldgica es n si, y solo si, la dimensiéon topoldgica es menor o igual que n, pero no

menor o igual que n — 1.

En adelante escribiremos Dimy(X) para referirnos a la dimension topolégica de
X. Si para todo entero n no se cumple que Dimp(X) < n, entonces decimos que
Dimy(X) = 0.

Una forma equivalente de presenciar los conjuntos cero-dimensionales es la si-
guiente: un espacio métrico X tiene Dimy(X) = 0 si, y solo si, toda cubierta abierta
y finita de X posee un refinamiento conformado por subconjuntos clopenf| disjuntos

dos a dos.

Ejemplo 10. El conjunto X = {1, xs,23,...,2,} con la métrica discreta posee
Dimp(X) = 0, pues toda cubierta de X puede ser refinada por la coleccién de con-

juntos unipuntuales {z;}, la cual tiene orden cero.

3Un subconjunto B de un espacio métrico X es llamado clopen en X si, y solo si, es abierto y a

la vez cerrado, en X.
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En base a la definicién, podemos establecer la dimensién topolégica para el atrac-

tor de los siguientes SIF:

Ejemplo 11. Sea X C R* Si {X; f1,..., fn} es un SIF con atractor A y se cum-
ple que f;(A) N f;(A) = 0 para todo i # j, entonces Dimp(A) = 0. Verifiquemos
esto: sea .%# una cubierta abierta de A. Para todo = € X, existen FF € % yr > 0
tales que By(z,7) N A C F. Gracias a que f;(A) N fi(A) = 0 para todo i # j, sabe-
mos que el conjunto A estd separado por fi(A), fa(A),..., fn(A). Asimismo, cada
fi(A) se encuentra separado por los conjuntos f;(f1(A)), fz(fQ( ))se -y Jilfn(A)), los
cuales también se encuentran separados por N nuevos conjuntos, y asi sucesivamen-

te. Dicho de otro modo, para cada n € N, se tiene que A = U ¢(a,n, A), donde
aeX¥N
¥ ={1,2,...,N}. De este manera, existe n € N tal que x € ¢(a/,n, A) para algin

o € YN y el didmetro de ¢(a’, n, A) es menor que r, de ahi que ¢(o’,n, A) C By(z,r).
En sintesis, para todo € X, escogemos un conjunto de la forma ¢(o/, n, A), tal que
v € ¢(a/,n,A), C Fparaalginn € N, a € XN y F € .Z. Por lo tanto, la coleccién
F1 ={¢(d,n,A), : x € A} es una cubierta de A en donde se puede observar que
cada conjunto ¢(o/, n, A), es clopen en A. Como A es compacto, pues es el atractor de

un SIF, existe una coleccién finita de conjuntos de .#; que viene a ser un refinamiento

de
Un argumento similar al anterior se utiliza para verificar lo siguiente:

Ejemplo 12. Dado X C R", sea {X; fi1,..., fy} un SIF, donde f; es una similari-
dad para cada i € {1,2,..., N}, y cuyo atractor es A. Si la coleccién de conjuntos
{fi(A),..., fn(A)} esde orden 1, entonces Dimy(A) = 1. Por ejemplo, Dimy(K) =1
y Dimp(T) = 1.

La Definicion [2.4.2} asi como también algunos conceptos de la teoria de la medida,
son ttiles para determinar la dimension de una gran cantidad de conjuntos, pero con
la llegada de conjuntos “anormales” como el conjunto de Cantor o las curvas conti-
nuas y nunca diferenciables, no resultan ser ttiles, debido al nivel de irregularidad
que presentan dichos conjuntos. De ahi que han sido propuestas diversas definiciones

que en su mayoria buscan generalizar la idea de que puntos, curvas de clase C* y
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superficies, tienen dimensiones 0, 1 y 2, respectivamente. La més antigua, y posible-
mente la mas importante, es la dimension de Hausdorff, pues tiene la ventaja de estar
definida para cualquier conjunto.

En 1914, Carathéodory, basado en construcciones anteriores de Borel y Lebesgue,
introdujo las mas generales medidas exteriores de Carathéodory, de las cuales
defini6 la medida 1-dimensional en el espacio euclideo n-dimensional, indicando que
medidas s-dimensionales podian ser definidas de forma parecida para otros enteros s.
Felix Hausdorff, en 1919, senala que la definicién de Carathéodory también era valida
para s no entero, naciendo asi el concepto de conjuntos con dimensién fraccionaria o
dimension fractal, aunque fue Besicovitch quien haria un estudio mucho més extensivo
y a quien se deben teoremas concernientes tanto a la medida de Hausdorff como
a la dimension fractal.

A partir de la dimension de Hausdorff, que por su importante valor teérico anali-
zaremos en lo sucesivo, han aparecido diferentes definiciones sobre dimensién fractal
que dependiendo de la construccién o forma del fractal, resultan ser muy ttiles. To-
das estas dimensiones no enteras, no siempre coinciden, pero pueden ser usadas para
comparar conjuntos del mundo real con “fractales de laboratorio”, y nos permiten
cuantificar aquella idea subjetiva que tenemos acerca de cuan densamente ocupa un
fractal el espacio métrico en el que se encuentra. Analizaremos con ejemplos varios
resultados que relacionan la dimensién fractal con un SIF.

Naturalmente, la dimension de Hausdorff puede ser definida de la forma mas gene-
ral posible, inclusive para conjuntos de Borel, pues muchas de sus investigaciones,
asi como también de dimensiones fractales alternas como la dimensién de Minkowski,
se basan mayormente en la teoria de la medida. Aunque, siguiendo el objetivo de
este trabajo, introducimos estas definiciones para subconjuntos de (R",d,,) y espacios

equivalentes.

Definicién 2.4.3. Sea A un subconjunto de R". Si {U;};c; es una coleccién contable

de subconjuntos de R" tal que A C | JU;, con 0 < diam(U;) < & para cada i € I,
i€l
diremos que {U,};c; es una d-cubierta de A.

Siguiendo la Definicién consideremos un nimero p € [0, c0). Entonces, para
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cualquier 0 > 0, definimos
H(A,p,d) = inf {Z (diam(U;))? : {U,;}ier es una d-cubierta de A} : (2.2)

iel
Por convencién, digamos que (diam(A4;))° = 0, cuando A; = 0, de modo que el valor
H(A,p,d) puede ser cero, finito o infinito. Ademads, note que si § disminuye, el valor
en (2.2) aumenta y tiende a un limite cuando § — 0, pues se reducen las cubiertas

posibles de A. Esto nos lleva a la siguiente definicion.

Definicién 2.4.4. Sea A un subconjunto de R". Para cada p € [0, 00) definimos la
cantidad H(A,p) = sup{H(A,p,d) : § > 0}, que es llamada medida p-dimensional
de Hausdorff del conjunto A.

El supremo de la Definicién puede ser (y generalmente lo es) cero o infinito.

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 13. Si A es un conjunto formado por siete puntos de (Rz,du), entonces
H(A,0) =7y H(A,p) = 0 para p > 0. Esto se tiene porque al tomar § menor que
la mitad de la distancia minima entre dos puntos de A, nos quedamos con una sola

d-cubierta que son los conjuntos unipuntuales {z;}, cuyos didmetros son cero.

Ejemplo 14. H(T,1) = oo y H(T,2) = 0. Consideremos la sucesion de valores de §
coincidentes con el didmetro de los subtriangulos de T, de modo que cada cubierta de
T esté formada por dichos subtriangulos. Por la construccion de T, si d es el diametro
de T, entonces, para cada n € N, podemos cubrir a T con minimo 3" triangulos que
tienen didmetro d27". Asi, para cada n, se tiene un valor de p para el cual la cantidad
3"dP27"P es un candidato a infimo. Cuando n — oo, para p pequeinio, esta cantidad
es creciente, y para p grande, converge a cero, lo cual indica que tenemos un infimo
para todos los valores de 4. Por tanto, analizando la sucesion {3"dP2=""},, sip = 1,
se tiene H(T,p) = oo, y si p = 2, se tiene H(T,p) = 0. Por otra parte, note que el
valor de p para el cual 3"dP27™ es un ntimero finito distinto de cero, se tiene cuando
In 3

independientemente de n, se cumple que 3" = 2"; este valor es p = log,3 = 25 y

justo alli, H(T,p) = dP.
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Observe que si t > s > 0 son reales y {U;};c; es una d-cubierta de A, donde
A C R", entonces
Z (dlam(UZ))t S Z (dlam(UZ))t_s(dlam(Uz))s S 51&—3 Z (dlam(Uz))s
il il il

Tomamos {nfimos y obtenemos H(A,t,0) < 6" *H(A,s,0). Luego, si H(A,s) < oo,
H(At) =lim H(A,t,0) <lim 6" *H(A,s,6) =0- H(A,s) =0.
6—0 6—0

En conclusion, si H(A, s) < oo, entonces H(A,t) = 0y, de igual modo, si H(A,t) > 0,
entonces H (A, s) = oo. Este hecho nos muestra que existe un tnico “valor critico” pg
para el cual la funcién H (A, py) cambia de co a 0, como se muestra en la siguiente

figura

H(4,s)

Figura 2.7

Como resultado, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 2.4.1. Sea A un subconjunto de R™. Sea H(A, p) la funcién de p € [0, 00)

dada en la Definicién [2.4.4] Entonces, existe un tinico niimero real py € [0,m] tal que

00, st p < po;
H(A,p) =
0, si p>po.

Finalmente, definimos la dimensién de Hausdorff o dimensién de Hausdorff-
Besicovitch del conjunto A, como el ntimero py del Teorema y lo denotaremos

como Dimpy(A). Este valor también puede ser expresado como sigue:
Dimg(A) =sup{p: H(A,p) = oo} =inf{p: H(A,p) = 0}.

Pongamos a prueba esta definicién con el conjunto de Cantor C que se obtuvo en el

Ejemplo 2] como subconjunto de R.
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Ejemplo 15. Sabemos por la construcciéon de C, que para cada n € N, el conjunto
C,, estd compuesto por la unién de 2" segmentos de longitud 37". Consideremos
0 = 37", de modo que al escoger d-cubiertas de C, estas consistan de los segmentos
de C,,. Entonces, si p = py = ig—g, obtenemos que H(C,py,37") < 2"37"0 = 1. De
donde, H(C,py) < 1, cuando n — oo. Veamos ahora que H(C,py) > % Para ello,
mostremos que
> (diam(U;))P > 377, (2.3)
iel
para cualquier d-cubierta {U;};c;r de C. Por la compacidad de C, es suficiente mos-
trar para cualquier coleccién {U;};c; de subintervalos cerrados de [0, 1] tales
que U; N C # 0, para cada ¢ € I. Para cada U;, tomemos un entero k tal que
3-(+1) < diam(U;) < 37%. Entonces, U; intersecta, a lo més, uno de los 2* seg-
mentos que conforman a Cj. Mas aun, si j > k, por la construccion de C, U;
intersecta maximo 277% segmentos de los que conforman a C; y, en dicho caso,
207k = 2i37pok < 2i3P0(diam(U;))P°. Escogemos j lo suficientemente grande para
que 3~U+Y < diam(U;) para todo U;, y dado que para cada uno de los 2/ segmentos
de longitud 377 que conforman a C}, existe un conjunto de {U;};e; que lo intersec-
ta, obtenemos 27 < ZQjSPO(diam(Ui))po; de donde, H(C,py) > 3770 = % Asi, por
Teorema [2.4.1], py = Simﬂ ().
Veamos ahora la construccién de dimensiones fractales alternas y su relacién con

la dimension de Hausdorfl.

Sean X un espacio métrico completo, A € H(X) y N.(A) el menor entero M > 0

M
tales que A C | J Ba(zy, €), para algtin conjunto {z, : n=1,2,..., M} C X. Usando
n=1

la compacidad de A se tiene que el nimero N (A) siempre existe. La idea intuitiva es

que un conjunto A tiene dimensién fractal D si

N (A) = Ce P, (2.4)

bM

para alguna constante positiva C', donde “~” se utiliza de la siguiente manera: si

f(e) v g(e) son funciones real-valuadas de la variable positiva €, entonces f(¢€) == g(e)
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1
significa que li_r}n m

= 1. De esta manera, si resolvemos para D en , obtenemos
0 In(g(e))

In(N.(A)) — In(C)
In(;) '

€

D=~

En general se tiene la siguiente definicion:

Definicién 2.4.5. Sea A un subconjunto acotado no vacio de R" y sea N(A) el
menor nimero de conjuntos de didmetro a lo mas € > 0 necesarios para cubrir a A.

Definimos la dimensién inferior y superior de box-counting de A como:

. e (Ne(A))
Dimg(A) = hreri}Onf ﬂ
Dimp(A) = liril_%lp hl(lifé)A))

Si ambos limites son iguales, llamaremos dimension box-counting de A al valor

comun
Dimp(A) = lim

Por definicién se sigue que Dimp(A) < Dimp(A).

Al desarrollar la teoria general de la dimensién de box-counting, se asume que los
conjuntos considerados son no vacios y estan acotados, lo cual evita problemas con
In(0) y In(co). Existen otras versiones de la definicién de dimensién box-counting que
a veces resultan mas convenientes de usar y se obtienen reemplazando a N.(A) por:

(1) El menor nimero de bolas abiertas/cerradas de radio € con centros en R"
necesarias para cubrir a A;

(2) El menor nimero de bolas abiertas/cerradas de radio € con centros en A
necesarias para cubrir a A;

(3) El mayor cardinal de los conjuntos {x1,xs,...,zx} C R", con d,(x;, x;) > €,
para cada 1 < 1,7 < k;

(4) El mayor nimero de bolas abiertas/cerradas disjuntas que poseen radio € y
centros en A;

(5) Ny dado como sigue. Considere la coleccion de cajas en la malla de e-coordenadas

de R", es decir, cajas de la forma [mye, (my + 1)e] X -+ X [mye€, (m,, + 1)e], donde

45



my, Mo, ..., My, son enteros. Ny denota el nimero de cajas de la e-malla que intersec-
tan a A.

Esta lista podria extenderse atin mas; en la practica se adopta la definiciéon més
conveniente para una aplicacién particular (puede indagar sobre estas definiciones
equivalentes en [I4]). Vale la pena notar, por ejemplo, que para cada limite en la
Definicién [2.4.5] es suficiente considerar limites cuando e tiende a 0 a través de cual-
quier sucesion decreciente € tal que €x11 > rep para alguna constante 0 < r < 1;
en particular para e, = r*. Para verificar esto, note que si €11 < € < €, entonces,
tomando N.(A) como el menor niimero de conjuntos que puede tener una e-cubierta

de A, resulta

In(N(4) _ m(Ne, (4) _ In(Ney (4) o In(Ne,.,(4))
—In(e) —  —In(e) —In(eps1) + (%) = —In(ega) + In(r)
Luego,
W) (N, ()
hr?j&lp —1In(e) = hﬂigp —1In(eg)

Se obtiene la igualdad teniendo en cuenta que para € < €, se sigue N.(A) > N, (A).
Por otro lado, si €11 < € < €, un argumento similar demuestra que

lim inf M = lim inf M

e—0  —In(e) k—oo  —In(eg)

Debido a lo anterior se tienen los siguientes resultados, los cuales facilitan el calculo

de la dimensién box-counting de un subconjunto acotado A de R".

Teorema 2.4.2. Sea A un subconjunto acotado y no vacio de R". Sea €, = kr" para
numeros reales 0 <r <1y k >0, con n € N. Entonces
In(N, (A
Dimp(A) = lim In(Ne, (4))

n—00 ln( 1 ) !

€n

siempre que este limite exista.
Demostracion. Véase [5], pagina 174. O

Lema 2.4.3. Sea A un subconjunto acotado y no vacio de R". Si cubrimos a R"

con una e-malla, donde € = 2%, y N,(A) denota el niimero de cubos de lado 2% que
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intersectan a A, entonces

, . In(N,(A))
Dimas(4) =l o)
siempre que este limite exista.
Demostracion. Véase [5], pagina 175. O

Podemos pensar que la dimensién box-counting indica la eficiencia con la que un
conjunto puede cubrirse con pequenios conjuntos de igual medida, mientras que para
la dimension de Hausdorff intervienen cubiertas con conjuntos de medida variable. En
este sentido, la dimensién box-counting es de mayor utilidad practica, y es de hecho la
mas empleada por métodos computacionales. Pero, siguiendo las investigaciones de K.
Falconer, el cual hace depender de ciertas propiedades a cualquier definicién razonable
de dimensién para que resulte matematicamente manipulable, se tienen diferencias en
la dimension box-counting, ya que no satisface la propiedad que Falconer denomina
estabilidad contable, a saber: si Ay, As, ... es una sucesion contable de subconjuntos
acotados de R", entonces Dimp Elei = 121il<poo{DimB(Ai)}.

- <

Veamos un ejemplo, pero antes mostremos la siguiente proposicion.

Proposicién 2.4.4. Dimg(A) = Dimg(A) y Dimp(A) = Dimg(A) para todo sub-

conjunto acotado A C R".

Demostracion. Sea Aj, Ao, ..., A, una coleccién finita de bolas cerradas de radio €
k

tal que el conjunto C' = U A; contiene a A. Como C' es cerrado, también contiene a
i=1

A. Por tanto, el menor niimero de bolas cerradas de radio € requeridos para cubrir a

A también es el requerido para cubrir a A. De aqui se sigue el resultado. O

Si A es el conjunto de niimeros racionales en el intervalo [0, 1], entonces A = [0, 1].
Utilizando el Lema se obtiene facilmente que Dimp([0,1]) = 1, de modo que
Dimp(A) = Dimp(A) = 1. Se puede ver ficilmente que la dimensién box-counting
de cada conjunto de la forma {z}, donde z € A, es cero. Esto indica que la unién
contable de los conjuntos {z} es A y posee dimensiéon box-counting 1, pero se tiene

sup{Dimg({z}) : © € A} = 0, lo cual muestra que en este caso no se cumple la
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estabilidad contable. Puede encontrase mas informaciéon sobre las propiedades de
Dimy y Dimg en [10] 14].
Veamos ahora un ejemplo donde Dimpg no satisfaga la estabilidad contable y un

ejemplo donde se calcula Dimpg(K).

Ejemplo 16. Empezamos construyendo un conjunto A tal que Dimg(A) < Dimpg(A).

Basandonos en la construccién del conjunto de Cantor, eliminamos los % medios de

los intervalos en ciertas escalas o etapas en lugar de los % medios. Mas preciso: sea

k,=10" paran=20,1,2,..., y sea A = ﬂ Ay, donde Ay =[0,1] y
k=0

o para ko < k < ky, ko < k < ks, ks <k < ks,..., cada A, se obtiene eliminando

el % medio de cada intervalo en A;_;;

o para ky < k < ko, k3 < k < ky, ks < k < kg, ..., cada A se obtiene eliminando

3

¢ medio de cada intervalo en Ay_;.

los

Para calcular la dimensién inferior de box-counting, definimos N.(A) como el menor
numero de intervalos cerrados de longitud e necesarios para cubrir a A. Si n es par,

entonces A esta compuesta por 2% intervalos, todos de longitud

1 k1 1 ko—k1 1 k3—ka 1 ka—ks3 1 kn—1—kn_2 1 kn—kn—1 1 kn—kn—1
n — — — —_ — .« e — — < — .
‘ (3) (5) (3) (5) (3) (5) (5)

Tomando estos intervalos como una cubierta de A, se tiene que N.(A) < N (A), por

lo cual

| o om(No(A) . (@) o In(2)
= lim inf 10k, In(2) In(2)
n—oo 9k 4 111(5)

_10In(2)

~ 9In(5)

Por otra parte, si n es impar, entonces Ay, estd compuesta por 2%» intervalos, todos

de longitud
1 k1 1 ko—k1 1 k3—ka 1 kn—1—kn—2 1 kn—kn—1 1 kn—1 1 kn—Fkn—1
‘ (3) (5) (3) (5) (3) (5) (3)
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Note que cualquier intervalo de longitud €, intersecta como méaximo dos intervalos en

Ay, y como A posee puntos en cada intervalo de Ay, , se tiene que N (A) > NE"T(A),
por lo cual
kn
__ (N, (4) In (%)
Dsz(A) > hflll_}SOlip T(En) > hin_?ogp ln(5kn—13k’n—k’n—1)
k,In(2) — In(2
= lim sup n(2) = In(2)

n—00 kn,1 ln(5)(kn — k‘nfl) ID(S)
) 10k,,—1 In(2) — In(2)
=1
Htsne! Ty In(5) + 9k In(3)
__ 10ln(2) _ 10In(2)
~In(5)+9In(3) T 11In(3)’

101n(2)
91n(5)

101n(2)

Tin(3)» S¢ sigue que Dimp(A) < Dimp(A).

Como <

Construyamos un segundo conjunto F de la misma manera que A, con la diferen-

cia de que E = () Ej, donde Ey = [2,3] (para que AN E = () y los intervalos que
k=0
conforma FE} son complementarios a los de A,. Es decir, realizamos eliminaciones co-

rrespondientes a los complementos de los % medios y los % medios de cada Ej. Un pro-

101n(2)
< 91n(5)

y Dimg(AUE) > 19011:1((52)). De donde, Dimp(A U E) > sup{Dimpg(A), Dimg(E)}.

cedimiento similar al anterior nos lleva a concluir que Dimg(A), Dimg(FE)

Ejemplo 17. Consideremos la curva de Koch obtenida por el SIF en el Ejemplo
Sea N (K) el menor nimero de conjuntos de didmetro a lo sumo ¢ > 0 necesarios
para cubrir a . Por construccion geométrica, este fractal puede ser definido como

K= Ej K, donde K; estd conformado por 4/ segmentos de recta de longitud 377,
comojs:e1 puede ver en cada iteracién del compacto I x {0} bajo la funcién F'. Ahora,
escojamos j € NU{0} de tal manera que 377 < ¢ < 377!, Luego, para cada segmento
de recta de K tomemos un disco cerrado de didmetro €; = 37/ y centro en el punto
medio del segmento, y sea E la coleccién de los 4/ discos formados de esta forma, los
cuales forman una cubierta para K. En consecuencia, como N (K) < 47, obtenemos

- V(K)o W) In(4)
_ V< lim - :
Dimp(K) 1llelljélp “In(e) = 11j_>s;)1p In(37) In(3)

Por otra parte, si 37771 < ¢ < 377, cualquiera de los N.(K) conjuntos intersecta, a

. . ;. J . .
lo sumo, tres discos de E. Luego, se requieren minimo 43 discos de diametro € para
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cubrir a K, por lo que N (K) > %j > 4771 y asi,

. L In(N(K)) B
Dimg(K) = hglglf ~n(o) > hjrgg}f 2@ " In(3
En conclusién, Dimp(K) = iZ((g)) :

El siguiente resultado muestra que las dimensiones descritas hasta el momento,

asi como muchas otras, se encuentran ordenadas.

Teorema 2.4.5. Sea A un subconjunto acotado de R". Entonces

Dimg(A) < Dimy(A) < Dimg(A) < Dimpg(A) < n.

Demostracion. El subconjunto A de R™ puede ser encerrado en una caja grande C,
de modo que al contar las cajas de la e-malla, se tiene N (A) < N (C) < ke™™ para

alguna constate k. En la desigualdad N (A) < ce™™ aplicamos logaritmo para obtener

In(N.(A))—In(k)

(o) < n y por ende,

que

Dimp(A) = lir?_i}lp 111(Ne(11111)()€)— In(k) <n.

Mostremos que Dimpy(A) < Dimpg(A). Consideremos una cubierta para A com-
puesta por N.(A) conjuntos de didmetro e. Por definicién de H(A, p, €) tenemos que

H(A,p,e) < N.(A)eP. Luego,
Y o »
H(A,p) = 11_1;% H(A,pe) < hrgri)l&lf N (A)eP.

Tomemos los valores de p para los cuales H(A, p) > 1. Entonces para e suficientemente

pequeno,

1< H(Ap) < limﬁionf N (A)e? = 1 < N (A)e?

= p< liminfw

€0 — ln(e) - mB(A)

Por Teorema [2.4.1] esta tltima desigualdad se tiene para todo p < Dimg(A), por lo

que Dimpy(A) < Dimpg(A). Para demostrar la desigualdad Dimq(A) < Dimpg(A),
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son necesarios varios conceptos de la teoria de la medida, los cuales no se incluyen
en este trabajo; pero una prueba basada en la integraciéon de Lebesgue puede

encontrarse en [I1]. O

Veamos ahora una forma relativamente facil de calcular una dimensién fractal

para el atractor de un SIF. Para ello tengamos en cuenta la siguiente definicion:
Definicion 2.4.6. Sea {X; f1, fo,..., fv} un SIF con atractor A.

1. Diremos que el SIF es totalmente disconexo, si cada punto de su atractor
posee una unica direccién o, en otras palabras, si la respectiva funcion de direc-

cionamiento es un homeomorfismo;

2. Diremos que el SIF satisface la condicién del conjunto abierto de Moran]

(OSC), si existe un conjunto abierto no vacio V', que llamaremos conjunto
N

abierto de Moran, tal que | J f;(V) C V y f;(V) N f;(V) = 0, para todo
i=1
i,7€{1,2,...,N} coni# j;

3. Diremos que el SIF se superpone si no es totalmente disconexo y tampoco

satisface la OSC;

4. Si cada f; es una similaridad con factor de escala k;, se define la dimension

N

de similaridad de A, como el nimero s que satisface la ecuacion Y _ (k;)° =1
i=1

y sera denotada por Dimg(A).

El inciso (4) de la Definicién se justifica como sigue: dadas las constantes

k; € (0,1), donde ¢ € {1,2,..., N}, definimos la funcién f : [0,00) — [0, 00) por
N

f(s) = > (k;)® para todo s € [0,00). Esta funcién es continua, f(0) = N > 1y
i=1

slirglo f(s) =0 < 1. Entonces, utilizando el teorema del valor intermedio y teniendo en

cuenta que f es estrictamente decreciente, se demuestra que existe solo una solucion
N

s para el cual f(s) =Y (k;)* = 1.

=1

4P. A. P. Moran (1917-1988) fue un estadistico australiano que hizo importantes contribuciones
a la teoria de la probabilidad y su aplicacién a la genética poblacional y evolutiva. También escribi

algunos articulos sobre la medida de Hausdorff durante la guerra.
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Veamos tres ejemplos: el SIF {R; %x, %x + i} posee atractor [0, 1] y se superpone;
el SIF del Ejemplo [2] es totalmente disconexo y V' = (0,1) es un conjunto abierto de
Moran; el SIF del Ejemplo [8 no es totalmente disconexo, pero tiene como conjunto

abierto de Moran al conjunto de puntos interiores del triangulo con vértices (0,0),
(1,0) v (3. %).
Proposicién 2.4.6. Sea {X; f1,..., fv} un SIF con atractor A y rq, ...,y factores

de contraccién de fq, ..., fy, respectivamente. Si dicho SIF es totalmente disconexo,

entonces satisface la OSC.

Demostracion. Tengamos en cuenta que el conjunto A, el cual es cerrado, satisface

las dos condiciones de la OSC. Ahora, sea

d = min {d(fi(A), f;(A)) :i,j € {1,2,...,N}, i # j} .

Tomemos € > 0 tal que rie < 2

5, con i = 1,...,N y definamos V = U B(zse).

€A
Observe que para cada i € {1,..., N},

fiV)=U fi(Bz;e)) = U B(fix);e) = U Blysme),
€A €A y€fi(A)
de modo que f;(V)Nf;(V) =0, sii # j. Ademas, f;(V) C V paracadai € {1,..., N},

mostrando que V' es un conjunto abierto de Moran. O

Teorema 2.4.7. Sea {R"; fi,..., fx} un SIF con atractor A, donde cada f; es una
similaridad con factor de escala r; € (0,1), con i € {1,..., N}. Si el SIF satisface la
OSC, entonces Dimpy(A) = Dimpg(A) = Dimg(A).

Demostracion. Véase [14], Teorema 9.3. O

La prueba del Teorema pueden adaptarse para estimar la dimension del
atractor de un SIF que consta de contracciones que no son similaridades, como po-

demos ver en las siguientes dos proposiciones.

Proposicion 2.4.8. Sean A el atractor del SIF {R"; f1,..., fxv} v r1,...,7n fac-

tores de contracciéon de fi,..., fn, respectivamente. Entonces Dimpg(A) < so y
N

Dimp(A) < sg, donde > (r;)* =

i=1
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Demostracion. Véase [14], Proposicion 9.6. O

Proposicién 2.4.9. Sea {R"; f1,..., fy} un SIF con atractor A. Supongamos que

para cada contraccion f;, existe una constante b;, con 0 < b; < 1, tal que

bilz1 — 2| < |fi(21) — fi(z2)],

para todo z; y z2 en algin subconjunto cerrado X C R" y f;(A) N f;(A) = 0, con
N

i # j. Entonces, Dimg(A) > s, donde Y _ (b;)* = 1.

=1

Demostracion. Véase [14], Proposicién 9.7. O
Veamos un ejemplo.

Ejemplo 18. En la construccion de la esponja de Menger vista en la Seccién 2.1

consideramos como conjunto inicial al cubo My C R?® de volumen 1. En la primera

iteracion, M, se transforma en una figura de 20 cubos, cada uno con volumen 3%,,

el cual llamamos M;. Asi pues, se necesitan 20 contracciones f : R® — R® para
continuar con el proceso y obtener a M; estas contracciones pueden definirse como
filz,y,y) = %(x,y,z) + v;, donde v; € R™ es un vector de traslacién, para cada
i€ {1,...,20}. Més preciso, cada f; es una similaridad con factor de escala r; = % y
conforman al SIF {R?; fi, ..., fa} con atractor M. Note que el interior de M, es un
conjunto abierto de Moran para el SIF, de r;)odo que al aplicar el Teorema [2.4.7] se

tiene Dimpy (M) = Dimg(M) = s, donde Y _ (r;)* = 1; esto es, 20(3)° = 1, el cual

i=1

resolvemos para obtener s =

De manera similar se puede demostrar que Dimg(T) = Dimpg(T) = MO

Dimy(K) = Dimp(K) = {23

En ocasiones, el mayor problema para estimar la dimension fractal de un conjunto

A, dado como atractor del SIF {R"; fi,..., fx}, es encontrar un conjunto abierto de
Moran. Esto se debe a la cardinalidad de los conjuntos f;(A) N f;(A), con i # j;
mientras dichas intersecciones sean finitas, como hemos visto en ejemplos anteriores,
no parece ser complicado encontrar un conjunto abierto de Moran. Atn asi, la OSC

se ha convertido en uno de los medios mas aceptados para la busqueda de conjuntos
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estrictamentes autosemejantes y el calculo de la dimension fractal, razén por la cual
han aparecido diversas equivalencias que buscan facilitar su aplicabilidad y dar una
demostracion para la siguiente afirmacion:

“Un SIF{R"™; f1,..., fn} con atractor A tal que el conjunto f;(A)Nf;(A) es finito,
con i # j, satisface la OSC”.

A pesar de los esfuerzos realizados, esto solo se ha demostrado para el caso n = 2,
donde el SIF esta formado por similaridades y A es conexo. C. Bandt y H. Rao, quienes
realizan esta demostracion, muestran ademas un ejemplo en el que la afirmacién no

se cumple para n = 1 (véase [2]).
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Capitulo 3

Sistemas dinamicos y conjuntos de

Julia

Cuando tratamos el estudio de los fractales es comtn hacer menciéon de dos im-
portantes tipos: los conjuntos de Julia y el conjunto de Mandelbrot, no solo por sus
peculiares y llamativas formas, sino porque representan una gran motivacién para el

estudio de los sistemas dindmicos complejos.

Figura 3.1: Conjunto de Mandelbrot.

En este capitulo estudiaremos las condiciones necesarias que se requieren para ob-
tener conjuntos de Julia de polinomios complejos, como atractores de un SIF. Estas
condiciones necesitan de algunos conceptos relacionados con los sistemas dindmicos,
los cuales se introducen en la Seccion al igual que su relacion con los SIF. Final-

mente, se define formalmente el concepto de conjunto de Julia de un polinomio y se
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estudian varias de sus propiedades.

3.1. Sistemas dinamicos vs. SIF

Nos centramos especificamente en los sistemas dinamicos discretos, de los
cuales solo necesitaremos los siguientes dos ingredientes: un espacio métrico (X,d) y
una funcién f : X — X, donde es posible definir, para cada = € X, una sucesién de

puntos en X conocida como la érbita de x bajo f,

o(z, f) = {z, f(2), fP(x), (), ..}

De este modo, diremos que el par {X; f} es un sistema dindmico; por ejemplo, el par
{3N: £}, donde la funcién f : XN — 3N se define como f(ajasas -+ ) = asazay - -,
es un sistema dinamico.

Estamos interesados en el comportamiento de o(x, f), cuando n — oo. Veamos

algunas definiciones de interés.
Definicién 3.1.1. Sea {X; f} un sistema dinamico.

1. Un punto periédico de f es un punto zg € X tal que f°"(xo) = z( para algin

n € N. Al conjunto de todos los puntos periddicos de f lo denotamos Per(f);

2. Si xy es un punto periédico de f y k = min{n € N : f"(x¢) = x¢}, diremos

que x( tiene periodo k;
3. Llamaremos ciclo a la érbita de un punto periédico de f.

Definicién 3.1.2. Sean {X; f} un sistema dindmico y zy € X un punto fijo de f.
El punto z es llamado punto fijo atractor de f, si existe un niimero € > 0 tal que
f es una contraccién en B(zy;€) que mapea la bola cerrada B(zy;€) en sf misma. El
punto z es llamado punto fijo repulsor de f, si existen ndmeros € > 0y r > 1

tales que d(f(xf), f(y)) > rd(x;,y) para todo y € B(zy;e).

Siguiendo la Definicion [3.1.2] un punto periédico de f de periodo n serd llamado

atractor, si es un punto fijo atractor de f°"*. Decimos que un ciclo es un ciclo
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atractor de f, si el ciclo contiene un punto periédico atractor de f. Asimismo, un
punto peridédico de f de periodo n es repulsor, si es un punto fijo repulsor de f°".
Ademas, diremos que un ciclo es un ciclo repulsor de f, si el ciclo contiene un punto
periddico repulsor de f.

Lo anterior puede adaptarse de manera equivalente para funciones racionales de-

finidas en la esfera de Riemann C, como sigue:

Definicién 3.1.3. Para un ciclo {z1, 2, ..., 2, } de una funcién racional f, donde cada
21,29y vy Zn 7 00, definimos el valor

d d d d

A= afon(z) P—— %f(zl)%f(f@) T %ﬂzn),

llamado multiplicador del ciclo. El ciclo es llamado ciclo atractor si |A| < 1,

ciclo repulsor si [\| > 1y ciclo indiferente si |\| = 1; aqui |- | es la métrica en C.

Por simplicidad, | - | seguira siendo la métrica en C, a menos que se especifique lo
contrario.
El siguiente ejemplo nos ayudan a intuir la relacion entre un sistema dinamico y

un SIF.

Ejemplo 19. Veamos una situacién particular en el sistema dindmico {R; f,}, donde
frlx) = Ax(1 — x) es conocida como la curva logistica, utilizada para el estudio de
la evolucién de poblaciones en ecologia (ver Figura ‘H) Digamos que A > % y

consideremos las raices de fy(z) — 1 = 0, las cuales son

1 1 U N T
Ty Ve x Y oV T )

Note que f, es creciente en el intervalo [0, a] y decreciente en el intervalo [1 — a, 1],
més atn, las restricciones fy : [0,a] — [0,1] y fx : [I —a,1] — [0,1], donde
) = fa(x), para todo = € [0,a] y fi(x) = fa(z), para todo z € [1 — a, 1], son

biyectivas. Las funciones g; : [0,1] — [0,a] y g2 : [0,1] — [1 — a, 1] dadas por

1 1 = 1 1 =z
91(1’)25— 7 7Y 92(1’)=§+ 1\

Imagen tomada de https://github.com/aglarick/Aglarick/blob/master/

AplicacionLogistica_DiagramaBifurcacion_pruebas.ipynbl
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para todo x € [0, 1], son las inversas de fry f,\, respectivamente. Ahora bien, para
i=1lei=2, setiene que |gi(z)| = 55 (3 — f)_% (aqui |- | representa el valor absoluto).

Luego, si 0 < x < 1, entonces

1 1 /1 1\ z
“ <)) < = (--= 1.
sli@i<g(3-5) <

Por la anterior desigualdad y el teorema del valor medio, si z,y € [0, 1], se obtiene

1 1 /1 1\2
e —yl <|gi(z) —gy)| < —(-—= —

Esto indica que ¢g; y g2 son contracciones en [0, 1], por lo que forman un SIF con
atractor A C [0,1] tal que A = g1(A) U g2(A) v g1(A) N ga(A) = 0. De donde, A es
un espacio de Cantor y posee la particularidad de ser un “conjunto repulsor” para
la funcion fy, es decir, las 6rbitas bajo f\ de cada punto fuera de A, tienden a +oo;
veamos esto. Sea x ¢ A. Si x < 0 o x > 1, por la forma polinomial de fy nos lleva
a que fy"(z) — —oo, cuando n — oo. Por otro lado, el Lema nos dice que
A= ﬁ F°*([0,1]), de modo que si x € [0,1] \ A, debe existir un entero positivo k

n=0
tal que = ¢ F°%([0,1]). Dado que

FOk([O’ 1]) = U{(gi1 ©Gip O Ogik)([oa 1]) : il? ""ik € {1’2}}7

la funcién f3* = fyo f;’(k_l) nos devuelve nuevamente al intervalo [0, 1], para obtener

que f¥(x) ¢ [0,1]. Luego, se tiene nuevamente que f{"(x) — —oo, cuando n — co.

flen) = rep(1—xp)

x,,'s convergentes
(=)
=)

Figura 3.2: Diagrama de bifurcacion.
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Ejemplo 20. En el sistema dindmico {XV; f}, donde f : N — YN se define como
flajapasz -+ ) = asagay -+, el cédigo 111111 es un punto fijo repulsor y el cédigo
12121212 es un punto fijo repulsor para f°2, de periodo 2. Veamos lo segundo: el

c6digo 12121212 es un punto periddico de periodo 2, puesto que
fo2(12121212) = f£(212121) = 12121212.

Sea o = ajap - - - € IV y digamos que z; = 12121212. Entonces,
0 o o o |7 — i o |z — i
L), £20) = delay, ) = 3 e gyl
i—3 i=3

=9d.(x, ) — (3|1 — | + ]2 — ag)).

Si escogemos 0 < € < % y tomamos a € By, (x;€), necesariamente o = 1y ag = 2.

Por tanto, d.(zy, f°*(a)) > 9d.(xs, ), para todo o € By, (zy;€).

Definicién 3.1.4. Sea {X; f1,..., fy} un SIF totalmente disconexo con atractor A.

Sea g : A — A la funcién definida por
g(a) = f;;'(a) para todo a € A = fi(A)U--- U fn(A),

donde f;, es la contraccion para el cual a € f;,(A). La funcién g es llamada transfor-
macién de cambio asociada a A y el sistema dindmico {A; g} se denomina sistema

dindmico de cambio asociado al SIF.

Recuerde que si un SIF es totalmente disconexo, entonces sus contracciones son
inyectivas. Ademads, para cada i, se tiene que f;(A) C A, por lo que la transformacién
de cambio y el sistema dindmico de cambio en la Definicién [3.1.4] estan bien definidos.

Una de las principales caracteristica de estos sistemas dindmicos obtenidos por un
SIF, es que son cadticos segin Devaneyﬂ, lo cual indica, entre otras cosas, que existen
puntos en el atractor del SIF cuyas 6rbita son densas en el mismo atractor y comun-
mente presentan comportamiento impredecible, en el sentido de que no convergen a

un punto fijo y tampoco se escapan al infinito, cuando iteramos infinitas veces. Con

2Un sistema dindmico {X; f} se dice cadtico si es transitivo, sensible a las condiciones iniciales

y el conjunto Per(f) es denso en X.
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esto en mente, es posible demostrar que un sistema dinamico de cambio asociado a un
SIF totalmente disconexo, de dos o mas contracciones, es cadtico; véase por ejemplo

[5], pag. 167.

3.2. Conjuntos de Julia

En lo sucesivo trabajaremos con el sistema dindmico {C; P}, donde P : C — C
es un polinomio complejo de grado mayor que 1 y, a menos que se especifique lo
contrario, para cada B C @, denotaremos por P~!(B) al conjunto de elementos en
C cuyas imagenes bajo P estdn en B. En este caso se considera al elemento oo € @
como un punto fijo de P; més atn, es un punto fijo atractor de P.

Para motivar, empecemos considerando al polinomio P(z) = z2. Teniendo en
cuenta la forma polar del complejo z, se observa que si el moédulo de z es menor o
mayor que 1, la 6rbita o(z, f) converge al origen o a 0o, respectivamente. Es decir, las
érbitas de los puntos en el interior del disco unitario D = {z € C : |2| < 1} convergen
al origen. A La frontera del conjunto D se le llama conjunto de Julia de P, la cual
separa al conjunto formado por aquellos complejos cuyas orbitas convergen al origen,
del conjunto de complejos cuyas érbitas convergen a oco. Las dérbitas en la frontera
de D no se escapan al origen y tampoco a 0o, se mantienen en la circunferencia de
radio 1. De este modo, al estar en la esfera de Riemann, podemos pensar que dicho

conjunto representa el ecuador de un globo.

Definicién 3.2.1. Sea P un polinomio de grado mayor que 1. Denotemos por K (P)

al conjunto de puntos en C cuyas 6érbitas no convergen a oo, esto es,
K(P)={z€C:o(z, f) es acotada}.

Este conjunto es llamado conjunto de Julia lleno de P. A la frontera de K(P)
le diremos conjunto de Julia de P y sera denotado por Jp. El complemento del
conjunto de Julia es llamado conjunto de Fatou o conjunto de estabilidad de

P, el cual denotaremos Fp.

60



Para una mejor comprension de los conjuntos de Julia, presentamos a continuacion
una caracterizacion importante que involucra una version del Teorema de Montel y

una forma de interpretarlos visualmente. Veamos algunos resultados previos.

Proposicién 3.2.1. Sea zy # oo un punto fijo atractor de un polinomio P. Entonces,

existe un entorno U de zj tal que la sucesién { P°"(z)},, converge a zq para todo z € U.

Demostracion. Se sigue de la definicion del multiplicador del ciclo A\ y la definicién

de derivada. n

Lema 3.2.2. Dado un polinomio P(z) = a,2" + ap_12"" 1 + -+ + ag, con a, # 0,

existe un nimero r tal que si |z| > r, entonces |P(z)| > 2|z|.

Demostracion. Escojamos r suficientemente grande de tal manera que si |z| > 7,
entonces gla,|[z[" > 2|z| y 3lanl|z|® = |ana|lz["t 4 -+ + |ai]|z] + ao. Luego, si

|z| > r, obtenemos
n n—1 1 n
[P(2)] 2 lan]l2]" = (lan-all2]""" + -+ aall2] + a0) = Glanl|2]" = 22,
lo que termina la prueba. O

En particular, si |P°™(z)| > r para algin entero m > 0, aplicando inductivamente
lo anterior, concluimos que la 6rbita o(z, P) converge a co. Con esto conseguimos que
si |z| > ry t es un entero positivo, entonces o(z, P) converge a oo si, y solo si, o(z, P°)

converge a 00, es decir, K(P) = K(P°) y por tanto, Jp = Jpot.

Proposicién 3.2.3. Sea P un polinomio. Entonces K(P) y Jp son no vacios, com-

pactos y Jp C K(P).

Demostracion. La ecuacién P(z) = z posee al menos una solucién zp. Entonces
P°"(z) = z para cada n, asi que zy € K(P). Es decir, K(P) # . Ahora, si to-
mamos un complejo z; en el complemento de K (P), existe un punto en el segmento
Azg + (1 — X)z1, con 0 < A < 1, que vive en la frontera de K (P); dicho punto es
hallado si consideramos el valor infimo de A para el cual Azp + (1 —\)z, € K(P). De
donde, Jp # 0.
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Notemos que en este caso es suficiente mostrar que tanto K (P) como Jp son
cerrado y acotados. Por Lema3.2.2] existe un ntimero r tal que K (P) estd contenido en
el disco B(0,r), de modo K (P) y, en consecuencia Jp, estan acotados. Por otra parte,
si z ¢ K(P), entonces P°*(z) converge a oo, por lo que |P°™(2)| > r para algtin entero
positivo m. Por la continuidad de P°™, se tiene también que |P°™(w)| > r para todo
w en un disco suficientemente pequenio centrado en z, digamos B(z, €). Nuevamente
por Lema , se obtiene que P°*(w) converge a oo, para todo w € B(z,¢), dando
como resultado que w ¢ K(P). Hemos mostrado que el complemento de K(P) es
abierto, por lo que K (P) es cerrado, y al ser Jp su frontera, este también es cerrado

y esta contenido en K (P). O
El siguiente resultado muestra una propiedad clasica de los conjuntos de Julia.

Proposicién 3.2.4. Jp y Fp son completamente invariantes. Esto es,
Jp=P(Jp) =P ' (Jp) y Fp=P(Fp) =P Fp).

Demostracion. Sea z € J,. Por definicién, z € 0K (P), lo cual implica que en cual-
quier bola abierta centrada en z, encontramos elementos tanto de K(P) como de
su complemento. Mas ain, podemos encontrar una sucesion {wy,},, con w, — z,
tal que o(w,, P) converge a oo, para cada n € N. Dicho de otro modo, P*(P(z))
no converge a oo y P¥(P(w,)) converge a oo, cuando k — oo. Por la continuidad
de P, tenemos que P(w,) puede acercarse a P(z) tanto como se quiera, asi que
P(z) € Jp. Esto muestra que P(Jp) C Jp, y dado que P es sobreyectiva, se tiene
Jp C P~Y(P(Jp)) € P7!(Jp). Un argumento similar se emplea para obtener que
P~YJp) C Jpy Jp=P(PYJp)) C P(Jp).

Por otra parte, como Fp es el complemento de Jp, entonces también es comple-

tamente invariante, ya que de no ser asi, Jp tampoco lo seria. O

Cabe resaltar que K (P) también es completamente invariante, ya que para puntos
que no estan en su frontera, P*(z) no converge a oo si, y solo si, P*~1(P(z)) no

converge a Q.
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Basados en la teoria de variable compleja (véase por ejemplo [24]), la subsucesién
en la siguiente definicién converge uniformemente, ya sea a la funcién f = oo 0 a una

funcién analitica.

Definicién 3.2.2. Sea U un subconjunto abierto de C y sea ¢; : U — C, con
i=0,1,2,..., una familia de funciones analiticas en U. Decimos que la familia {g;}
es normal en U, si toda sucesién de funciones {gg, }n, seleccionada de {g;}, posee
una subsucesion que converge uniformemente sobre todo subconjunto compacto de
U. Decimos ademés que la familia {g;} es normal en el punto w € U, si existe un

abierto V' C U tal que w € V' y {g;} es normal en V.

El siguiente teorema fue la herramienta fundamental para los trabajos de G. Julia
y P. Fatou sobre la dindmica compleja y representa el punto de partida de una teoria

factible sobre los conjuntos de Julia basada en la teoria de variable compleja.

Teorema 3.2.5 (Montel). Sea {g;};c; una familia de funciones analiticas complejas,
definidas en conjunto abierto U C C. Si {gi}ier no es normal en U, entonces para

todo z € C, con maximo dos excepciones, existen w € U e ig € I tal que g;, (w) = 2.
Demostracion. Véase [17], pag. 7. O
Proposicién 3.2.6. Jp = {z € C: {P°"}2°, 1o es normal en z}.

Demostracion. Sea z € Jp. Note que para cualquier entorno de z, V, existen puntos

w € V tal que o(w, P) converge a infinito, mientras que o(z, P) se mantiene acotada,

o

oy, 1o puede haber sub-

de modo que si tomamos una sucesién de la familia {P°"}
sucesion que converge uniformemente sobre V. De donde, {P°"}° ; no es normal en
z. Reciprocamente, sea z € {z € C : {P°"}2° no es normal en z} y supongamos que
z ¢ Jp. Si z € int K(P), tomando un conjunto abierto V' tal que z € V' C int K (P),
se tiene que P°"(w) € K(P) para todo w € V y todo n, de manera que por Teore-
ma [3.2.5] la familia {P°"}°°, es normal en w; contradiccién. Ahora, si z € C\ K (P),
tomando el ndmero r dado por el Lema se tiene que |P°"(z)| > r para al-

gun n € {0,1,2,...}; mas aun, |P°"(w)| > r para todo w en algin entorno V' de z.

Luego, por Lema [3.2.2] la sucesiéon de funciones (P°"), converge uniformemente a
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00, sobre V, mostrado asi que la familia {P°"}2° es normal en w; contradiccién.

Necesariamente z € Jp. O

Lema 3.2.7. Sean P un polinomio, w € Jp y U un entorno de w. Entonces, para
cada 7 =1,2,..., el conjunto
W= J P*(U),
k=j
coincide con C \ V, donde V' consta de maximo dos puntos, que no estan en Jp y son

independientes de w y U.

Demostracion. Por Proposicién , la familia {POk},iozj no es normal en w. Luego,
por Teorema , W coincide con C \ V, donde V consta de maximo dos puntos.
Veamos que si V' posee algin punto, este no puede estar en Jp. Supongamos que
V = {v}, es decir, v ¢ W. Note que si v = oo, claramente v ¢ Jp. Ahora, si
P(zy) = v para algin zy € C, se tiene que zo ¢ W, pues P(W) C W. Por ende, zg = v.
Escogiendo m > 1 como el grado del polinomio P, la tinica solucién de P(z) —v =0
es v, de modo que P(z) — v = ¢(z — v)™ para alguna constante ¢ € C (Teorema
Fundamental del Algebra). Dado que P'(z) = me(z — v)™ !, resulta que v es
un punto fijo atractor, ya que P'(v) = 0. Asi, debido a la Proposiciéon , existe
un entorno de v en donde {P°"}>° ;| converge uniformemente a la funcién constante
f(z) = v. De donde, {P°"} es normal en v y por tanto, v ¢ Jp. Finalmente, note

que v solo depende del polinomio P. De igual modo se procede para el caso en el que

V= {Uo,’Ul}. ]

Definicién 3.2.3. Sea z, € C un punto fijo atractor de P. Se define la cuenca de

atraccién de zy como el conjunto A., := {z € C: P°"(z) — 2y, cuando n — oo}.

Cada una de estas cuencas de atraccion es abierta en C y su verificacion no conlleva

mucha dificultad.
Lema 3.2.8. Si 25 € C es un punto fijo atractor de P, entonces 0A,, = Jp.

Demostracion. Si z € Jp, por Proposicion m se sigue que P°* € Jp, para todo

k € N. Sea w € C un punto fijo atractor de P y supongamos que z € A,,. Si w = 00,
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entonces P°¢(z) converge a oo; contradiccion, pues z € Jp. Si w # oo, tendriamos
elementos de Jp tan cercanos a w como queramos, y a la vez, elementos que no estan
en K(P), lo que nos lleva nuevamente a una contradiccién. Se concluye que z ¢ A,,.
Ahora, consideremos un entorno cualquiera de z, digamos V. Por Lema [3.2.7] existe
k € N tal que P°*(V) N A, # 0. Luego, existe algiin punto v perteneciente tanto a
P°*(V) como a A,; esto es, v = P°*() para algtin © € V' y P°*(%) — w, por ende,
ve A, yasi, VNA, # 0. Como V se toma de manera arbitraria, podemos encontrar
elementos de A,, cercanos a z, tanto como se quiera, obteniendo que z € A,,. Por
tanto, z € JA,,, mostrando que Jp C 0A,,.

Sea ahora z € 0A, y supongamos que z ¢ Jp. Entonces z posee un entorno V'
en donde la familia {P°"}2° ) es normal. Sin perdida de generalidad, tomemos a V'
abierto y conexo, para que la sucesién {P°*}; posea una subsucesién que converge
uniformemente a co 0 a una funcién analitica, sobre V. La subsucesién converge a w
en VN A,, que es un subconjunto abierto y no vacio de V; esto es, la funcion limite es
constante en VN A, y al ser analitica en V', debe ser constante en V', lo cual muestra
que V C A,, contradiciendo el hecho de que z € 0A,. De este modo, tenemos que

z € Jp y por tanto, 0A,, C Jp. H

Como ya se ha mencionado antes, sabemos que Jp = Jpon, para cada n € N.
Gracias a este hecho, obtenemos que el Lema también es cierto si zp es un punto
periodico atractor para el polinomio P, de periodo n.

En teoria, es posible encontrar el conjunto de Julia de cualquier funcién holo-
morfa f, sin embargo, es una tarea muy ardua determinar el comportamiento de las
6rbitas de cada complejo. Por esta razon es indispensable el uso de la computacion;
en particular, el Lema [3.2.§| proporciona un algoritmo bastante eficiente para graficar
conjuntos de Julia, llamado algoritmo de tiempo de escape. Este algoritmo puede

ser escrito como sigue:

function Julia_plot2(n,R,k,Xr,Yr)
%» n - nimero de puntos de la matriz donde se pinta el conjunto de Julia

%» R - limite a partir del cual determinamos si la sucesién diverge
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% k - nimero de iteraciones

% Xr - rango de valores del eje x, Xr(1,1)=valor min, Xr(1,2)=valor mix
% Yr - rango de valores del eje y, Yr(1l,1)=valor min, Yr(1,2)=valor max
% Ejemplo: Julia_plot2(500,100,100, [-2,2],[-2,2])

x = linspace(Xr(1,1),Xr(1,2),n); y = linspace(Yr(1,1),Yr(1,2),n);

[X,Y] = meshgrid(x,y); W = zeros(length(X),length(Y));

for m = 1:size(X,2)

1:size(Y,2)

for j
[w,iter] = Juliaa(X(m,j)+Y(m,j)*1i,R,k);

W(m,j) = W(m,j) + iter;

end

end

hold on; colormap(jet); pcolor(X,Y,W); shading interp; hold off;
function [pri,it] = Juliaa(z,R,k)

p=0;

while p < k

if abs(z) > R

pri = 1;
it = p;
return;
end

z=exp(z)-1i; %z=1-(1/2"(2)); %hz=z"(6)+1.5%z;

p=p+1;

end

pri=0;

it=p;

Ejemplo 21. Las siguientes imagenes muestran los conjuntos de Julia para las fun-
ciones f,g,h : C — C, dadas por f(z) = 26 + 1,52, g(z) = e* —i y h(z) = 1 — L

obtenidos por el algoritmo de tiempo de escape. Tanto en la Figura como en

la Figura |[3.3b| observamos la separacion de los puntos cuyas orbitas se escapan al
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infinito, los cuales se muestran de color azul, de los puntos cuyas érbitas convergen a
un punto finito, que se muestran de color rojo. En cuanto a la Figura[3.3d] el conjunto
de Julia lleno es igual al conjunto de Julia, motivo por el cual no se logra apreciar el

color rojo.

Figura 3.3

3.3. SIF y conjuntos de Julia

Esta seccién se centra en establecer condiciones para que el conjunto de Julia
del sistema dinamico {C; P} pueda ser obtenido como atractor de un SIF. La forma
natural de hacer esto, siguiendo las ideas del Ejemplo [19] es considerar las ramas de
la funcién inversa de P, {P;'}¢ |, donde d es el grado de P, y con ellas formar un
SIF. Sin embargo, estas ramas no se comportan como contracciones en é, motivo
por el cual no es posible conseguir un tnico conjunto invariante. Por ejemplo, si
consideramos el sistema dinamico {@;22}, el SIF compuesto por las ramas de la
raiz cuadrada, {C; f1(2) = \/Z, fo(z) = —/Z}, posee més de un conjunto invariante;
entre ellos: {0} = A1({0V) U £2({0}), € = fL(C)U fo(C) v Fp = f1(Fp) U fo Fp).
Para obtener un tnico conjunto invariante y que ademas coincida con Jp, debemos
restringir a C eliminando ciertos abiertos como veremos en el Teorema m

Antes que nada, hay que destacar la gran familia de conjuntos de Julia obtenidos al
variar la constante ¢ € C en la funcién P, : C —s C dada por P.(z) := 2%+c, pues con

base en los trabajos de Mandelbrot y Julia se infiere que la mayoria de los fenémenos
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dindmicos ocurren en los polinomios cuadraticos. De hecho, si queremos estudiar los
conjuntos de Julia de cualquier polinomio cuadratico, basta con fijarnos en la familia
de polinomios {P.}, con ¢ € C, pues estos tipos de polinomios son topolégicamente
conjugado mediante la funcién h : C — C dada por h(z) = az + 3, donde
a,8eC y a # 0, por lo que tendran dindmica equivalente. En particular, la funciéon
h transforma los puntos periédicos de un sistema dindmico en puntos peridédicos del

otro; esto se cumple porque inductivamente se tiene lo siguiente:
g:hofoh—l — QOQZhOfO(h—loh)ofoh—l:hofo2oh—1 — gon:hofonoh—l’

donde f y g son topologicamente conjugados mediante h.

(a) ¢ = 0,285 — 0,01 (b) ¢ = —0,43 4 0,61

Figura 3.4: Conjuntos de Julia para 22 + c.

Veamos dos resultados que nos ayudaran en demostraciones posteriores.

Proposicién 3.3.1. Si z # oo es un punto fijo atractor para un polinomio P, entonces

A, contiene al menos un punto critico de P, es decir un punto ¢ € C tal que P'(c) = 0.

Demostracion. Supongamos por contradiccién que ¢ ¢ A, para todo punto critico ¢
de P. Sea U un disco abierto que cumpla con w € U C A,. Entonces, P°*(c) ¢ U,
para cada k € {0,1,2,...}. Esto nos permite escoger, para cada k, una rama de la
inversa, digamos P°"%) en U, la cual es una funcién continua, analitica y cumple

con P°=F)(z) = z. Vemos que si w € P°(=%)(U), entonces P°*(w) € U, lo que implica

3Dos sistemas dinamicos discretos {X1;f} v {Xa; g} se dicen topolégicamente conjugados, si
existe un homeomorfismo h : X1 — X» tal que f(x1) = (h=togoh)(z1) y g(x2) = (hogoh™1) (),

para todo x1 € X7 y x2 € Xo.
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que P°R(U) C A,, para todo k. Dado que A, es un subconjunto acotado de C, el
contrareciproco del Teorema nos permite concluir que la familia de funciones
{PO(_’“)},;“;O es normal en U. Sin embargo, debido a que z es un punto fijo repulsor
para P71, pues |-£ P71(2)| > 1, no existe sucesion de la familia {P°""}22 | que posea
una subsucesion uniformemente convergente a una funciéon analitica, cerca de z. De
este modo, por definicién de familia normal, llegamos a que la familia de funciones
antes mencionada no puede ser normal en U, lo que genera una contradiccién. Por lo

tanto, ¢ € A,, para algin punto critico ¢ de P. n

Lema 3.3.2. Sean P un polinomio y X C C un conjunto cerrado que no contiene
puntos de acumulacién de o(z, P), donde z ¢ Jp. Si z,, = P°(~™(X), para cadan € N,

entonces la sucesiéon {z,}, converge uniformemente a Jp.
Demostracion. Véase [4], Lema 6.3. O
Veamos finalmente el resultado central de esta seccion.

Teorema 3.3.3. Sea {21, 2, ..., 2} un ciclo atractor del sistema dindmico {C; P,}.
Dado € > 0, denotemos por X al conjunto C con k + 1 bolas abiertas de radio €
removidas; centradas en cada z;, con i € {1,2,...,k}, y una adicional con centro en

oo. Entonces, la estructura {X; f1, fo} es un SIF, donde
fiz)=vz—c v foilz)=—Vz—c

son las ramas de la inversa de P.. Este SIF posee atractor coincidente con Jp,, el

conjunto de Julia de P.,.

En particular, también se tiene el resultado, si la 6rbita del origen bajo P. converge
al punto en el infinito. En dicho caso, X = C \ B(oo,€), pues P. no tendria ciclo

atractivo.

Demostracion. Sean X, f1y fo como en el enunciado. Definamos F': H(X) — H(X)
por F(B) = fi1(B)Ufa(B), para todo B € H(X). Veamos que F' esta bien definida. Sea
B € H(X). Para e adecuado, tenemos que X C P.(X), lo cual indica que F(X) C X.
Luego, F(B) C Xy F(B) # . Como B es compacto, debe ser cerrado en el espacio
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métrico (X, dg), de modo que X \ B es abierto. La continuidad de P, implica que
F(X\ B) es abierto, y como B C X C P.(X), se sigue que F(B) = X\ F(X\ B). Por
tanto, F'(B) es cerrado en X, que es compacto, mostrando que F(B) es compacto.

Veamos ahora que F' posee un tnico conjunto invariante. Como X C P.(X), se
tiene que F(X) C X. Luego, aplicando la n-ésima composicién iterada F°", resulta
que

XD F(X)DF2X)D--- D F)(X) D> F(X) D -+ .

Es decir, tenemos una sucesion decreciente de conjunto compactos no vacios, lo cual

implica que

lim Fo(X) = N F(X) 0. (3.1)
n=0

Sea A la interseccion en y mostremos que F(A) C A. Si z € F(A), entonces
existe w € A tal que z € F({w}). Dado que w € A, se tiene que w € F°(X),
para cada n € {0,1,2,...}. Enseguida, z € F(F°*(X)) = F°("*)(X), para cada
n € {0,1,2,...}, obteniendo que z € A. Esto es, FI(A) C A.

Por otro lado, supongamos que z € A. Entonces, z € F°+)(X) = F(F°*(X)),
para cada n € {0,1,2,...}. Asi pues, existe w,, € F°"(X) tal que z = P.(y,), para
cadan € {0,1,2,...}. Ademés, la sucesién de puntos {w, },, debe tener una subsuce-
sién convergente, digamos a w, ta que w € F°*(X), para cada n € {0,1,2,...}. Por
tanto, w € Ay, por la continuidad de P., se tiene P.(w) = z, de lo cual se sigue que
z € F(A). Esto muestra la segunda contenencia.

Por tltimo, veamos que A = Jp,. Por Proposicién [3.3.1] como 0 es el Gnico punto
critico de P., obtenemos que P, posee a lo mas dos ciclos atractores, uno de los cuales
es {00}, cuyos elementos son los posibles puntos de acumulacién de las érbitas de cada
punto fuera de Jp,. Luego, X satisface las condiciones del Lema [3.3.2] mostrando asi

que la sucesién {F°"(X)},, converge uniformemente a Jp, . [

Por supuesto, este teorema puede ser generalizado a polinomios de grado N > 2,

considerando las N ramas de la inversa.

Ejemplo 22 (Problema de Cayley). ;Es posible pintar un cuadrado con tres colores

distintos, de tal manera que si en un punto dos colores se encuentran, entonces los tres
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colores se encuentran en ese punto? Esta pregunta motiva a uno de los problemas que
desde el afio 1879 sentaron las bases de la dindmica compleja, generalizando el método
Newton en cuanto a su convergencia para raices complejas. El problemas en cuestion
es el de estudiar las cuencas de atraccion de las raices del polinomio P(z) = 23 — 1,
determinando el tipo de region que le corresponden.

El matemético y abogado britdnico Arthur Cayley (1821-1895) fue el primero
en plantear este problema y tras varios anos de trabajo, logra tener éxito para el
caso de polinomios cuadréticos (ver Figura , pero desistié del problema al tratar
de extenderlo a polinomios de orden superior, indicando en su publicaciéon de 1879,
en The Newton-Fourier imaginary problem, que la solucion presentaba una dificultad
considerable. Hoy en dia sabemos que la frontera de estas cuencas de atraccion poseen
comportamiento cadtico; veamos: sabemos que las raices del polinomio P(z) = 23 —1
son z; = 1, 29 = e % y 23 = e%ﬁi, con P'(z;) # 0, de modo que si consideramos la
funcién del método de Newton f : C — C dada por

1(2) = P(z) z3—1:223+1

esta tendrda como puntos fijos atractores a las raices de P. Tengamos en cuenta que

_ — 3.2
- P'(z) - 322 322 7 (3:2)

el Lema [3.2.8 puede extenderse para funciones racionales, el cual aplicamos para
verificar que J; = 0A,, = 0A,, = 0A,,. La cuenca de atraccion de oo no se tiene en
cuenta, puesto que en este caso, oo no es un punto fijo atractor. Asi pues, las cuencas
de atraccion de las raices de P, definidas por el método de Newton, tienen frontera
comun, y si le asignamos un color a cada una, obtenemos la solucién al problema
de Cayley (ver Figura . Es decir, la soluciéon al problema de Cayley se basa
en encontrar el conjunto de Julia del método iterativo de Newton, y una forma de
hallarlo es adaptando el Teorema [3.3.3] tomando en cuenta las ramas de la inversa
de f, que vienen a ser las soluciones de la ecuaciéon 2w? — 3zw? + 1 = 0, digamos wy,
we ¥ w3, en términos de z. Dado € > 0, definamos el conjunto
X=C\ O B(z;¢€)
i=1

3
y la funcién F : H(X) — H(X) por F(B) = |Jwi(B), para todo B € H(X).

i=1
Entonces F' posee un tnico punto fijo, que es el conjunto de Julia de f.
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(a) Para 2% — 1 (b) Para 23 — 1 (c) Para z* — 1

Figura 3.5: Solucion al problema de Cayley.

3.4. Propiedades notables

A continuacién presentamos algunas propiedades de los conjuntos de Julia y su
relacion con el conjunto de Mandelbrot. Este ultimo se define como el conjunto de
valores de ¢ para los cuales el conjunto de Julia de P. es conexo, y lo denotamos por
M (ver Figura 3.1).

Para demostrar la siguiente proposicion, tengamos en cuenta el Teorema 11.2 en
[4], el cual enuncia que para cualquier polinomio P, de grado mayor que 1, Jp es

conexo si, y solo si, todos los puntos criticos de P poseen 6rbita acotada.
Proposiciéon 3.4.1. M = {c € C: {P"(0)},, es acotada}

Demostracion. Por lo anterior mencionado, como P, posee como punto critico al cero,

obtenemos que Jp, es conexo si, y solo si, P2™(0) no converge a 0o, cuandon — co. [

Proposicién 3.4.2. Si |¢| > 1(5 + 2V/6), entonces Jp, es totalmente disconexo.

Ademas, para |c| grande, se cumple que Dimp(Jp,) = Dimgy(Jp,) y se aproxima a
21n(2)

n(4|c))

Demostracion. Sean C' la circunferencia |z| = |c| y D su interior |z| < |c|. Entonces,

N|=

P7HC) = {(ce” - ¢)

C

10 <60 <dr},

que es una figura en forma de ocho con punto de autointersecciéon en cero (ver Fi-

gura [3.6). Como |¢| > 2, tenemos que P71(C) C D, pues si z € P7Y(C), entonces
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P.(z) € C, y al suponer que |z| > |c|, se tiene |P.(2)] > |22| — || > |c|*> — || > ||,
lo cual genera una contradiccién. Ademds, cada uno de los lazos de P, '(C) son ma-
peados por P., de manera biyectiva, en D. Si definimos fi, fo : D — D como las
ramas de la inversa de P,, entonces fi(D) y fa(D) son los interiores de los dos lazos
de P7H(C). Sea V el disco {z : |z| < [2¢[2}, de modo que P7H(C) C V. Luego,
fi, f2(D) €V C D, de lo cual inferimos que f,(V), fo(V) C V; més atn, fi(V) y
f2(V) son disjuntos. Por otro lado, para i = 1,2,

(21) = fi(z2)| = (21 — €)% — (22 — )] = 21 = 2| .
fiz1) = filz2)] = (21 = €)2 = (22 = €)?] o 1 (s — O]

Entonces, si 21, 29 € V, tomando el valar maximo y minimo, resulta que

-1~ | fi(z1) = fi(22)]

< <
|Zl —Z2|

1 |
5 (el +12¢2)

Note que 5 (|| — |20|£’)’% < 1, siempre que |c| > (54 2v/6), lo cual indica que f; y
f» son contracciones, y ademas inyectivas, en V. Por Teorema el SIF {V; fi, f2}
posee como atractor a Jp,. Luego, por Teorema , Jp, es totalmente disconexo.
Para estimar la dimensién del conjunto de Julia Jp,, aplicamos la Proposicién [2.4.§
en conjunto con la Proposicién [2.4.9] para obtener que
21n(2)
In(4(e + [2¢]2))

21n(2)
In(4(Je| — [2¢[7))

S DZmH(JpC) <

Figura 3.6
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Proposicién 3.4.3. Si |¢] < i, entonces Jp, es una curva cerrada simple.

Demostracion. Si |c| < i y 2o es un punto fijo atractor de P., entonces se tiene que
|P(20)| = |220] < 1, lo cual implica |zo| < 3. Sea Cy la curva |z| = 3, que encierra
tanto a ¢ como a cualquier punto fijo atractor zy que P, posea. La imagen inversa
P71(Cp) es una curva C que rodea a Cy. Consideremos la regién comprendida entre
Cy y C) vista como el conjunto de curvas A; = {re? : ro < r <7, 0 <0 < 27},

% son las curvas Cy y C}, respectivamente. Si definimos una funcién

donde roe? y ri€!
que mapee de manera biyectiva la curva Cy en (', podremos conectar los puntos de
estas curvas mediante otra curva que llamaremos “trayectoria”. De este modo, para
cada 6, sea 11(0) el punto en C; que vive en la trayectoria que inicia en el punto,
digamos ¥y (6) = %ew, de Cy. Dado que la imagen inversa P;'(A;) es otra regién
anular A, cuyos limites son las curvas Co = P71(C)) y Cy, con P. mapeando A, en
A; de manera dos a uno, podemos encontrar nuevamente distintas trayectorias que
parten de C; y terminan en Cy; estas nuevas trayectorias pueden ser las imagenes
inversas bajo P. de las trayectorias inicialmente dadas. Asi pues, denotemos por
19(#) al punto en Cy que vive en la trayectoria que inicia en el punto 4 (6) de C; (ver
Figura . Continuando de esta manera, obtenemos una sucesién de curvas Cy,
cada una rodeando a su predecesora, y familias de trayectorias que unen los puntos
¥(0) en Cy, con los puntos 1,1 1(0) en Ckyq, para cada k € N. Recordemos que las
ramas de la inversa de P, forman un SIF cuyo atractor es Jp,, gracias al Teoremal[3.3.3]
pues {20} es un ciclo atractor de P.. Note ademds que F°*(Cy) = C}, donde F es
la funcién definida en el Teorema [2.2.1] por lo que C, — Jp, cuando k — oo.
Esto indica que la longitud de la trayectoria que une los puntos ¥ (0) v ¥x.1(0)
converge a cero geométricamente, cuando k — oo. En consecuencia, 1y (0) converge
uniformemente a una funcién (), que es un tinico punto para cada 6 € [0, 27|. Por
lo tanto, ¥ (6) parametriza una curva cerrada en @, la cual es Jp,. Resta mostrar que
¥(0), con 6 € [0,2x] también es una curva simple. Para ello, tomemos 6; # 0, tal
que ¥(01) = 1(6,). Sea D la region acotada por Cy y las dos trayectorias que unen
los puntos 1g(01) v 1¥o(02) con (). Note que la frontera de D se mantiene acotada

bajo iteraciones de P.. Luego, por el Principio del Médulo Maximo, la funcion P,
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permanece acotada sobre D y también sobre cada P2"(D), con n € N. Esto significa
que D C K(P.), de modo que en el interior de D no pueden haber elementos de Jp,.
En conclusién, no puede ocurrir la situacién de la Figura [3.7b, mostrando que (0)

es una curva simple. O

Trayectorias

— <

s
i

Figura 3.7

El resultado anterior puede ser extendido para valores de |c| mayores, siempre y
cuando c se encuentre en el cardioide principal de M.
Ademas, en [27] se demuestra que si |¢| es muy pequeno, se obtiene

|2 00
+ le|™.
AP

n(

DimB(JpC) = DlmH(Jpc> =1+ 41|

Para concluir, es importante senalar que a pesar de haber obtenido resultados
interesantes sobre los conjuntos de Julia, este es solo el principio. Discutir sobre
distintas generalizaciones tedricas es factible para descubrir la verdadera naturaleza

de los fractales, ya que si echamos un vistazo a nuestro alrededor, encontraremos que

el caos y lo irregular es lo que mayormente prevalece.
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