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Resumen

En este trabajo estudiamos la complejidad de propiedades de grafos no evasivas, así

como la evasividad de algunas propiedades de hipergrafos. Además, en el caso de

las propiedades no evasivas damos estrategias que permiten obtener una cota para

la complejidad de las mismas. En cuanto a propiedades de hipergrafos, mostramos

una generalización del teorema de Yao sobre propiedades de grafos bipartitos, a

propiedades de hipergrafos k−partitos k−uniformes.



Abstract

In this work we show the complexity of some known non-evasive graph properties,

as well as the evasiveness of some hypergraph properties. Furthermore, in the case

of non-evasive properties, we show the strategies that allow us to obtain an upper

bound for their complexity. For hypergraph properties, we prove a generalization to

k−partite hipergraph properties, of Yao’s theorem on bipartite graph properties.
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INTRODUCCIÓN

Los grafos son comúnmente utilizados para modelar problemas de conexión entre

varios puntos, y dependiendo de la estructura del modelado se le puede asociar a los

mismos una cualidad o propiedad y lo que se busca en este proceso es tratar de opti-

mizar recursos (dinero, tiempo, etc.). El estudio de estas propiedades se puede hacer

mediante el análisis de la complejidad, que es un valor que nos permitirá decidir en

un principio si es posible o no la reducción de recursos. Ahora, si tenemos una pro-

piedad asociada a grafos y analizando su complejidad en todos los casos posibles nos

vemos obligados a examinar todas las conexiones entre un conjunto de puntos, di-

remos que la propiedad es evasiva; pero debido a lo complicado de las propiedades,

este estudio puede ser bastante difícil, este problema ha sido ampliamente estudia-

do. El primero en abordar este problema fue el informático estadounidense Arnold

Rosenberg quien conjeturó en el año 1973 que toda propiedad de grafos (dirigidos)

P no trivial sobre un conjunto de n vértices, tiene una complejidad C(P) ≫ n2;

la cual fue refutada el mismo año por el matemático noruego Stal Aanderaa. Lue-

go de eso, Rosenberg y Aanderaa conjeturaron que existe ϵ > 0 tal que cualquier

propiedad de grafos monótona no trivial sobre un conjunto de n vértices tiene una

complejidad por lo menos de ϵn2. En el año 1975 la conjetura Aanderaa-Rosenberg

fue demostrada por Ronald Rivest y Jean Vuillemin en [11].

A pesar de los avances presentados, el estudio no culmino allí ya que el científico

informático Richard Karp conjeturó que toda propiedad de grafos (no dirigidos) mo-

nótona no trivial sobre un conjunto de n vértices es evasiva. Esta conjetura, llamada

también conjetura de evasividad, es aún más fuerte que la formulada por Aanderaa-

Rosenberg y hoy en día sigue sin ser demostrada completamente; sin embargo, los

matemáticos Jeff Kahn y Michel Saks junto con el ingeniero Dean Sturtevant hicie-

ron grandes avances (1984), demostrando que la conjetura es cierta en el caso de que
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la cantidad de vértices sea potencia de un número primo en [7]. Ellos también pro-

baron la validez del resultado en el caso de que el número de vértices sea 6 en [7].

Para el año 1988 Andrew Chi-Chih Yao resolvió la conjetura para el caso de grafos

bipartitos en [10].

Sumados a los avances anteriores y en busca de un contraejemplo a la conjetura

en el caso de diez vértices, se tiene que en el 2005 Alexander Engström dio una des-

cripción completa de los grafos transitivos en posibles contraejemplos para el caso

n = 10 en [5], y en 2016 los matemáticos colombianos Andrés Angel y Jerson Borja

determinaron otro tipo de condiciones sobre posibles contraejemplos basados en el

uso de la característica de Euler en [2, 3]. Al día de hoy, no se ha resuelto la conje-

tura completamente para el caso de n = 10 vértices, pero esta se ha verificado para

muchas familias de propiedades monótonas no triviales de grafos, ver, por ejemplo,

[6].

Ahora, los problemas que abarcamos en este trabajo se dividen en dos categorías,

la primera corresponde al estudio de la complejidad de propiedades no evasivas

nuevas así como conocidas, y la segunda corresponde al estudió de la complejidad

de propiedades asociadas a hipergrafos(elementos más generales que grafos pero

que conservan nociones similares a las que ya se conocen para grafos).

En el primer capitulo, se encuentra consignada toda la teoría necesaria para la

comprensión del presente trabajo. Luego, en el capitulo dos y tres abarcamos nues-

tros problemas y mostramos los resultados obtenidos.
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Capítulo 1

Preliminares

En este capitulo introduciremos la teoría necesaria para la comprensión y desarrollo

de nuestro trabajo, la cual muestra la relación existente entre combinatoria y topolo-

gía.

1.1. Propiedades de grafos y la conjetura de evasividad

En la presente sección haremos un breve recuento de las nociones básicas asociadas a

grafos, el cual es el principal ente combinatorio involucrado en nuestro estudio. Para

comenzar, diremos que un grafo (no dirigido) es un par (V, E) donde V = {1, . . . , n}

es un conjunto cuyos elementos son llamados vértices y E ⊆ (V
2), donde (V

2) es el con-

junto de todos los subconjuntos de V de tamaño 2. Los elementos de E son llamados

las aristas del grafo. Si {u, v} ∈ E decimos que u y v son adyacentes. Un Camino es

una sucesión de aristas en E que une dos vértices dados.

Siguiendo con este recuento, un subgrafo de un grafo G es un grafo cuyo conjunto

de vértices y aristas son subconjuntos de los de G; y el grado de un vértice v ∈ G,

denotado por deg(v), es la cantidad de vértices adyacentes a v. Ahora, diremos que

dos grafos G y H son isomorfos si existe una permutación σ de {1, 2, . . . , n} tal que

{u, v} es una arista de G si y sólo si {σ(u), σ(v)} es una arista de H. Lo anterior da

origen al término propiedad de grafos, que hace referencia a una propiedad acerca de

los grafos que se preserva bajo isomorfismo, esto es, si G y H son grafos isomorfos,

entonces G tiene la propiedad P si y sólo si H tiene la propiedad. Como ejemplos de

algunas propiedades de grafos tenemos las siguientes:
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FIGURA 1.1: Grafo disconexo seguido de un grafo conexo

Ser conexo, donde un grafo G es conexo si cada par de vértices está conectado

por un camino.

Ser bipartito, donde un grafo G = (V, E) es bipartito si V se puede dividir en

dos conjuntos A y B tales que A ∪ B = V y A ∩ B = ∅, además las aristas de G

solo pueden conectar vértices de A con vértices B.

FIGURA 1.2: Grafo bipartito

Contener un ciclo, donde un grafo G contiene un ciclo si en G puedo encontrar

un camino cerrado.

FIGURA 1.3: Grafo con un ciclo

Así pues, siempre que se estudian las propiedades de grafos se busca analizar sus

cualidades, las cuales se resumen en la siguiente definición.

Definición 1.1. Una propiedad de grafos es monótona si es cerrada bajo remoción de aristas;

mientras que una propiedad no trivial es aquella que no es vacía y no todo grafo la cumple.

En el estudio de la propiedades de grafos se analiza la llamada “complejidad

de un propiedad", este análisis se realiza a través de un juego, el cual es descrito a

continuación:
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Dada una propiedad de grafos P , se quiere determinar si un grafo desconocido G

tiene o no la propiedad. Un oráculo responde SÍ o NO a preguntas del estilo ¿es {a, b}

una arista del grafo G?, y se trata de utilizar la información revelada por el oráculo

para decidir si el grafo G tiene o no la propiedad P , haciendo la menor cantidad de

preguntas posibles.

Es importante resaltar que para poner en practica el anterior juego, se pueden

utilizar diferentes estrategias, y es en término de estas que surge la complejidad de

una propiedad.

Definición 1.2 (Complejidad de una propiedad de grafos). La menor cantidad de pre-

guntas que hay que hacerle al oráculo en el peor de los casos, es llamada la complejidad de P

y se denota C(P). La propiedad se dirá evasiva si C(P) = (n
2)

Tras el estudio de la complejidad de las propiedades de grafos, surge alrededor

del año 1975 la conjetura de evasividad propuesta por Richard Karp, la cual establece

que toda propiedad de grafos (no dirigidos) monótona no trivial sobre un conjunto

de n vértices es evasiva.

1.2. Complejos simpliciales

En la presente sección introduciremos la principales definiciones asociadas a otro

ente combinatorio de suma importancia como lo son los complejos simpliciales. Co-

menzamos diciendo que un complejo simplicial abstracto sobre un conjunto finito V es

una colección K de subconjuntos no vacíos de V para la cual se satisfacen que para

todo v ∈ V se tiene que {v} ∈ K, además, si A ∈ K y ∅ ̸= B ⊆ A entonces B ∈ K.

Ahora, Si A ∈ K, decimos que A es una cara o un simplex de K. El valor #(A)− 1 es

llamado la dimensión de A y se denota por dim(A), mientras que la dimensión de K

está definida por, dim(K) = máx{dim(A) : A ∈ K}.

Por otro lado, con el fin de tener una visualización de un complejo simplicial

abstracto es necesario hacer algo llamado “realización geométrica", para tal fin se

requiere tener claro que la envolvente convexa de un conjunto A ⊆ Rn, denotada

por Conv(A), es el conjunto de todas las combinaciones convexas de puntos de

A. Recordemos que una combinación convexa de u1, u2, . . . , un es una suma del
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tipo c1u1 + c2u2 + · · · + cnun, donde ci ≥ 0 y c1 + c2 + . . . + cn = 1. Además, si

V = {v1, . . . , vn}, se tiene que cada vi se identifica con el vector ei de la base ca-

nónica de Rn. Luego, la realización geométrica de un complejo simplicial K, deno-

tada |K|, es la unión de todas las envolventes convexas de las caras de K, esto es

|K| = ⋃
A∈K Conv(A); es de notar que |K| es un subconjunto de Rn, donde n es el

número de vértices.

A continuación, se muestra la realización geométrica asociado a un complejo

simplicial

K = {{v1}, {v2}, {v3}, {v4}, {v5}, {v6}, {v1, v2}, {v1, v3}, {v1, v4}, {v2, v3}, {v2, v4}, {v3, v4}, {v4, v5},

{v4, v6}, {v5, v6}, {v1, v2, v3}, {v1, v2, v4}, {v2, v3, v4}, {v1, v3, v4}, {v4, v5, v6}, {v1, v2, v3, v4}}

v5

v6
v4

v1

v2

v3

FIGURA 1.4: Realización geométrica de un complejo simplicial con
seis vértices.

Siguiendo con el recuento de definiciones, consideremos un complejo simplicial

K y sea A ∈ K un simplex, diremos que A es un simplex maximal si este no está conte-

nido en otro simplex en K, y B es llamado cara libre si éste no es maximal en K y está

contenido en un solo simplex maximal en K. Así, un colapso elemental es la operación

de elegir una sola cara libre del complejo y eliminar la cara junto con todas las caras

que lo contienen. Con la anterior operación en mente, el complejo simplicial abstrac-

to K es colapsable si existe una sucesión de colapsos elementales K, K1, K2, . . . , Kn tales

que #(Kn) = 1, es decir, el complejo simplicial K se reduce a un vértice del mismo.

Por otra parte, si K tiene fi caras de dimensión i, entonces la característica de Euler de

K, denotada por χ(K), se define como χ(K) = ∑
i≥0

(−1)i fi. Por último, un complejo

simplicial abstracto K que satisface la condición de que el conjunto de vértices es

totalmente ordenado, se dice Z/p−acíclico si dim
Z/p H̃n(K, Z/p) = 0 para todo en-

tero no negativo n, donde H̃n(K, Z/p) representa el n−ésimo grupo de homología

reducido de K sobre Z/p.
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1.3. Enfoque topológico a la evasividad

Tras la demostración de la conjetura de la evasividad en el caso en que la cantidad

de vértices sea potencia de primo o cuando el número de vértices es 6, surge un

enfoque topológico que fue utilizado para estudiar esta conjetura en otros casos, y

cuyas partes fundamentales se describe a continuación:

Definición 1.3. Si P es una propiedad monótona no vacía, podemos considerar un com-

plejo simplicial ∆P , cuyos vértices son los conjuntos de dos elementos {a, b}, con a, b ∈

{1, 2, . . . , n}, con a ̸= b; y G ∈ ∆P si y solo si G, visto como grafo, tiene la propiedad P .

El enfoque está fundamentado en el uso de tres teoremas que presentamos a

continuación y que se pueden consultar en el articulo de Carl Miller, [10].

Teorema 1.1 (KSS). Si P es una propiedad no vacía, monótona y no evasiva, entonces ∆P

es colapsable.

Teorema 1.2. Si ∆ es un complejo simplicial colapsable, entonces ∆ es Z/p−acíclico, para

todo primo p.

Para enunciar el último de estos tres teoremas importantes se requiere la siguien-

te definición

Definición 1.4. Un grupo de Oliver es un grupo finito Γ que tiene un p−subgrupo normal

H tal que Γ/H es cíclico.

Teorema 1.3 (Oliver). Si Γ es un grupo de Oliver que actúa sobre un complejo simplicial

Z/p−acíclico ∆, entonces χ(∆Γ) = 1. En particular, ∆Γ ̸= ∅.

Para un complejo simplicial ∆ con una acción de un grupo Γ, el complejo de

puntos fijos ∆Γ puede describirse como sigue:

1. Los vértices de ∆Γ son las órbitas de la acción de Γ (en los vértices de ∆) que

sean simplices de ∆.

2. {A0, . . . , Ar} es un r−simplex de ∆Γ si y solo si A0 ∪ · · · ∪ Ar ∈ ∆.

Una estrategia para usar el enfoque antes descrito, consiste en suponer una pro-

piedad de grafos monótona no vacía y no evasiva P . Encontrar (convenientemente)
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un grupo de Oliver Γ que actúe sobre {1, 2, . . . , n}; luego Γ actúa de manera natural

en los vértices de ∆P . Se calculan las órbitas de Γ sobre los vértices de ∆P y se con-

cluye que ∆Γ
P es no vacío, por lo que algunas de las órbitas halladas son grafos que

pertenecen a P y χ
(
∆Γ
P
)
= 1.
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Capítulo 2

Propiedades no evasivas

El objetivo principal de este capitulo es mostrar las propiedades no evasivas co-

nocidas y la estrategia utilizada para determinar este hecho, así como un acotamien-

to para la complejidad de las mismas.

2.1. Propiedad de Carter

Un grafo G tiene la propiedad de Carter P si el grafo contiene un vértice de grado

n − 4 y los vértices adyacentes a este vértice tiene grado 1. Entonces, para n ≥ 7 (en

[8] se toma n ≥ 9) se tiene que C(P) ≤ 1
2 n(n − 1)− 1

FIGURA 2.1: Propiedad de Carter

A continuación describimos una estrategia que permite determinar si un grafo G

tiene o no la propiedad de Carter.

Demostración. Véase [8] página 17.

El buscador divide el conjunto de vértices en dos partes casi iguales, y pregunta

por todas las aristas entre estas dos partes. En este punto, si n ≥ 7 se ha debido

identificar un único candidato al vértice con grado n − 4, o en su defecto se ha deter-

minado que el grafo no cumple la propiedad. El paso siguiente consiste en preguntar
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por todos los vértices adyacentes al candidato dentro del conjunto donde se encuen-

tra este, lo que permite aislar al vértice de grado n − 4 y los tres vértices que no son

adyacentes al vértice de grado n − 4 y que posiblemente son adyacentes entre sí, o

en caso contrario se ha descartado el grafo. A continuación, preguntamos por todos

los vértices adyacentes al de grado n − 4, si todos resultan ser de grado 1, el grafo

tiene la propiedad; pero si alguno de ellos llega a tener grado dos o mas, el grafo se

descarta. Si nos fijamos en los tres vértices que no son adyacentes al vértice de grado

n − 4 y tenemos en cuenta el proceso anterior, podemos concluir que no es necesario

preguntar por al menos una de las tres aristas que posiblemente existen entre estos

tres vértices, así

C(P) ≤ 1
2

n(n − 1)− 1

A continuación, mostramos una instancia del peor caso (cuando tiene que ha-

cerse la mayor cantidad de preguntas) para la estrategia descrita anteriormente con

n = 8.

1

2

3

4

1

2

3

4

5

6

7

8

La única arista por la que no se pregunta en {3, 4}.

2.2. Propiedad de Kleitman

Para un número par n, un grafo G tiene la propiedad de Kleitman si existen dos

vértices adyacentes x y y, cada uno de grado n
2 , tal que el conjunto de vértices res-

tantes {1, 2, . . . , n} \ {x, y} adyacentes a x y y, denotados X y Y respectivamente,

son disjuntos, y ningún vértice en X es adyacente a ningún vértice en Y. Entonces

C(P) ≤ 3
8 n2 + 1

4 n − 1.
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X Y

x y

FIGURA 2.2: Propiedad de Kleitman

A continuación describimos una estrategia que permite determinar si un grafo G

tiene o no la propiedad de Kleitman.

Demostración. Véase [8] página 18.

El buscador selecciona un vértice al azar y pregunta para determinar los vér-

tices adyacentes a este. En el siguiente paso el buscador, escoge uno de los vértices

resultantes del paso anterior y pregunta por todos los vértices adyacentes a este, con-

tinuamos de esta manera preguntando por cada uno de los vértices encontrados en

el primer paso. En este punto, el buscador ha investigado n
2 + 1 vértices y ha aislado

los vértices x y y, así como los conjuntos X y Y respectivamente; o ha determinado

que el grafo no tiene la propiedad. En caso de que el grafo tenga la propiedad, se lle-

ga al punto de no ser necesario preguntar por los vértices en X o Y, lo que significa

que faltaron por realizar 1
2

( 1
2 n − 1

) ( 1
2 n − 2

)
preguntas, de donde se concluye que:

C(P) ≤ 3
8

n2 +
1
4

n − 1

2.3. Grafos Escorpión

Un grao G sobre n vértices es un grafo escorpión si este contiene vértices v1, v2, v3

tales que, el grado de v1(cuerpo) es n − 2, el grado de v2(cola) es 1 y el grado de v3 es

2. Además, v3 es adyacente a v1 y v2. El resto de vértices se agrupan en un conjunto,

denotado por S y las aristas entre los elementos de S pueden existir o no.
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v1v3

v2

S

FIGURA 2.3: Grafo escorpión

Teorema 2.1. Sea P la propiedad que consiste en ser un grafo escorpión sobre n ≥ 5 vértices.

Entonces la complejidad de P está acotada por 6n − 13.

Demostración. El algoritmo consiste de tres fases que nos permitirán determinar un

único candidato a cuerpo y un único candidato a cola. A continuación, describiremos

a grandes rasgos lo que ocurre en cada fase.

Fase 1. En esta fase, la intención es particionar el conjunto de vértices V = {1, 2, . . . , n}

en dos conjuntos; los que son candidatos a cuerpo y los que son candida-

tos a cola, donde un vértice es candidato a cuerpo si este tiene al menos

un vértice rechazado y por lo menos dos vértices aceptados; mientras que

un vértice es candidato a cola si este tiene al menos un vértice aceptado

y por lo menos dos vértices rechazados. Ahora, para clasificar los vértices

preguntamos por las aristas de ciclo 1, 2, 3, . . . , n, 1, es decir, preguntamos

por 12, 23, 34, 45, . . . , (n− 1)n, n1. Así, los vértices con dos vértices aceptados

clasifica como candidato a cuerpo, mientras que los vértices con dos vértices

rechazados clasifica como candidato a cola; el resto de los vértices que no se

clasifican como candidato a cuerpo ni candidato a cola son llamados indi-

ferentes, a dicho conjunto lo denotaremos por I. Ahora, si I = ∅, entonces

se concluye que el grafo no es un grafo escorpión. Por otro lado, si I ̸= ∅,

podemos dividirlo en pares de vértices que no son adyacentes en el ciclo y

preguntamos por la arista entre cada par, lo anterior clasifica a cada vértice

indiferente como candidato a cuerpo o candidato a cola.

Fase 2. En esta fase, el objetivo es obtener un único candidato a cuerpo y un úni-

co candidato a cola. Para tal fin, se le asigna un peso a cada vértice de la
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siguiente manera: un candidato a cuerpo tiene un peso de 2 menos el núme-

ro de vértices rechazados; mientras que un candidato a cola se le asigna un

peso de 2 menos el número de vértices aceptados.

Ahora, preguntamos por las aristas que tiene un vértice en el conjunto de

candidatos a cuerpo y un vértice en el conjunto de candidatos a cola, depen-

diendo de la respuesta cambia el peso de cada vértice y si alguno llega al

peso cero se descarta y deja de ser considerado como candidato. Después de

hacer varias iteraciones se pueden presentar las siguientes situaciones:

a) El conjunto de candidatos a cuerpo o el conjunto de candidatos a cola

son ambos vacíos.

b) El conjunto de candidatos a cuerpo y el conjunto de candidatos a cola

son ambos no vacíos y cada conjunto contiene un solo elemento.

c) El conjunto de candidatos a cuerpo tiene b ≥ 1 elementos y el conjunto

de candidatos a cola tiene t ≥ 1 elementos, además, mı́n{b, t} ≥ 2 y

todas las aristas entre estos dos conjuntos ya han sido preguntadas.

en la situación a) se descarta el grafo, en la situación b) se pasa a la fase

3. Asumamos que estamos en la situación c), entonces, sea e el número de

aristas existentes entre el conjunto de candidatos a cuerpo y el conjunto de

candidatos a cola. Dado que los candidatos a cuerpo deben ser adyacentes a

todos menos a un candidato a cola, entonces b(t − 1) ≤ e. Similarmente, co-

mo candidato a cola tiene a lo más un vértice adyacente entre los candidatos

a cuerpo, entonces e ≤ t. Como (b− 1)(t− 1) ≤ 1, y dado que mı́n{b, t} ≥ 2,

entonces b = t = 2 y 2 = b(t − 1) ≤ e ≤ t ≤ 2, así, e = 2. Como estamos en

busca de un grafo escorpión, entonces se concluye que solo existe un candi-

dato a cuerpo y un candidato a cola.

Fase 3. Sean u y v el candidato a cuerpo y el candidato a cola respectivamente. Em-

pezamos preguntando por las relaciones de adyacencias de u que aún no se

han preguntado, de estas existen a lo más n − 3. En el caso de que el grado u

sea n − 2, ya sabemos cual es el candidato a cola. Buscamos las relaciones de
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adyacencias del candidato a cola y del vértice que hay entre u y v, de donde

se requieren a lo más n − 3+ n − 3 preguntas. El caso del candidato a cola v,

se trabaja de forma similar.

Luego de pasar por las fases 1, 2 y 3 se concluye que se realizaron a lo más 6n − |I|
2 −

11 preguntas. Además, |I| ≥ 4 implica que − |I|
2 ≤ −2. De lo anterior, obtenemos

C(P) ≤ 6n − |I|
2

− 11 ≤ 6n − 2 − 11 = 6n − 13.

Para ver la anterior demostración con más detalle puede ir a [9] en la página 78.

2.4. Propiedad no evasiva más pequeña

Dada una propiedad de grafos P , el conjunto de grafos que satisface dicha pro-

piedad se puede clasificar de acuerdo al grafo al cual es isomorfo, dando origen a

clases de isomorfismo. De lo anterior, el conjunto de propiedades de grafos se pue-

de dividir de acuerdo a las clases de isomorfismo que posea o por la cantidad de

vértices que tengan los grafos.

En la presente sección, hablaremos acerca de la propiedad no evasiva mas pe-

queña teniendo en cuenta la cantidad de vértices, más no la cantidad de clases de

isomorfismos.

Teorema 2.2. Sea G5 el conjunto formado por todos los grafos en 5 vértices. Consideremos

la propiedad P conformada por los elementos de G5 que son isomorfos a los grafos mostrados

en la Figura 2.4. Entonces, P y G5 \ P son no evasivas. Además, toda propiedad no trivial

de grafos en 4 vértices es evasiva.

FIGURA 2.4: Representantes de las clases de isomorfismos de P

Demostración. Véase [1] página 2.
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El anterior teorema nos muestra la propiedad no trivial y no evasiva más peque-

ña posible, la cual se obtiene cuando se trabajan con 5 vértices.

Por otro lado, si queremos clasificar las propiedades de grafos en evasivas y no

evasivas teniendo en cuenta la cantidad de clase de isomorfismos, podemos hacer

uso del siguiente teorema:

Teorema 2.3. Sea P una propiedad de grafos que tiene uno o dos clases de isomorfismos.

Entonces P es evasiva.

Demostración. Véase [4] página 10.

Es importante resaltar que el anterior teorema no nos permite clasificar todas la

propiedades asociadas a grafos, ya que, para gran parte de estas se pueden obtener

mas de dos clases de isomorfismos. Como un ejemplo de la no aplicación de este

teorema tenemos la propiedad de Kleitman, ya que es una propiedad no evasiva

que cuenta con tres clases de isomorfismos y que antes de ser demostrado el teorema

2.2, era considerada la propiedad no evasiva más pequeña en cuanto al número de

vértices y cantidad de clases de isomorfismos.

Siguiendo con el recuento de propiedades no evasivas, presentamos una gene-

ralización de la propiedad de Kleitman propuesta por Longueville en [9], la cual

queda descrita de la siguiente manera: Sea P la propiedad que consiste de todos

los grafos sobre n vértices que son isomorfos a uno de los tres grafos mostrados en

la Figura 2.5, donde la arista central que caracteriza a la propiedad de Kleitman es

reemplazada por un camino de longitud n − 5.

· · · · · · · · ·

FIGURA 2.5: Representantes de las clases de isomorfismos

Sumada a la propiedad anterior, tenemos una propiedad de grafos que también

consta de tres clases de isomorfismos, la cual llamaremos P3 y que es definida como

el conjunto de grafos sobre n ≥ 7 vértices que son isomorfos a uno de los grafos

mostrados en la Figura 2.6
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· · ·
G1

· · ·
G2

· · ·
G3

FIGURA 2.6: Clases de isomorfismos de P3

Teorema 2.4. La propiedad P3 es no evasiva.

Demostración. Véase [4] página 10.

Consideremos los grafos G1, G2 y G3 mostrados en la Figura 2.6 y notemos que

en cada uno de ellos podemos distinguir cuatro grupos de vértices:

Tipo a: hay un solo vértice de grado cuatro.

Tipo b: hay dos vértice de grado tres que no nos distinguen los tres grafos no

isomorfos.

Tipo c: hay cuatro vértices de grado 2 o 3, las adyacencias entre ellos diferen-

cian los tres grafos no isomorfos.

Tipo d: son los vértices restantes de grado 2 en G1, G2 o G3.

La estrategia consiste en escoger un vértice al azar, digamos v1 y preguntar para

determinar los vértices adyacentes a éste. Teniendo en cuenta a G1, G2 y G3, notamos

que la única forma de continuar el juego es que el grado de v1 sea 4, 3 o 2. en caso

contrario el grafo se descarta. Así,

Caso 1. Si el grado de v1 es 4, entonces existen vértices v2, v3, v4, v5 adyacentes a v1,

que por las características de G1, G2 y G3 estos deberían ser vértices tipo c.

Escogemos uno de estos vértices, sin perdida de generalidad, supongamos

que es v2. Procedemos a preguntar para determinar los vértices adyacentes

a v2, notemos que para poder continuar con el juego, el grado de v2 debe

ser 2 o 3. Si el grado de v2 es 3, entonces este es adyacente a un vi con

i ∈ {3, 4, 5}. Supongamos que dicho vértice es v3; así, v2 es adyacente a v1
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y a un nuevo vértice v6. Si lo anterior no ocurre el grafo se descarta. Ahora,

preguntamos para determinar los vértices adyacentes a v3 y v6; al preguntar

por v3 este debe ser de grado 3 y para poder continuar el juego, v3 debe ser

adyacente a v6; además v6 debe tener grado 3 y ser adyacente a v2, v3 y a un

nuevo vértice v7, si lo anterior no se cumple se descarta el grafo. Si el juego

continua, procedemos a preguntar para determinar los vértices adyacentes

a v7. Para poder continuar, el grado de v7 debe ser 2 y v7 es adyacente a v6

y a un nuevo vértice v8.

De manera general, si hemos logrado avanzar hasta obtener un nuevo vér-

tice vk, entonces vamos a preguntar por vk y el juego continua si éste es de

grado 2, y adyacente a vk−1 y a un nuevo vértice vk+1. Continuamos de esta

manera hasta llegar al vértice vn. Procedemos a preguntar por vn, si al ter-

minar de preguntar obtenemos que el grado de vn es 3, y además vn resulta

ser adyacente a vn−1 y a los vértices v4 y v5, de esta manera concluimos que

el grafo tiene la propiedad y no fue necesario preguntar por la arista entre

v4 y v5.

Por otro lado, si el grado de v2 es 2, procedemos de forma análoga a lo hecho

en el caso de que el grado de v2 es 3.

Caso 2. Si el grado de v1 es 2, entonces éste tiene dos opciones, es decir, v1 es de tipo

c o tipo d. Supongamos que los vértices adyacentes a v1 son v2 y v3.

Subcaso 1. Si v1 es tipo c, entonces preguntamos para determinar los grado de v2 y

v3. El juego continua si solo uno de los vértices tiene grado 4 y corres-

ponde al vértice tipo a, además el otro vértice es de grado 3 y corres-

ponde a un vértice tipo b. Posterior a este punto, procedemos de forma

similar a lo hecho en el caso 1.

Subcaso 2. Si v1 es tipo d, entonces preguntamos para determinar los vértices adya-

centes a v2 y v3. Si al terminar de preguntar obtenemos que el grado de

v2 y v3 es 2 y el nuevo vértice v4 adyacente a v2 es diferente del nuevo

vértice v5 adyacente a v3, el juego continua. Ahora, indagamos por los

vértices v4 y v5; si el grado de v4 y v5 es 2 y el nuevo vértice v6 adyacente
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a v4 es diferente del nuevo vértice v7 adyacente a v5, entonces continua-

mos. Asumiendo que el juego sigue, llegamos al paso donde estamos

trabajando con los vértices vi y vj; el juego continua si el grado de vi y

vj es 2 y el nuevo vértice adyacente a vi es diferente del nuevo vértice

adyacente a vj. Seguimos de esta manera hasta obtener los vértices vn−6

y vn−5 de tipo b. Nos quedamos con uno de ellos, digamos vn−5, como

éste es de tipo b, tenemos que el grado de vn−5 es 3, es decir, que vn−5 es

adyacente a dos nuevo vértices vn−3 y vn−4; indagamos por ellos y si es-

tos son de tipo c el juego continua. Por ser vn−3 y vn−4 de tipo c, ellos son

adyacentes a un mismo vértice vn−2. Procedemos a indagar por vn−2 y

si el grado de vn−2 es 4 y vn−2 es adyacente a vn−1 y vn, entonces el grafo

tiene la propiedad y no ha sido necesario preguntar por la arista entre

vn−1 y vn.

Caso 3. Si el grado de v1 es 3, entonces v1 es un vértice tipo c en G2 o G3 o es sim-

plemente un vértice tipo b. Sin embargo, al igual que en los casos anteriores

podemos determinar si el grafo tiene o no la propiedad indagando por los

grados de los vértices adyacentes a v1 y en algún punto recaemos en un caso

ya tratado.

En conclusión,

C(P) ≤
(

n
2

)
− 1

2.5. Generalizaciones de la propiedad de Kleitman

En esta sección analizaremos la complejidad de algunas generalizaciones de la pro-

piedad de Kleitman propuestas por nosotros.
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2.5.1. Primera generalización de la propiedad de Kleitman

Consideremos la propiedad de grafos P que consiste de todos los grafos G en n

vértices para los que existen k vértices distinguidos x1, x2, . . . , xk(k ≥ 2) que son ad-

yacentes entre si y para cada i ∈ {1, . . . , k} hay un conjunto de vértices Xi adyacentes

a xi; ningún vértice de un Xi es adyacente a uno de Xj para i ̸= j. Además, le pe-

dimos que los conjuntos Xi tengan todos la misma cantidad de elementos t, así el

número de vértices de G es n = k(t + 1).

x1 x2

x3 x1 x2

x3x4

FIGURA 2.7: Ilustración de los casos en el que k = 3 y k = 4

Demostración. El jugador selecciona un vértice v1 y empieza a preguntar para deter-

minar los vértices adyacentes a v1. De acuerdo a la respuestas entregadas se pueden

presentar los siguientes casos:

Caso 1. Si deg(v1) = n
k + k − 2, sin perdida de generalidad, supongamos que

v1 = x1. Digamos que los vértices adyacentes a v1 son v2, v3, . . . , v n
k +k−1.

Procedemos a preguntar con el fin de encontrar los vértices adyacentes

a cada vi con i ∈ {2, 3, . . . , n
k + k − 1}. Ahora, si deg(vi) <

n
k + k− 2 para

todo i o si existen k o más vi con grado menor que n
k + k − 2 se concluye

que el grafo no tiene la propiedad; pero si existe exactamente k − 1 vérti-

ces vi de grado n
k + k − 2, digamos v2, v3, . . . , vk, continuamos con el pro-

ceso. En este punto hemos logrado identificar los vértices v1, v2, . . . , vk,

así como los conjuntos X1, X2, . . . , Xk. Dado que investigamos a cada vi

con i ∈ {2, 3, . . . , n
k + k − 1} tenemos que si algún vj ∈ Xi es adyacente a

algún vl ∈ Xs con i ̸= s, entonces el grafo no tiene la propiedad; en caso

contrario, podemos concluir que el grafo satisface la propiedad y hasta
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aquí se habrán investigado a lo sumo (k−1)n
k + 1 vértices o en su defecto

nos falta por hacer (
n
k −1

2 ) preguntas.

Caso 2. Si deg(v1) <
n
k +k− 2, entonces los vértices adyacentes a v1 son v2, v3, . . . ,

vdeg(v1)+1. Preguntamos para determinar los vértices adaycentes a cada

vi con i ∈ {2, 3, . . . , deg(v1) + 1}. Si al terminar de preguntar ninguno

tiene grado n
k + k − 2, entonces el grafo no tiene la propiedad, ya que

para que tenga dicha propiedad v1 debe ser adyacente a un vértice de

grado n
k + k − 2. Ahora, si existen dos más vértices adyacentes a v1 de

grado n
k + k − 2, entonces el grafo no tiene la propiedad porque los po-

sibles Xi, . . . , Xj están compartiendo un vértice.

Teniendo en cuenta lo anterior, la única posibilidad para continuar es

que exista un solo vértice de grado n
k + k − 2 adyacente a v1, digamos

que dicho vértice es vi1 . Ahora vamos preguntar por los vértices adya-

centes a vi1 . Notemos que dentro de los vértices que son adyacentes a

v1 tenemos vértices adyacentes vi1 , por lo cuales ya se indagó, así los

vértices que nos resta por averiguar son vdeg(v1)+2, . . . , v n
k +k−1. Tenga-

mos en cuenta que en esta lista hay n
k + k − 2 − deg(v1) vértices. Aho-

ra, preguntamos para determinar los vértices adyacentes a cada vi con

i ∈ {deg(v1) + 2, . . . , n
k + k − 1}. Nuevamente, si existen k o más vérti-

ces de grado n
k + k − 2 o si no existe ninguno, se concluye que el grafo

no tiene la propiedad, por ende, la única forma de que posiblemente el

grafo tenga la propiedad es que existan k− 1 vértices de grado n
k + k− 2,

digamos vi2 , . . . , vik . En este punto se han preguntado por 1 + deg(v1) +

n
k + k − 2 − deg(v1) = n

k + k − 1 vértices. Nos resta preguntar por los

vértices adyacentes a cada vij con j ∈ {2, . . . , k − 1}, en este momento

llevamos investigados n
k + k − 1 + (k − 2)

( n
k − 1

)
= (k−1)n

k + 1 y hemos

sido capaces de determinar si el grafo tiene o no la propiedad. En caso

de tenerla, hemos descubierto a los vértices vi1 , . . . , vik , como también a

los conjuntos Xi1 , . . . , Xik . Al llegar a esta parte, nos falta por hacer (
n
k −1

2 )

preguntas.
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De los casos anteriores concluimos que,

C(P) ≤
(

n
2

)
−

(
t
2

)
=

(
n
2

)
−

( n
k − 1

2

)
=

(
(k − 1)n

k
+ 1

)(
(k + 1)n

2k
− 1

)

2.5.2. Segunda generalización de la propiedad de Kleitman

La propiedad que consiste de todos los grafos G para los que hay k vértices x1, . . . , xk

distintos adyacentes entre sí, y los vértices restantes se dividen en k partes X1, . . . , Xk

disjuntas con igual número de elementos t, de tal manera que cada vértice v ∈ Xj es

adyacente a xj y xj+1 para j ∈ {1, . . . , k − 1} pero no a otro elemento por fuera de Xj,

mientras que cada vértice v ∈ Xk es adyacente a xk y x1 pero no a otro elemento por

fuera de Xk.

x1 x2

x3

x4

x5

FIGURA 2.8: Ejemplificación de la propiedad

Demostración. El jugador selecciona un vértice v1 y empieza a preguntar para deter-

minar los vértices adyacentes a v1. De acuerdo a la respuestas entregadas se pueden

presentar los siguientes casos:

Caso 1. Si deg(v1) = 2n
k + k − 3, sin perdida de generalidad, supongamos que

v1 = x1. Digamos que los vértices adyacentes a v1 son v2, v3, . . . , v 2n
k +k−2.

Procedemos a preguntar con el fin de encontrar los vértices adyacentes

a cada vi con i ∈ {2, 3, . . . , 2n
k + k − 2}. Ahora, si deg(vi) < 2n

k + k − 3

para todo i o si existen k o más vi con grado mayor que 2n
k + k − 3 se

concluye que el grafo no tiene la propiedad; podemos continuar con el

proceso si existen exactamente k − 1 vértices de grado 2n
k + k − 3, diga-

mos v2 = x2, v3 = x3, . . . , vk = xk, y el resto de los 2n
k + k − 3 vértices



22 Capítulo 2. Propiedades no evasivas

tienen por lo menos grado 2, además podemos dividirlos en dos grupos

X1 y Xk, donde los elementos de X1 son adyacentes a x1 y x2 pero no a

otro elemento por fuera de X1, mientras que los elementos de Xk son ad-

yacentes a x1 y xk pero no a otro elemento por fuera de Xk. En este punto

hemos logrado identificar los vértices x1, . . . , xk así como los conjuntos

X1, . . . , Xk, donde cada v ∈ Xj es por lo menos adyacente a xj y xj+1

para j ∈ {2, . . . , k − 1}. Continuamos investigando los elementos de los

conjuntos X1, . . . , Xk, pero notemos que de estos conjuntos ya hemos in-

vestigado dos de ellos, es decir, que resta por indagar a k − 2 conjuntos,

de los cuales solo preguntaremos por los vértices pertenecientes a k − 3

de esos conjuntos; si al preguntar por los vértices obtenemos que todos

tienen por lo menos grado 2 y que cada v ∈ Xj es adyacente a xj y xj+1

para j ∈ {2, . . . , k − 2} pero no a otro elemento por fuera de Xj, entonces

el grafo tiene la propiedad, en caso contrario el grafo se descarta, y para

este momento se habrán investigado a lo sumo (k−1)n
k + 1 vértices o en

su defecto nos falta por hacer (
n
k −1

2 ) preguntas.

Caso 2. Si deg(v1) < 2n
k + k − 3, entonces los vértices adyacentes a v1 son

v2, v3, . . . , vdeg(v1)+1. Preguntamos para determinar los vértices adyacen-

tes a cada vi con i ∈ {2, 3, . . . , deg(v1) + 1}. Si al terminar de preguntar

ninguno tiene grado 2n
k + k − 3, entonces el grafo no tiene la propiedad,

ya que para que tenga dicha propiedad v1 debe ser adyacente a dos vér-

tices de grado 2n
k + k− 3. Ahora, si existen tres o más vértices adyacentes

a v1 de grado 2n
k + k − 3, entonces el grafo no tiene la propiedad porque

al menos dos de los posibles X1, . . . , Xk están compartiendo un vértice.

Teniendo en cuenta lo anterior, la única posibilidad para continuar es

que existan dos vértices de grado 2n
k + k − 3 adyacentes a v1, digamos

que dichos vértices son vi1 = x1, vi2 = x2. Ahora, escogemos uno de los

dos vértices de grado 2n
k + k − 3 encontrados, digamos vi1 y procedemos

a preguntar por los vértices adyacentes a éste. Notemos que dentro de

los vértices que son adyacentes a v1 podemos tener vértices adyacentes
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vi1 , por lo cuales ya se indagó, así los vértices que nos resta por averiguar

son vdeg(v1)+2, . . . , v 2n
k +k−2. Tengamos en cuenta que en esta lista hay

2n
k + k − 3 − deg(v1) vértices. Ahora, preguntamos para determinar los

vértices adyacentes a cada vi con i ∈ {deg(v1) + 2, . . . , 2n
k + k− 2}. Nue-

vamente, si existen k − 1 o más vértices de grado 2n
k + k − 3 o si no existe

ninguno, se concluye que el grafo no tiene la propiedad, por ende, la úni-

ca forma de que posiblemente el grafo tenga la propiedad es que existan

k − 2 vértices de grado 2n
k + k − 3, digamos vi3 = x3, . . . , vik = xk. En

este punto se han preguntado por 1+ deg(v1) +
2n
k + k− 3− deg(v1) =

2n
k + k − 2 vértices. Luego de sacar los k vértices de grado 2n

k + k − 3 de

los 2n
k + k − 2 investigados hasta el momento, se debe cumplir que el

resto de los 2n
k + k − 2 vértices tienen por lo menos grado 2, además de

poderlos dividir en dos grupos X1 y Xk, donde los elementos de X1 son

adyacentes a x1 y x2 pero no a otro elemento por fuera de X1, mientras

que los elementos de Xk son adyacentes a x1 y xk pero no a otro elemen-

to por fuera de Xk. En este punto hemos logrado identificar los vértices

x1, . . . , xk así como los conjuntos X1, . . . , Xk, donde cada v ∈ Xj es por

lo menos adyacente a xj y xj+1 para j ∈ {2, . . . , k − 1}. Continuamos

investigando los elementos de los conjuntos X1, . . . , Xk, pero notemos

que de estos conjuntos ya hemos investigado dos de ellos, es decir, que

resta por indagar a k − 2 conjuntos, de los cuales solo preguntaremos

por los vértices pertenecientes a k − 3 de esos conjuntos; si al preguntar

por los vértices obtenemos que todos tienen por lo menos grado 2 y que

cada v ∈ Xj es adyacente a xj y xj+1 para j ∈ {2, . . . , k − 2} pero no a

otro elemento por fuera de Xj, entonces el grafo tiene la propiedad, en

caso contrario el grafo se descarta y hasta aquí se habrán investigado

a lo sumo (k−1)n
k + 1 vértices o en su defecto nos falta por hacer (

n
k −1

2 )

preguntas.
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En conclusión,

C(P) ≤
(

n
2

)
−

(
t
2

)
=

(
n
2

)
−

( n
k − 1

2

)
=

(
(k − 1)n

k
+ 1

)(
(k + 1)n

2k
− 1

)

2.5.3. Tercera generalización de la propiedad de Kleitman

Consideremos la propiedad de grafos P que consiste de todos los grafos G en n vér-

tices para los cuales existen dos vértices x e y especiales, junto a dos conjuntos X y Y

tales que los elementos de X son adyacentes a x y los elementos de Y son adyacentes

a y con X ∩ Y = ∅ y ningún elemento de X es adyacente a ningún elemento de Y,

además, se pide que existan c caminos de longitud l que empiezen en x y terminen

en y satisfaciendo que los vértices en cada camino solo son adyacentes a dos vértices

del mismo camino. Además, los conjuntos X y Y deben tener la misma cantidad de

elementos t, así el número de vértices de G es n = 2t + c(l − 1) + 2.

X Y

x y

FIGURA 2.9: Ilustración de la propiedad con n = 24, c = 4, l = 5 y
t = 3

Demostración. Notemos que en un grafo que satisfaga la propiedad P , se tienen úni-

camente tres tipos de vértices.

Tipo 1: Son los vértices especiales x y y que tienen el mayor grado posible, es

decir, deg(x) = deg(y) = t + c.

Tipo 2: Son los vértices que están en X o en Y y cuyo grado oscila entre 1 y t.

Tipo 3: Son los vértices que están en alguno de los c caminos de longitud l y

que tienen grado 2.

La estrategia consiste en escoger un vértice al azar, digamos v1 y preguntar parta

determinar los vértices adyacentes a este, la única forma de seguir y no descartar
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el grafo es que v1 sea de alguno de los tres tipos antes mencionados. Por ende, se

presentan los siguientes casos:

Caso 1. Si deg(v1) = t + c, entonces v1 es un vértice tipo 1. Sin perdida de ge-

neralidad, supongamos que v1 = x y los vértices adyacentes a este son

v2, v3, . . . , vt+c+1. Procedemos a preguntar para determinar los vértices

adyacentes a cada vi con i ∈ {2, . . . , t + c + 1}, al terminar de preguntar,

solo podremos continuar si los vértices se clasifican en t vértices del tipo

2 y c vértices del tipo 3. En caso contrario el grafo se descarta y se conclu-

ye que no tiene la propiedad. Si continuamos, entonces hemos aislado el

conjunto X que estaría constituido por t vértices del tipo 2. Ahora, los c

vértices restantes, por ser tipo 3 tienen grado 2, de donde cada uno de

ellos es adyacentes a x y aun nuevo vértice, de allí obtenemos c nuevos

vértices, donde cada uno se encuentra en caminos diferentes, así pregun-

tamos por cada uno de estos c vértices y la única manera de continuar y

no descartar el grafo es que sean vértices del tipo 3 y se encuentren en

el mismo camino que su antecesor; repetimos el proceso anterior l − 2

veces más y en este punto obtenemos c vértices nuevos. Procedemos a

preguntar por ellos para indagar sobre sus relaciones de adyacencia, el

proceso continua si y solamente si estos c vértices son tipo 3 y además

son adyacentes a un mismo vértice, digamos b. Ahora, indagamos a b.

Si al preguntar el grado de b es t + c, entonces b = y y hemos aisla-

do al conjunto Y. En este punto podemos decidir si el grafo tiene o no

la propiedad, por ende, hemos terminado el juego. De lo anterior, po-

demos notar que nos faltaron por indagar los t elementos de Y, lo que

corresponde a un total de (t
2) aristas sin preguntar.

Caso 2. Si 1 ≤ deg(v1) ≤ t, entonces los vértices adyacentes a v1 son

v2, . . . , vdeg(v1)+1. Procedemos a indagar por cada vi con

i ∈ {2, . . . , deg(v1) + 1}, para poder continuar se debe cumplir que cada

vi debe ser tipo 2, a excepción de un único vértice que debe ser tipo 1,

digamos que v2 = x( no se abarca el caso deg(v1) = 2 y v1 siendo tipo
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3), además cada vi con i ∈ {2, . . . , deg(v1) + 1} debe pertenecer a X, ya

que, en caso contrario el grafo no tiene la propiedad. Dado que el grado

de v2 es t + c, entonces hemos aislado al conjunto X junto con el vértice

x, ahora procedemos de manera similar al caso 1. Al final quedan sin

indagar (t
2) aristas.

Caso 3. Si deg(v1) = 2, entonces v1 es tipo 2 o tipo 3, si es tipo 2 recaemos en

el caso 2. Supongamos que v1 es tipo 3, entonces v1 es adyacente a v2

y v3, donde existe un único camino entre los c caminos existentes que

contiene a estos 3 vértices. Ahora, indagamos por v2 y v3; la única forma

de continuar y no descartar el grafo es que v2 y v3 sean tipo 3 o que uno

de los dos sea tipo 1 y el otro sea tipo 3(caso en el cual se procede de

forma similar al caso 1). Supongamos que v2 y v3 son tipo 3, entonces

nos quedamos con uno de los dos, digamos v2. Dado que v2 es tipo 3,

entonces deg(v2) = 2, es decir, es adyacente a v1 y a un nuevo vértice

v4. Ahora, preguntamos por v4 y para poder continuar v4 debe ser tipo

3 y estar en el mismo camino que v2 o tipo 1. Si es tipo 1, procedemos

de manera análoga al caso 1. Supongamos que v4 es tipo 3, entonces

repetimos el paso anterior y lo realizamos tantas veces como el juego

lo permita hasta llegar a encontrar un vértice del tipo 1, llegado este

punto, procedemos de forma analoga al caso 1, donde en el proceso se

dejo de preguntar por (t
2) aristas correspondientes a uno de los conjuntos

especiales X o Y.

Por tanto, de los casos anteriores se concluye que

C(P) ≤
(

n
2

)
−

(
t
2

)

Donde t = n−c(l−1)−2
2 . Así,

C(P) ≤
(

n
2

)
−

(
t
2

)
=

1
8
(n + c(l − 1) + 2)(3n − c(l − 1)− 4)
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Capítulo 3

Propiedades de hipergrafos

En este capítulo investigaremos algunas propiedades asociadas a los hipergrafos, es-

tudiando de ellas su complejidad algorítmica y en algunos casos aplicaremos Teoría

de Morse discreta para indagar sobre el tipo de homotopía asociada a la propiedad.

3.1. Hipergrafos

En esta sección introduciremos las nociones básicas asociadas a hipergrafos, las cua-

les se derivan de la definiciones relacionadas a grafos como una generalización a las

mismas.

Un hipergrafo consiste de un conjunto de vértices V que fijaremos como el con-

junto {1, 2, . . . , n} y una colección de subconjuntos no vacíos de V llamados hiperar-

tistas. Diremos que un hipergrafo es llamado k−uniforme si todas sus hiperaristas

tienen k vértices. Además, dos hipergrafos G y H son isomorfos si existe una permu-

tación σ de {1, 2, . . . , n} tal que {a1, a2, . . . , ak} es una hiperarista de G si y solo si

{σ(a1), . . . , σ(ak)} es una hiperarista de H. Una propiedad de hipergrafos es una pro-

piedad acerca de los hipergrafos que se preserva bajo isomorfismo, esto es, si G y

H son hipergrafos isomorfos, entonces G tiene la propiedad P si y solo si H tiene la

propiedad P .

Como ejemplo de una propiedad de hipergrafos tenemos ser conexo, donde un

hipergrafo G es conexo si para cada par de vértices x, y se puede encontrar una cadena

de hiperaristas E1, . . . , Et tal que x ∈ E1, y ∈ Et y Ei ∩ Ei+1 ̸= ∅, i = 1, . . . , t − 1. Un

ejemplo de un hipergrafo con esta propiedad se ilustra a continuación.
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FIGURA 3.1: Hipergrafo conexo

Definición 3.1. Una propiedad de hipergrafos es monótona si es cerrada bajo remoción de

hiperaristas; una propiedad no trivial es aquella que no es vacía y no todo hipergrafo tiene la

propiedad.

Al igual que en grafos, para hipergrafos también se estudia la complejidad de

una propiedad, haciendo uso de un juego similar al planteado en grafos, como se

describe a continuación:

Dada una propiedad de hipergrafos P , se quiere determinar si un hipergrafo

desconocido G tiene o no la propiedad. Un oráculo responde SÍ o NO a preguntas del

estilo ¿es E una arista del hipergrafo G?, y se trata de utilizar la información revelada

por el oráculo para decidir si el hipergrafo G tiene o no la propiedad P , haciendo la

menor cantidad de preguntas posibles. Teniendo lo anterior, se plantea la siguiente

definición.

Definición 3.2 (Complejidad de una propiedad de hipergrafos). La menor cantidad de

preguntas que hay que hacerle al oráculo en el peor de los casos, es llamada la complejidad de

P y se denota C(P). La propiedad se dirá evasiva si C(P) = 2n − 1, mientras que en el

caso de hipergrafos k− uniformes se tendrá que la propiedad es evasiva si C(P) = (n
k). Una

propiedad P se dirá débilmente evasiva si C(P) = Ω(nk), es decir, C(P) ≥ Mnk donde M

representa una constante .

En cuanto al estudio de la conjetura de la evasividad para hipergrafos se tienen

los siguientes avances:

En el año 2014, Raghav Kulkarni, Youming Qiao y Xioming Sun, prueban

que cualquier propiedad monótona de hipergrafos 3−uniformes es débilmen-

te evasiva.
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Para el año 2015, Timothy Black prueba que cualquier propiedad monótona de

hipergrafos k−uniformes es débilmente evasiva.

3.2. Extensión a hipergrafos de la propiedad de ser bipartito

En la presente sección mostraremos que es posible extender a hipergrafos la pro-

piedad ser bipartitos, lo que permite dar resultados acerca de la evasividad de la

misma.

En el caso de grafos bipartitos contamos con el teorema de Yao, [10], el cual repre-

senta un pilar fundamental para nuestro estudio y es por tal razón que lo mostramos

a continuación:

Teorema 3.1 (Yao). Sea P una propiedad de grafos bipartitos monótona y no trivial. En-

tonces P es evasiva.

Demostración. Sea B(Y, Z) el conjunto de grafos bipartitos que tiene la característica

de que el conjunto de vértices V = Y ∪ Z, donde Y y Z están fijos.

Consideremos que n = |Y| y m = |Z|. Sea G = ⟨σ⟩, donde σ : V → V permuta

ciclicamente a Y y deja fijo a cada elemento de Z, es decir,

σ =

 y1 y2 . . . yn z1 z2 . . . zm

y2 y3 . . . y1 z1 z2 . . . zm


Entonces G actúa en el conjunto de aristas

E = {{y, z} : y ∈ Y, z ∈ Z} .

Ahora, las órbitas de la acción de G en el conjunto de aristas E están determinadas

por

Hz = {{y, z} : y ∈ Y} .

con z ∈ Z fijo.
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Luego, el complejo de puntos fijos ∆[G]
P tiene por vértices a las órbitas de la acción

de G sobre E y {Hz′1
, . . . , Hz′r

} ∈ ∆[G]
P si y solo si Hz′1

∪ . . . ∪ Hz′r
∈ ∆P . Así, existe k tal

que 1 < k < m y Hz′1
∪ . . . ∪ Hz′j

∈ ∆P si y sólo si j > k. Por lo tanto,

∆[G]
P =

{{
Hz′1

, . . . , Hz′j

}
: j > k, z

′
1, . . . , z

′
j ∈ Z

}
.

Si suponemos que P es no evasiva, entonces por Teorema 1.1 tenemos que ∆P es

colapsable, lo que implica por Teorema 1.3 que χ
(

∆[G]
P

)
= 1. Pero,

χ(∆[G]
P ) = (−1)0

m

1

+ (−1)1

m

2

+ · · ·+ (−1)k−2

 m

k − 1


=

m

1

−

m

2

+

m

3

− · · ·+ (−1)k−2

 m

k − 1


=

m − 1

0

+

m − 1

1

−

m − 1

1

−

m − 1

2

+

m − 1

2

+

m − 1

3

+ · · ·

+ (−1)k−2

m − 1

k − 2

+ (−1)k−2

m − 1

k − 1


= 1 + (−1)k−2

m − 1

k − 1



Así, 1 + (−1)k−2

m − 1

k − 1

 = 1, es decir,

m − 1

k − 1

 = 0 y esto ocurre si y solo si

k > m, lo cual es una contradicción.

A continuación, consideramos la extensión a hipergrafos del concepto de grafo

bipartito. Definimos hipergrafo (k−uniforme) k−partito como aquel hipergrafo G en

el que el conjunto de vértices se divide en k partes no vacías y disyuntas dos a dos

de tal forma que A es una hiperarista de G si y sólo si A consta de exactamente un

vértice de cada una de las k−partes. Un ejemplo se puede observar en la Figura 3.2

FIGURA 3.2: Hipergrafo 3−partito con 4 hiperaristas.
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Consideremos un conjunto finito V que es la unión disjunta de k subconjuntos no

vacíos V1, . . . , Vk. Sea G(V1, . . . , Vk) la colección de todos los hipergrafos k−partitos

cuyas hiperaristas tienen exactamente un vértice de cada Vj. Una propiedad de hiper-

grafos k−partitos es una colección P de hipergrafos pertenecientes a G(V1, . . . , Vk)

que es cerrada bajo isomorfismo de hipergrafos k−partitos (un isomorfismo de hi-

pergrafos k−partitos debe respetar la partición {V1, . . . , Vk}). Una propiedad de hi-

pergrafos k−partitos es evasiva si su complejidad es igual a |V1| · · · |Vk|. El método

de Kahn-Saks-Sturtevant puede ser imitado para obtener el siguiente resultado. El

complejo ∆P asociado a P tiene por vértices a todas las hiperaristas, y A ∈ ∆P si y

solo si A ∈ P .

Teorema 3.2. Si P es una propiedad no vacía monótona y no evasiva de hipergrafos k−partitos,

entonces ∆P es colapsable.

Ahora, presentamos el resultado principal de esta sección, que es una generali-

zación del teorema de Yao a hipergrafos k−partitos.

Teorema 3.3. Sea P una propiedad monótona y no trivial de hipergrafos k−partitos, donde

k ≥ 2. Entonces P es evasiva.

Demostración. Procedemos por inducción sobre k. Para k = 2, el resultado es preci-

samente el teorema de Yao.

Ahora, supongamos que el teorema se cumple para k ≥ 2, es decir, toda pro-

piedad monótona no trivial de hipergrafos k−partitos es evasiva. Demostremos el

teorema para k + 1. Supongamos que V = V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vk ∪ Vk+1 y sea P una

propiedad monótona no trivial y no evasiva de hipergrafos (k + 1)−partitos con res-

pecto a la partición (V1, . . . , Vk+1). Sea σ una permutación que permuta cíclicamente

a los elementos de V1 y deja fijos a los demás.

Cada órbita bajo σ actuando sobre el conjunto de todas las posibles hiperaristas

sobre (V1, . . . , Vk+1), tiene la forma

O(v2, v3, . . . , vk, vk+1) = {{v, v2, v3, . . . , vk, vk+1} : v ∈ V1}

donde vi ∈ Vi para cada i ∈ {2, 3, . . . , k, k + 1}.
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Un hipergrafo H invariante bajo σ se representa como unión de órbitas y por en-

de, a H le podemos asociar un hipergrafo k−partito GH con respecto a (V2, V3, . . . , Vk, Vk+1),

cuyas hiperaristas tienen la forma {u2, . . . , uk+1}, donde ui ∈ Vi, para todo i ∈

{2, 3, . . . , k + 1}, y O(u2, . . . , uk+1) es una hiperarista de H. En la Figura 3.3, mos-

tramos un ejemplo de H y GH.

V1 V2 V3

GH

FIGURA 3.3: Hipergrafos H y GH (con k = 3).

Sea P0 = {GH : H ∈ P y H es invariante bajo σ}. Dado que P es no evasiva, por

Teorema 3.2 obtenemos que ∆P es colapsable, luego el Teorema 1.2 implica que ∆P

es Z/p−acíclico y por el Teorema de Oliver concluimos que ∆⟨σ⟩
P ̸= ∅. Por ende,

existe un simplex A ∈ ∆⟨σ⟩
P tal que la unión de las órbitas que conforman a A per-

tenece a ∆P , Digamos que dicha unión es HA y por consiguiente HA ∈ P ; además

HA es un hipergrafo invariante bajo σ, ya que, es unión de órbitas, lo que implica

que se le puede asignar un GHA . En consecuencia, GHA ∈ P0, es decir, P0 ̸= ∅. Aho-

ra, P0 determina una propiedad de hipergrafos k−partitos monótona con respecto

a (V2, V3, . . . , Vk, Vk+1), ya que, P0 es invariante bajo isomorfismo que preservan a

V2, V3, . . . , Vk, Vk+1 y esto se debe a que la propiedad original P es también invarian-

te bajo isomorfismo que preservan a V1, V2, . . . , Vk, Vk+1; sumado a lo anterior tene-

mos que si removemos una hiperarista de un GH ∈ P0, esto equivale a remover |V1|

hiperaristas de H ∈ P (quitamos una órbita), y lo que queda de H en este proceso es

una unión de órbitas, a la cual llamaremos H0, y así, al quitarle la hiperarista a GH,

obtenemos a GH0 ∈ P0; lo que permite concluir que P0 es monótona bajo remoción

de hiperaristas.

Como la propiedad P es no evasiva, se cumple también que la propiedad P0 es

no evasiva. Por la hipótesis inductiva se concluye que P0 es una propiedad trivial, es

decir, P0 está conformada todos los hipergrafos k−partitos sobre (V2, V3, . . . , Vk, Vk+1).
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Por ende, el hipergrafo k−partito completo K(V2, V3, . . . , Vk, Vk+1) ∈ P0 y en conse-

cuencia K(V1, V2, V3, . . . , Vk, Vk+1) ∈ P , lo que significa que la propiedad P es trivial,

y por tanto se constituye una contradicción que permite concluir que la propiedad

P es una propiedad evasiva.
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Capítulo 4

Conclusiones

En el desarrollo de este trabajo estudiamos la temática de propiedades de grafos,

la famosa conjetura de Karp o conjetura de evasividad de propiedades de grafos, y

su versión para hipergrafos. Aparte del entendimiento de los resultados clásicos, en

este trabajo realizamos los siguientes:

1. Una recopilación de las propiedades de grafos no evasivas más conocidas, jun-

to con la estrategia correspondiente que permite acotar su complejidad.

2. Algunas generalizaciones de la propiedad de Kleitman, con sus respectivas

estrategias y acotamiento de su complejidad.

3. Una generalización del teorema de Yao a hipergrafos k−partitos k−uniformes.

Para futuros trabajos, queda pendiente el estudio de otras propiedades asociadas

a hipergrafos, como por ejemplo la propiedad de conexidad, y para estas obtener el

tipo de homotopía haciendo uso de la teoría de Morse discreta.
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