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Por JOSÉ MANUEL CAUSIL

Este trabajo está dedicado al estudio de la aproximación numérica de dos pro-

blemas de valores en la frontera usando el método de elementos virtuales. En la

primera parte aproximamos las soluciones del problema de vibración de una pla-

ca delgada simplemente apoyada, modelada con las ecuaciones de Kirchhoff-Love.

En la segunda parte del trabajo estudiamos el problema elíptico de sexto orden con

condiciones de frontera del tipo sujeta y simplemente apoyada.
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INTRODUCCIÓN

Las ecuaciones diferenciales parciales se han convertido en un importante tema

en Matemáticas, Física e Ingeniería debido a las multiples aplicaciones que en estas

áreas se pueden encontrar. En general, el modelado de la variación de una cantidad

física, como temperatura, presión, desplazamiento, velocidad, esfuerzo, deforma-

ción, corriente, voltaje o concentración de un contaminante, con el cambio de tiem-

po o ubicación, o ambos darían como resultado ecuaciones diferenciales. De manera

similar, estudiar la variación de algunas cantidades físicas sobre otras cantidades

físicas también conduciría a ecuaciones diferenciales. De hecho, muchos temas de

ingeniería, como la vibración mecánica o la dinámica estructural, la transferencia de

calor o la teoría de los circuitos eléctricos, se basan en la teoría de las ecuaciones di-

ferenciales. Hay muchos problemas físicos relacionados con la flexión de placas iso-

trópicas elásticas delgadas sujetas, el equilibrio de un cuerpo elástico en condiciones

de deformación plana o tensión plana, o el flujo progresivo de un fluido incompre-

sible muy viscoso, que se pueden formular en términos de la ecuación biarmónica

dimensional para una función escalar con valores prescritos de la función y su de-

rivada normal en la frontera. Se puede considerar el problema biarmónico como un

desafío en varias divisiones de la teoría lineal de la elasticidad, la hidrodinámica

con números de Reynolds bajos, la ingeniería estructural y las matemáticas [33]. El

bilaplaciano no es el unico operador diferencial parcial de alto orden que aparece

en multiples aplicaciones ya que tambien podemos encontrar problemas relaciona-

dos con el operador trilaplaciano. Los problemas triharmónicos surgen en muchas

aplicaciones de la ciencia y la ingeniería, y es muy deseable una solución numérica

precisa para estos problemas. En mecánica de fluidos, la ecuación triharmónica se

utiliza para describir el flujo bidimensional de un fluido altamente viscoso que gira

lentamente en cavidades pequeñas [30].
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Reconocida la importancia de las ecuaciones diferenciales parciales en multiples

áreas de las ciencias básicas y aplicadas, es necesario considerar la forma de como

encontrar soluciones para este tipo de problemas. La necesidad de obtener aproxi-

maciones numericas precisas y confiables a los modelos matemáticos que involucran

ecuaciones diferenciales parciales en áreas como las ciencias naturales, la ingeniería

y la economía ha incidido de manera positiva en el crecimiento del analisis nume-

rico de ecuaciones diferenciales parciales. Se puede considerar el articulo cientifi-

co Uber die partiellen Differenzengleichungen der mathematis de Richard Courant,

Karl Friedrichs y Hans Lewy, publicado en 1928 como el primer documento donde

se comienza a estudiar este tipo de soluciones para ecuaciones dierencialee parcia-

les. En la actualidad existe una amplia gama de métodos para obtener soluciones

numéricas de ecuaciones diferenciales parciales pero hay que resaltar los mas esta-

blecidos: métodos de diferencias finitas, métodos de elementos finitos, métodos de

volúmenes finitos y métodos espectrales.

El método de elementos virtuales (VEM), introducido en [44, 45], es una genera-

lización reciente del método de elementos finitos que se caracteriza por la capacidad

de tratar mallas poligonales/poliédricas muy generales. El interés en los métodos

numéricos que pueden hacer uso de mallas politópicas generales ha experimentado

recientemente un crecimiento significativo en la literatura matemática y de ingenie-

ría; entre la gran cantidad de trabajos sobre este tema. De hecho, las mallas politó-

picas pueden ser muy útiles por una amplia gama de razones, incluida la malla del

dominio (como grietas) y características de datos (como inclusiones), uso automático

de nodos colgantes, uso de mallas, adaptabilidad. Además, el VEM presenta la ven-

taja de implementar fácilmente esquemas discretos en espacios altamente regulares.

De hecho, al evitar la construcción explícita de las funciones de base local, el VEM

puede manejar fácilmente polígonos/poliedros generales sin integraciones comple-

jas en el elemento. El VEM se ha aplicado recientemente con éxito a una amplia gama

de problemas

Este trabajo esta dedicado a aproximar la solución de dos problemas de valores

en la frontera usando el método de elementos virtuales.
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En la primera parte de este trabajo aproximamos las soluciones de “el proble-

ma de vibración de una placa delgada simplemente apoyada, modelada con las ecuaciones

de Kirchhoff-Love”. Un método de elementos finitos bien conocido para estudiar el

problema de vibración de la placa simplemente apoyada es el método de elemen-

tos finitos mixtos de Ciarlet-Raviart, el cual fue introducido por Ciarlet y Raviart en

[17]. Este método consiste en reescribir el problema espectral de la placa de cuar-

to orden descrito en (2.1) como un problema de segundo orden (véase también [16,

Sección 7.1]). Usaremos la misma estrategia para reducir el orden del problema pero

usaremos el método de elementos virtuales para calcular la solución del problema

discreto.

Los resultados contenidos en este capítulo se encuentran en la redacción de un

artículo para ser sometido a publicación:

I JOSÉ CAUSIL, CARLOS REALES, AND I. VELÁSQUEZ: A free-stabilization Virtual

Element Method for the vibration problem of simply supported Kirchhoff plates.

En la segunda parte del trabajo estudiamos el problema elíptico de sexto orden

con condiciones de contorno de tipo sujeta y simplemente apoyada. Usando, otra

vez, argumentos como el método de Ciarlet-Raviart, introducimos una incógnita

auxiliar w := ∆u y proponemos una formulación débil en el espacio de Sobolev

H2 × H1. Como en la primera parte del trabajo, se propone una discretización de

elementos virtuales C1 × C0 para aproximar las soluciones de la formulación débil.

También proporcionamos los resultados de las estimaciones de convergencia y error.

Finalmente, se reportan varios ejemplos numéricos que ilustran el rendimiento del

método del elemento virtual.

Los resultados contenidos en este capítulo se encuentran en la siguiente artículo

sometido a publicación:

I JOSÉ CAUSIL, CARLOS REALES, AND I. VELÁSQUEZ: A C1 − C0 virtual element

discretization for a sixth-order elliptic equation.
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Capítulo 1

Preliminares

En este primer capítulo consignaremos algunos resultados importantes del Aná-

lisis Funcional que serán usados en el desarrollo del trabajo. No incluimos demos-

traciones pero se da la referencia biliografica donde se puede encontrar.

Iniciamos este repaso con los espacios de Hilbert y terminamos con la definición

de los espacios de Sobolev. Como veremos mas adelante, los espacios de Hilbert nos

permitirán pasar, con la ayuda del Teorema de Representación de Riesz, de un siste-

ma de ecuaciones diferenciales a una formulación variacional o débil del problema.

1.1. Espacios de Hilbert

Definición 1.1.1 (Espacio vectorial). Sea V un conjunto no vacío. V es llamado es-

pacio vectorial sobre R, si está acompañado de dos operaciones + : V × V −→ V

(suma) y · : R× V −→ V (producto por escalar), las cuales cumplen las siguientes

propiedades.

1. Las operaciones son asociativas:

u + (v + w) = (u + v) + w, para todo u, v, w ∈ V.

α(βv) = (αβ)v, para todo α, β ∈ R y v ∈ V.

2. La suma es conmutativa:

u + v = v + u para todo u, v ∈ V

3. Existe 0 ∈ V (vector nulo) tal que v + 0 = v, para todo v ∈ V.

4. Existe 1 ∈ V tal que 1 · v = v · 1 = v, para todo v ∈ V.
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5. Para cada v ∈ V existe −v ∈ V tal que v + (−v) = 0.

6. Las operaciones son distributivas:

α · (u + v) = α · u + α · v y (α + β) · v = α · v + β · v, para cada α, β ∈ R y

u, v ∈ V.

Definición 1.1.2 (Norma). Sea V un espacio vectorial sobre R. Una norma en V es

una función ‖ · ‖V : V −→ R+ que satisface las siguientes condiciones:

1. ‖v‖V = 0 si y sólo si v = 0.

2. ‖cv‖V = |c|‖v‖V , para cada c ∈ R y v ∈ V.

3. ‖v + w‖V ≤ ‖v‖V + ‖w‖V , para cada v, w ∈ V.

Una seminorma es una función de V en R+ que satisface solo las condiciones 2

y 3. Un espacio vectorial dotado de una norma se conoce como espacio normado.

Definición 1.1.3 (Mapeo Lineal). Sean V y W espacios vectoriales reales. Un mapeo

f : V −→ W es llamado lineal si f (αv + w) = α f (v) + f (w), para todo v, w ∈ V y

α ∈ R.

Definición 1.1.4 (Espacios Duales, Formas Lineales Continuas). Sea V un espacio

vectorial normado. El espacio L(V; R) lo llamaremos espacio dual de V y denotado

por V ′. Un elemento f ∈ V ′ será llamado forma lineal continua.

Definición 1.1.5 (Mapeo Bilineal). Sean V y W espacios vectoriales reales. Un mapeo

a : V ×V −→W es llamado bilineal si tanto a(·, w) como a(v, ·) son mapeos lineales

para cada v, w ∈ V.

Definición 1.1.6 (Producto Interior o Escalar). Un producto interior o producto es-

calar en un espacio vectorial V es un mapeo bilineal 〈·, ·〉V : V × V −→ R que

satisface:

1. 〈v, w〉V = 〈w, v〉V , para todo v, w ∈ V.

2. 〈v, v〉V ≥ 0, para todo v ∈ V.

3. 〈v, v〉V = 0 si y sólo si v = 0.
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Definición 1.1.7. Sea (H, 〈·, ·〉) un espacio vectorial con producto interior y sea v ∈

H, se define la norma inducida por 〈·, ·〉 como ‖v‖ = 〈v, v〉1/2.

Definición 1.1.8 (Espacio de Hilbert). Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial

con producto interior que es completo con respecto a la norma inducida por dicho

producto interior.

Las pruebas de los Teoremas 1.1.9–1.1.10 pueden ser encontradas en [22].

Teorema 1.1.9 (Teorema de Mejor Aproximación). Sea H un espacio de Hilbert real y

sea V un subespacio cerrado de H. Entonces, para todo x ∈ H r V existe un único z ∈ V

tal que

‖x− z‖ = mı́n
v∈V
‖x− v‖.

Además, z ∈ V se llama la mejor aproximación de V y está caracterizada por la condición de

ortogonalidad, esto es,

〈x− z, v〉 = 0, para todo v ∈ V.

Teorema 1.1.10 (Teorema de Lax-Milgram). Sean H un espacio de Hilbert real y A :

H × H −→ R una forma bilineal que satisface:

Acotada: existe M > 0 tal que |A(v, w)| ≤ M‖v‖‖w‖, para todo v, w ∈ H.

H- elíptica: existe α > 0 tal que A(v, v) ≥ α‖v‖2, para todo v ∈ H.

Entonces, para toda F ∈ H′ existe un único u ∈ H tal que A(u, v) = F(v), para todo

v ∈ H. Además, ‖u‖ ≤ 1
α‖F‖H′ .

1.2. Espacios de Sobolev

En esta sección daremos una noción de los espacios de Lebesgue; así como la de-

finición de derivada débil o distibucional. A partir de esta se definirán los espacios

de Sobolev de orden 1 y orden superior. Estos espacios permiten obtener resultados

generales respecto a la existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferencia-

les y caracterizar el grado de regularidad de dichas soluciones. Además, el Método

de Elementos Finitos (MEF) está definido y estudiado en este tipo de espacios.
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Llamaremos dominio a un subconjunto abierto (o cerrado) de Rn con interior no

vacío. Restringiremos nuestra atención a funciones real valuadas f , en un dominio

Ω, que son Lebesgue medibles, es decir

∫
Ω

f (x)dx < ∞

y la integral de Lebesgue de f ( dx denota la medida de Lebesgue). Para 1 ≤ p < ∞

sea

‖ f ‖p,Ω =

(∫
Ω
| f (x)|p dx

)1/p

,

y para el caso p = ∞ hacemos

‖ f ‖∞,Ω := sup {| f (x)| : x ∈ Ω} .

En ambos casos, definimos el espacio de Lebesgue

Lp(Ω) :=
{

f : ‖ f ‖p,Ω < ∞
}

.

Un multi-índice α es una n-tupla α := (α1, . . . , αn) con αi ∈ N ∪ {0}. En tal caso se

define |α| := ∑n
j=1 αj y dada una función f ∈ C|α|(Ω) se denota:

∂α f =
∂|α| f

∂xα1
1 ∂xα2

2 . . . ∂xαn
n

.

Definición 1.2.1. Dada una función f : Ω ⊆ Rn −→ R. El conjunto

supp f := {x ∈ Ω : f (x) 6= 0},

es llamado el soporte de f . Si este conjunto resulta acotado entonces decimos que f

es de soporte compacto en Ω.

Definición 1.2.2. Conjunto estrellado Un subconjunto A ⊂ Rn se dice estrellado si

existe un punto a0 ∈ A, tal que todos los puntos que unen a0 con otro punto de A

están contenidos en A
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Definición 1.2.3. Sea Ω un dominio de Rn. Denotamos por C∞
0 (Ω) o D(Ω) el con-

junto de funciones C∞(Ω) de soporte compacto en Ω.

Definición 1.2.4. Se dice que v ∈ L2(Ω) tiene derivada distibucional en L2(Ω) si

existe w ∈ L2(Ω) tal que

∫
Ω

v(x)ϕ′(x)dx = −
∫

Ω
w(x)ϕ(x)dx, para todo ϕ ∈ C∞

0 (Ω).

Definición 1.2.5. Se define el espacio de Sobolev

H1(Ω) :=
{

v ∈ L2(Ω) :
∂v
∂xj
∈ L2(Ω), para j = 1, 2

}
,

además se define el producto interior

〈·, ·〉1,Ω : H1(Ω)× H1(Ω) −→ R,

dado por

〈v, z〉1,Ω := 〈v, z〉0,Ω +

〈
∂v
∂xj

,
∂z
∂xj

〉
0,Ω

, para todo v, z ∈ H1(Ω),

donde

〈v, z〉0,Ω =
∫

Ω
vz dx.

La norma inducida por este producto interior está dada por

‖ · ‖1,Ω : H1(Ω) −→ R

v 7−→ ‖v‖1,Ω = 〈v, v〉1/2
1,Ω

es decir,

‖v‖1,Ω :=

(
‖v‖2

0,Ω +
2

∑
j=1

∥∥∥∥ ∂v
∂xj

∥∥∥∥2

0,Ω

)1/2

, para todo v ∈ H1(Ω).
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En este espacio, la seminorma está dada por

|v|1,Ω :=

(
2

∑
i=1

∥∥∥∥ ∂v
∂xj

∥∥∥∥2

0,Ω

)1/2

.

También se define el espacio de Sobolev de orden 2 como:

H2(Ω) :=
{

v ∈ L2(Ω) :
∂v
∂xj

,
∂2v

∂xi∂xj
∈ L2(Ω) para i, j = 1, 2

}
.

Y la norma está dada por:

‖v‖2,Ω :=

(
‖v‖2

0,Ω +
2

∑
j=1

∥∥∥∥ ∂v
∂xj

∥∥∥∥2

0,Ω
+

2

∑
i=1

2

∑
j=1

∥∥∥∥ ∂2v
∂xi∂xj

∥∥∥∥2

0,Ω

)1/2

.

Ahora, la seminorma viene dada por:

|v|2,Ω :=

(
2

∑
i=1

2

∑
j=1

∥∥∥∥ ∂2v
∂xi∂xj

∥∥∥∥2

0,Ω

)1/2

.

Además se puede demostrar que

2

∑
i=1

2

∑
j=1

∥∥∥∥ ∂2v
∂xi∂xj

∥∥∥∥2

0,Ω
= ‖∆v‖2

0,Ω,

y
2

∑
j=1

∥∥∥∥ ∂v
∂xj

∥∥∥∥2

0,Ω
= ‖∇v‖2

0,Ω,

y por lo tanto podemos escribir

‖v‖2,Ω :=
(
‖v‖2

0,Ω + ‖∇v‖2
0,Ω + ‖∆v‖2

0,Ω
)1/2

.

En general, se puede definir el espacio de Sobolev de orden m como

Hm(Ω) := {v ∈ L2(Ω) : ∂αv ∈ L2(Ω), para todo α, |α| ≤ m}.
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Sobre Hm(Ω) se define el producto interno

〈w, u〉m,Ω := ∑
|α|≤m
〈∂αw, ∂αu〉0,Ω para todo w, u ∈ Hm(Ω).

Por tanto, su norma inducida está dada por

‖v‖m,Ω := 〈v, v〉1/2
m,Ω =

(
∑
|α|≤m

‖∂αv‖2
0,Ω

)1/2

,

y a su vez la seminorma es

|v|m,Ω :=

(
∑
|α|=m

‖∂αv‖2
0,Ω

)1/2

.

Además, definimos el espacio H1
0(Ω) como la clausura de C∞

0 (Ω) en H1(Ω) con

respecto a la norma de ‖ · ‖1,Ω , es decir,

H1
0(Ω) =

{
v ∈ H1(Ω) : existe {ϕi}i∈N ⊆ C∞

0 (Ω) tal que ‖v− ϕi‖1,Ω → 0, i→ ∞
}

.

Definición 1.2.6. Definicion: Sea m ≥ 1. Dado u ∈ L2(Ω), se define la norma

‖u‖−m,Ω := sup
v∈Hm

0 (Ω)

(u, v)0,Ω

‖v‖m,Ω
. (1.1)

Nosotros definimos H−m(Ω) como la clausura de L2(Ω) con respecto a la norma

‖ · ‖−m,Ω.

Para el espacio de Sobolev construido sobre L2(Ω), identificamos el espacio dual

de Hm
0 (Ω) como H−m(Ω). Además, por la definición de H−m, existe un empareja-

miento dual 〈u, v〉 para todo u ∈ H−m(Ω) y v ∈ Hm
0 (Ω) , es decir, 〈u, v〉 es una forma

bilineal, y 〈u, v〉 = (u, v)0,Ω cuando u ∈ L2(Ω), v ∈ Hm
0 (Ω).

Claramente

· · · ⊂ H2
0(Ω) ⊂ H1

0(Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω) ⊂ H−2(Ω) ⊂ · · · (1.2)
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y tambien

· · · ≤ ‖u‖−2,Ω ≤ ‖u‖−1,Ω ≤ ‖u‖0,Ω ≤ ‖u‖1,Ω ≤ ‖u‖2,Ω ≤ · · · (1.3)

donde H−m se definió como el espacio dual de Hm
0 y no de Hm.

1.3. Desigualdad de Poincaré

Definición 1.3.1. Diremos que Ω ⊆ Rn es un dominio con frontera suave si para

cada punto x ∈ ∂Ω, existe un sistema de coordenadas (y1, ..., yn−1, yn) = (y′, yn) con

origen en x, una bola B(x) y una función ϕ definida en una vecindad N ⊂ Rn−1 de

y′ = 0′, tal que

ϕ ∈ C∞(N), ϕ(0′) = 0

y

1. ∂Ω ∩ B(x) = {(y′, yn) | yn = ϕ(y′), y′ ∈ N}.

2. Ω ∩ B(x) = {(y′, yn) | yn > ϕ(y′), y′ ∈ N}.

Dada una función v ∈ H1(Ω), interesa definir o al menos darle sentido, si es

posible a v|Γ, la restricción de v a Γ. Lo anterior es de suma importancia ya que para

Ω ⊂ R2, las funciones de H1(Ω) no son necesariamente inducidas por funciones

continuas. La demostración de los siguientes resultados se pueden encontrar en [22].

Teorema 1.3.2 (Teorema de Integración por partes). Sea Ω un abierto de acotado de R2

con frontera suave Γ. Entonces para todo v, w ∈ H1(Ω) se tiene

∫
Ω

v
∂w
∂xi

= −
∫

Ω
w

∂v
∂xi

+
∫

Γ
γ0(v)γ0(w)ni i = 1, 2.

Donde γ0 : H1(Ω) −→ L2(Γ) es el operador de trazas respectivo (ver [22, Teoremas 9.9 y

4.14]) y ni es la i-ésima componente del vector normal n exterior a la frontera Γ.

Teorema 1.3.3 (Desigualdad de Trazas). Sea Ω ⊂ R2 un dominio acotado con fronte-

ra suave. Entonces, existe una constante C = C(Ω), tal que para cualquier v ∈ V =
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{
v : ‖v‖2

L2(Ω)
+ ‖∇v‖2

L2(Ω)
< ∞

}
, se cumple que

‖v‖L2(∂Ω) ≤ C
(
‖v‖2

L2(Ω) + ‖∇v‖2
L2(Ω)

)1/2
.

El siguiente teorema se basa en un conocido resuldado del Análisis Funcional

conocido como el Teorema de Rellich, el cual establece que la inyección de Hm(Ω)

en Hm−1(Ω) es compacta. Se han seguido las ideas de Gatica (página 430).

Teorema 1.3.4 (Desigualdad de Poincaré Generalizada). Sea Ω ⊂ Rn un abierto aco-

tado conexo de frontera suave, sea l ≥ 0 y F una familia finita de funcionales lineales

continuos en Hl+1(Ω) tal que:

p ∈ Pl , F(p) = 0 ∀F ∈ F =⇒ p ≡ 0. (1.4)

Entonces, existen dos constantes positivas C1 y C2 tal que:

C1|||v||| ≤ ‖v‖l+1,Ω ≤ C2|||v|||, ∀v ∈ Hl+1(Ω),

donde

|||v||| :=

(
|v|2l+1,Ω + ∑

F∈F
|F(v)|2

)1/2

.

En los siguientes ejemplos veremos dos aplicaciones directas del teorema ante-

rior y fueron tomados de [22]. Como resultado obtendremos la equivalencia entre la

norma en H1(Ω) y la seminorma de este mismo espacio (norma L2(Ω) del gradiente)

en dos subespacios cerrados de H1(Ω).

Teorema 1.3.5. (Desigualdad de Poincaré) Sea Ω ⊂ R2, un dominio acotado. Entonces

existe una constante C que depende solo de Ω tal que para cada función u del espacio de

Sóbolev H1
0(Ω) = W1,2

0 (Ω) se tiene

‖u‖0,Ω ≤ C‖∇u‖0,Ω.

Teorema 1.3.6. (Regularidad elíptica) Sea Ω ⊂ Rn un dominio convexo y acotado con

frontera suave. Entonces, existe una constante C que depende de Ω, tal que para cualquier
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función suficientemente suave u , con u = 0 o n · ∇u = 0 sobre ∂Ω, se tiene que

‖D2u‖0,Ω ≤ C‖∆u‖2
0,Ω.

Teorema 1.3.7. (Fórmula de Gauss-Green) Sean u, v ∈ C1(Ω), entonces

∫
Ω
∇u · ∇vdx = −

∫
Ω

u∆vdx +
∫

∂Ω
u

∂v
∂n

dS

Finalmente, resaltamos el siguiente resultado que será muy útil en el desarrolo

del trabajo. Se trata de la equivalencia entre la norma en H1(Ω) y la seminorma

de este mismo espacio (norma L2(Ω) del gradiente) en un subespacio cerrado de

H1(Ω).

Teorema 1.3.8. Sean ΓD la frontera Dirichleth y Γ la frontera de Ω con ΓD ⊆ Γ tal que

ΓD 6= Γ y sea |ΓD| la medida de ΓD donde |ΓD| ≥ 0, y definamos el subespacio cerrado de

H1(Ω) dado por

H1
ΓD
(Ω) := {v ∈ H1(Ω) : γ0(v) = 0 en ΓD},

donde γ0 : H1(Ω) −→ L2(Γ) es el operador de trazas respectivo (ver [22, Teoremas 9.9 y

4.14]), entonces la norma ‖ · ‖1,Ω y la seminorma | · |1,Ω son equivalentes (véase [22].

Afirmación: Para todo v ∈ W, |v|2,Ω = ‖∆v‖0,Ω y además las normas ‖v‖2,Ω y

‖∆v‖0,Ω son equivalentes.
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Demostración. En efecto sea v ∈ W, entonces v = ∇v = 0 en Γ y aplicando integra-

ción por partes dos veces tenemos que

|v|22,Ω =
2

∑
i=1

2

∑
j=1

∥∥∥∥ ∂2v
∂xi∂xj

∥∥∥∥2

0,Ω
=

2

∑
i=1

2

∑
j=1

∫
Ω

∂2v
∂xi∂xj

∂2v
∂xi∂xj

dx

=
2

∑
i=1

2

∑
j=1

(
−
∫

Ω

∂v
∂xj
· ∂3v

∂x2
i ∂xj

dx +
∫

Γ

∂v
∂xi

∂

∂n

(
∂v
∂xj

)
dS

)

=
2

∑
i=1

2

∑
j=1

(
−
∫

Ω

∂v
∂xj

∂

∂xj

(
∂2v
∂x2

i

)
dx
)

=
2

∑
i=1

2

∑
j=1

(∫
Ω

∂2v
∂x2

j

∂2v
∂x2

i
dx−

∫
Γ

∂2v
∂x2

i

∂v
∂n

dS

)

=
2

∑
i=1

2

∑
j=1

∫
Ω

∂2v
∂x2

j

∂2v
∂x2

i
dx =

∫
Ω

2

∑
i=1

2

∑
j=1

∂2v
∂x2

j

∂2v
∂x2

i
dx

=
∫

Ω

2

∑
j=1

∂2v
∂x2

j

2

∑
i=1

∂2v
∂x2

i
dx =

∫
Ω

∆v∆vdx = ‖∆v‖2
0,Ω

lo cual implica que

‖v‖2,Ω =

(
‖v‖2

0,Ω +
2

∑
i=1

∥∥∥∥ ∂v
∂xi

∥∥∥∥2

0,Ω
+

2

∑
i=1

2

∑
j=1

∥∥∥∥ ∂2v
∂xi∂xj

∥∥∥∥2

0,Ω

) 1
2

=
(
‖v‖2

0,Ω + ‖∇v‖2
0,Ω + ‖∆v‖2

0,Ω

) 1
2

.

Ahora veámos que si v ∈ H2(Ω) ∩ H1
0(Ω), entonces

‖∇v‖0,Ω . ‖∆v‖0,Ω (1.5)

Sea v ∈ H2(Ω) ∩ H1
0(Ω), entonces v = 0 en Γ = ∂Ω y aplicando la desigualdad de

Poincaré existe una constante C > 0, que depende sólo de Ω tal que

‖v‖0,Ω ≤ C ‖∇v‖0,Ω (1.6)
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Ahora, aplicando esta desigualdad, la de Cauchy-Schwarz y la fórmula de Gauss -

Green tenemos que

‖∇v‖2
0,Ω =

∫
Ω
(∇v · ∇v)dx = −

∫
Ω
(v∆v)dx +

∫
Γ
(v · ∂

∂n
v)dS

= −
∫

Ω
(v∆v)dx ≤

∣∣∣∣− ∫Ω
(v∆v)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫Ω
|v∆v| dx

≤
(∫

Ω
|v|2 dx

) 1
2

·
(∫

Ω
|∆v|2 dx

) 1
2

= ‖v‖0,Ω ‖∆v‖0,Ω ≤ C ‖∇v‖0,Ω ‖∆v‖0,Ω

Si juntamos (1.5) y (1.6) tenemos

‖v‖2
0,Ω ≤ C4 ‖∆v‖2

0,Ω (1.7)

así haciendo β =
√

1 + C2 + C4 > 0 y aplicando (1.5) (1.6) y (1.7) tenemos que

‖v‖2
2,Ω = ‖∆v‖2

0,Ω + ‖∇v‖2
0,Ω + ‖v‖2

0,Ω

≤ ‖∆v‖2
0,Ω + C4 ‖∆v‖2

0,Ω + C2 ‖∆v‖2
0,Ω

=
(

1 + C2 + C4
)
‖∆v‖2

0,Ω = β2 ‖∆v‖2
0,Ω

y por lo tanto tenemos que ‖v‖2
2,Ω ≤ β2 ‖∆v‖2

0,Ω , es decir ‖v‖2,Ω ≤ β ‖∆v‖0,Ω . Por

otro lado ‖∆v‖2
0,Ω ≤ ‖∆v‖2

0,Ω + ‖∇v‖2
0,Ω + ‖v‖2

0,Ω = ‖v‖2
2,Ω y por lo tanto se tiene

que

‖∆v‖0,Ω ≤ ‖v‖2,Ω

lo cual demestra la equivalencia entre las normas.

Sean u ∈ S, uh ∈ Sh que satisfacen

a(u, v) = 〈l, v〉 ∀v ∈ S (1.8)

ah(uh, v) = 〈lh, v〉 ∀v ∈ Sh (1.9)
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con a y ah que cumplen las hipotesis del Lemma 1.1.10. Entonces, se tiene el siguiente

teorema:

Teorema 1.3.9. ( Primer Lema de Strang). Bajo las hipótesis anteriores, existe una constante

C independiente de h tal que

‖u− uh‖ ≤ C

(
ı́nf

vh∈Sh

{
‖u− vh‖+ sup

wh∈Sh

|a(vh, wh)− ah(vh, wh)|
‖wh‖

}

+ sup
wh∈Sh

{
〈l, wh〉 − 〈lh, wh〉

‖wh‖

})

Demostración. Sea vh ∈ Sh. Por conveniencia, sea uh − vh = wh, entonces por la

continuidad uniforme y por (1.8) y (1.9) se tiene que

α ‖uh − vh‖2 ≤ ah(uh − vh, uh − vh) = ah(uh − vh, wh)

= a(u− vh, wh) + [ah(vh, wh)− ah(vh, wh)] + [ah(uh, wh)− a(u, wh)]

= a(u− vh, wh) + [ah(vh, wh)− ah(vh, wh)]− [〈l, wh〉 − 〈lh, wh〉]

ahora dividiendo por ‖uh − vh‖ = ‖wh‖ y usando la continuidad de a, se tiene

que

‖u− uh‖

≤ C
(
‖u− vh‖+

|a(vh, wh)− ah(vh, wh)|
‖wh‖

+
|〈l, wh〉 − 〈lh, wh〉|

‖wh‖

)

Dado que vh es un elemento arbitrario en Sh, la afirmación se sigue de la de-

sigualdad del triángulo

‖u− uh‖ ≤ ‖u− vh‖+ ‖vh − uh‖ .
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Capítulo 2

El problema de vibración de una

placa delgada usando el método de

Ciarlet Raviart

En este capítulo estamos interesados en aproximar las soluciones de “el proble-

ma de vibración de una placa delgada simplemente apoyada, modelada con las ecuaciones de

Kirchhoff-Love”. Se introduce una incognita auxiliar w := ∆u en Ω y se siguen los

argumentos del método de Ciarlet-Raviart. Se analiza el problema de autovalores

asociado en forma continua y en forma discreta. Se finaliza presentando los estima-

tivos de error.

2.1. Introducción

Sea Ω ⊂ R2 un dominio acotado poligonal correspondiente a la superficie media

de una placa en su configuración de referencia, sujeta en toda su frontera Γ := ∂Ω

(véase la Figura 2.1). Asumiremos que la placa es homogénea, isotrópica, linealmen-

te elástica, y lo suficientemente delgada como para ser modelada por las ecuaciones

de Kirchhoff-Love. Denotamos por u el desplazamiento transversal de la superficie

media de la placa.

El problema de vibración de una placa delgada simplemente apoyada y modela-

da con las ecuaciones de Kirchhoff-Love se define como sigue (véase por ejemplo [8,
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ΓΩ

FIGURA 2.1: Placa Kirchhof-Love.

16]). Encontrar u 6= 0, tal que


∆2u = λu en Ω,

u = 0 sobre Γ,

∆u = 0 sobre Γ,

(2.1)

donde ∆ y ∆2 denotan los operadores laplaciano y bilaplaciano, respectivamente, y

λ = ω2, con ω > 0 es la frecuencia de vibración. Además, para simplificar la nota-

ción hemos tomado el módulo de Young y la densidad de la placa, ambos iguales

a 1, aunque estas constantes pueden tomar valores distintos a uno, en ese caso solo

se afectarán algunas constantes (acotamiento y elipticidad) además no podríamos

incluir coeficientes variables ya que las constantes físicas del problema no son varia-

bles. En la literatura del Análisis Numérico existen una gran cantidad de métodos

númericos que han abordado el problema de vibración con distintas condiciones de

contornos, ver por ejemplo [34, 12, 17, 29, 38, 37]. Los autores de [12] introdujeron

un método híbrido de elementos finitos para aproximar las frecuencias de vibración

de una placa empotrada (es decir, con condiciones de contorno u = ∇u · n = 0).

En [29], se analizó una formulación discretas basada en métodos de elementos fini-

tos de Morley semi-discretos y totalmente discretos, para resolver el problema de

la vibración de Kirchhoff. Las condiciones de contorno del problema de vibración

de una placa simplemente apoyada (EL PROBLEMA MODELO DE ESTA TESIS)

son homogéneas. Después, los autores de [8] desarrollaron un método C0-IPG para

aproximar los autovalores del operador biharmónico con tres tipos de condiciones

de contorno, en particular, como las condiciones de frontera descritas en (2.1). Más

tarde, en [38] se propuso y analizó un método de elementos finitos lineales a trozos,

para aproximar el espectro de los problemas de vibración y pandeo de una placa

delgada modelada con las ecuaciones de Kirchhoff-Love.
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Por otro lado, un método de elementos finitos bien conocido para estudiar el

problema de vibración de la placa simplemente apoyada es el método de elementos

finitos mixtos de Ciarlet-Raviart, introducido por Ciarlet y Raviart en [17]. Este mé-

todo consiste en reescribir el problema espectral de la placa de cuarto orden descrito

en (2.1) como un problema de segundo orden (vése también [16, Sección 7.1]).

Nos interesa aproximar los valores propios del problema de vibración de una

placa delgada simplemente apoyada y modelada por las ecuaciones de Kirchhoff-

Love. Consideraremos una formulación variacional basada en el método de Ciarlet-

Raviart, esto es, introduciendo una nueva incógnita w := ∆u en Ω en el sistema de

ecuaciones (2.1).

El esquema de este capítulo es el siguiente; en la Sección 2.2, presentamos la for-

mulación variacional del problema de vibración de una placa simplemente apoyada

y modelada por las ecuaciones de Kirchhoff-Love, se analiza el espectro del proble-

ma espectral. A continuación, en la Sección 2.3, presentamos las definiciones de los

espacios de elementos virtuales C1 y C0. Luego, en la Sección 2.4 se presenta una

formulación discreta de elementos virtuales imitando el análisis desarrollado para

el problema continuo. Además, en la Sección 2.5 demostramos que el esquema nu-

mérico proporciona una aproximación correcta y establecemos estimaciones de error

de orden óptimas para soluciones aproximadas.

2.1.1. Notaciones

En este capítulo usaremos notaciones estándar para espacios de Sobolev, normas

y seminormas. Además, usaremos la notación a . b para decir que existe una cons-

tante positiva C independiente del parámetro de la malla h, tal que a ≤ Cb. Subraya-

mos que tal constante puede tomar diferentes valores en las diferentes ocurrencias

de ”.”. Denotamos por W, W0, Q, V, V0 y V0 los espacios W := H2(Ω) ∩ H1
0(Ω),

Q := L2(Ω), V := H1(Ω), V0 := H1
0(Ω) y V0 := V0 × V0 respectivamente dota-

dos de sus normas habituales. Además, para todo O ⊆ R2, denotamos el espacio
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polinomial de grado menor o igual a k por Pk(O) el cual está definido por

Pk(O) :=

p ((x1, · · · , xd)) = ∑
0≤i1,··· ,id≤k

i1+···+id≤k,

αi1···id xi1
1 · · · x

id
d : αi1···id ∈ O


2.2. La formulación variacional espectral continua

Para obtener una formulación variacional del problema 2.1 multiplicamos por

v ∈W e integramos por partes sobre Ω (dos veces) y se obtiene la clásica formulación

variacional asociada con el problema de vibración (2.1) (ver [8]).

Problema 2.2.1. Hallar (λ, u) ∈ R×W, u 6= 0, tal que

∫
Ω

∆u∆v dx = λ
∫

Ω
uv dx ∀v ∈W. (2.2)

En este trabajo estamos interesados en aproximar los valores propios del pro-

blema de vibración de una placa delgada simplemente apoyada y modelada por

las ecuaciones de Kirchhoff-Love. Para lograr esto, consideraremos una formulación

variacional basada en el método de Ciarlet-Raviart. Esto se obtiene introduciendo

una nueva incógnita en el sistema de ecuaciones (2.1). Más precisamente, definien-

do w := ∆u en Ω, se tiene que el sistema de ecuaciones descrito en (2.1) se reescribe

como sigue: 

∆u = w en Ω,

∆w = λu en Ω,

u = 0 sobre Γ,

w = 0 sobre Γ.

(2.3)

Luego, multiplicando la primera ecuación del problema (2.3) con una función de

prueba τ ∈ V0 y aplicando la fórmula de Gauss-Green se obtiene:

∫
Ω

wτdx =
∫

Ω
∆uτdx = −

∫
Ω
∇u · ∇τdx +

∫
Γ

∂nuτdS = −
∫

Ω
∇u · ∇τdx.
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De lo cual se tiene que:

∫
Ω
∇u · ∇τdx +

∫
Ω

wτdx = 0 ∀τ ∈ V0. (2.4)

Por otra parte, multiplicando la segunda ecuación de (2.3) por una función test

v ∈ V0 y aplicando la fórmula de Gauss-Green se tiene la siguiente identidad:

λ
∫

Ω
uvdx =

∫
Ω

∆wvdx = −
∫

Ω
∇w · ∇vdx +

∫
Γ

∂nwvdS = −
∫

Ω
∇w · ∇vdx, (2.5)

lo cual implica ∫
Ω
∇w · ∇vdx = −λ

∫
Ω

uvdx ∀v ∈ V0, (2.6)

y por lo tanto de (2.4) y (2.6) se llega a la siguiente formulación variacional.

Problema 2.2.2. Hallar (λ, (u, w)) ∈ R×V0, con (u, w) 6= 0 tal que

∫
Ω
∇u · ∇τ dx +

∫
Ω
∇w · ∇v dx +

∫
Ω

wτ dx = −λ
∫

Ω
uv dx ∀(τ, v) ∈ V0. (2.7)

Ahora, con el objetivo de escribir una notación más compacta del Problema 2.2.2,

introducimos las siguientes formas bilineales:

a : V ×V → R; a(u, τ) :=
∫

Ω
∇u · ∇τ dx ∀u, τ ∈ V, (2.8)

b : Q×Q→ R; b(ϕ, ψ) :=
∫

Ω
ϕψ dx ∀ϕ, ψ ∈ Q, (2.9)

A((u, w), (τ, v)) := a(u, τ) + a(w, v) + b(w, τ) ∀(u, w), (τ, v) ∈ V0. (2.10)

Así, la formulación variacional del problema (2.7) se reescribe como sigue.

Problema 2.2.3. Hallar (λ, (u, w)) ∈ R×V0, con (u, w) 6= (0, 0) tal que

A((u, w), (τ, v)) = −λb(u, v) ∀(τ, v) ∈ V0. (2.11)

Si bien el método de Ciarlet-Raviart es un método mixto, también existe la posi-

bilidad de agregar un "shift"para construir un problema tipo mixto. Esto sería una

nueva idea para desarrollar un trabajo futuro de investigación.
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2.2.1. El problema fuente continuo asociado

En esta sección analizaremos el espectro del Problema 2.2.2. Esto se hará a través

del espectro de cierto operador definido a partir del problema fuente asociado a la

formulación variacional (2.7). Probaremos que dicho operador será continuo, auto-

adjunto y compacto. Además, su espectro está relacionado biunivocamente con el

del Problema 2.2.2.

Con este objetivo en mente, primero probaremos algunos resultados prelimina-

res. Primero, en el siguiente lema demostraremos algunas propiedades de las formas

bilineales a(·, ·), b(·, ·) y A(·, ·) definidas en (2.8), (2.9) y (2.10), respectivamente.

Lema 2.2.1. Existe una constante positiva α tal que

|a(u, τ)| ≤ ||u||1,Ω||τ||1,Ω ∀u, τ ∈ V0, (2.12)

|b(ϕ, ψ)| ≤ ||ϕ||1,Ω||ψ||1,Ω ∀ϕ, ψ ∈ V0, (2.13)

a(τ, τ) ≥ α||τ||21,Ω ∀τ ∈ V0. (2.14)

Demostración. Sean u, τ, ϕ, ψ ∈ V0. Entonces, aplicando la desigualdad de Cauchy-

schwarz tenemos que

|a(u, τ)| =
∫

Ω
∇u · ∇τdx ≤

(∫
Ω
|∇u|2 dx

) 1
2

·
(∫

Ω
|∇τ|2 dx

) 1
2

=
(
‖∇u‖2

0,Ω

) 1
2 ·
(
‖∇τ‖2

0,Ω

) 1
2

≤
(
‖∇u‖2

0,Ω + ‖u‖2
0,Ω

) 1
2
(
‖∇τ‖2

0,Ω + ‖τ‖2
0,Ω

) 1
2
= ‖u‖1,Ω ‖τ‖1,Ω .

Lo cual verifica la desigualdad descrita en (2.12).

Ahora, para demostrar (2.13), aplicamos nuevamente la desigualdad de Cauchy-

Schwarz, y tenemos lo siguiente:

|b(ϕ, ψ)| =

∣∣∣∣∫Ω
ϕψdx

∣∣∣∣ ≤ ∫Ω
|ϕψ| dx ≤

(∫
Ω
|ϕ|2 dx

) 1
2

·
(∫

Ω
|ψ|2 dx

) 1
2

= ‖ϕ‖0,Ω ‖ψ‖0,Ω ≤ ||ϕ||1Ω||ψ||1Ω.
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Luego, para verificar que la forma bilineal a(·, ·) es V0−elíptica aplicamos la de-

sigualdad de Poincaré y se obtiene que

a(τ, τ) =
∫

Ω
∇τ · ∇τdx = 2

‖∇τ‖2
0,Ω

2
=
‖∇τ‖2

0,Ω

2
+
‖∇τ‖2

0,Ω

2

≥
‖∇τ‖2

0,Ω

2
+

C2 ‖τ‖2
0,Ω

2
≥ M(‖τ‖2

0,Ω + ‖∇τ‖2
0,Ω) = α ‖τ‖2

1,Ω ,

´donde α = mı́n
{

1
2 , C2

2

}
y C es la constante de Poincaré.

Ahora, introducimos el conocido operador solución continuo T : Q → V0, definido

como sigue.

T : Q −→ V0

f 7−→ T f := ũ,

donde ũ := T f es la primera componente de la única solución de la siguiente for-

mulación variacional (también conocida como problema fuente):

A((ũ, w̃), (τ, v)) = −b( f , v) ∀τ, v ∈ V0. (2.15)

Puesto que la forma bilineal A(·, ·) no es V0−elíptica, el problema (2.15) es desaco-

plado en los dos siguientes problemas:

Problema 2.2.4. Dado f ∈ Q, hallar w̃ ∈ V tal que

a(w̃, v) = −b( f , v) ∀v ∈ V0. (2.16)

y

Problema 2.2.5. Dado w̃ ∈ V la solución del problema 2.2.4, hallar ũ ∈ V0 tal que

a(ũ, v) = −b(w̃, v) ∀v ∈ V0. (2.17)

Ahora, el Lema 2.2.1 garantiza la V0-elípticidad de la forma bilineal a(·, ·) y el

acotamiento de las formas bilineal y lineal, a(·, ·) y b( f , ·) respectivamente, luego
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aplicando el Lema de Lax-Milgran se muestra en 2.2.4 la existencia y unicidad de la

solución w̃ ∈ V, de modo análogo se muestra la existencia y unicidad de la solución

ũ ∈ V0 de 2.2.5 pero ahora tomando la forma lineal b(w̃, ·), así queda mostrada

la incidencia de los problemas 2.2.4 y 2.2.5 para subsanar la no elipticidad de la

forma bilineal A(·, ·). Por otro lado también es importante resaltar que el Lema de

Lax-Milgran y el Lema 2.2.1 garantizan que las formulaciones variacionales (2.16) y

(2.17) tienen única solución. Lo cual establece la buena definición del operador T, y

además, que existe una costante positiva C tal que

||T f ||1,Ω ≤ C|| f ||0,Ω,

para todo f ∈ Q. Lo cual implica que el operador T es acotado.

Por otro lado, es fácil ver que λ es un valor propio del Problema 2.2.3 si y sólo

si T(ũ) = µũ, donde µ := 1
λ 6= 0 y con la misma multiplicidad y correspondientes

autofunciones de u.

2.2.2. Resultados de regularidad y caracterización espectral

En esta sección presentaremos dos resultados de regularidad asociados a las au-

tofunciones del operador solución. También, mostraremos la caracterización del es-

pectro de nuestro problema modelo.

Proposición 2.2.2. Existe una constante positiva C tal que para todo f ∈ Q la solución del

problema fuente (2.15) satisface que: ũ ∈W y w̃ ∈ V0 tal que

||ũ||2,Ω + ||w̃||1,Ω ≤ C|| f ||0,Ω. (2.18)

Además, si (u, w) es solución del Problema 2.2.3, entonces

||u||2,Ω + ||w||1,Ω ≤ C||u||2,Ω. (2.19)

Demostración. La demostración puede ser consultada en [35].
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Finalizamos esta sección con el siguiente resultado, el cuál nos indica el espectro

del problema de vibración de una placa simplemente apoyada y modelada por las

ecuaciones de Kirchhoff-Love.

Lema 2.2.3. El espectro sp(T) del operador T satisface sp(T) = {0} ∪ {µk}k∈N, donde

{µk}k∈N es una suceción de valores propios reales positivos que converge a cero. La multi-

plicidad de cada uno de ellos es finita.

Demostración. La prueba ha sido establecida en [35].

2.3. Discretización del problema modelo

En esta sección nos interesa establecer un esquema discreto mediante elementos

virtuales para aproximar la solución del Problema 2.2.3. Con este fin consideraremos

los siguientes espacios de elementos virtuales introducidos en [6]

2.3.1. Espacios de elementos virtuales

A continuación, damos el esquema de elementos virtuales sin términos de es-

tabilización para aproximar los valores propios de vibración de una placa delgada

simplemente apoyada y modelada por las ecuaciones de Kirchhoff-Love.

Espacios de elementos virtuales

Sea {Th}h>0 una partición no superpuesta de Ω con N elementos poligonales K.

Para cada elemento poligonal K ∈ Th con Nv
K vértices, denotamos su frontera por ∂K,

su vector unitario normal exterior por νK, su diámetro por hK el vértice i− ésimo por

vi, respectivamente. El tamaño de la malla es denotada como h := máx
K∈Th

hK, e un lado

genérico de Th y para cada e ∈ ∂K y para cada i ∈ {1, . . . , Nv
K} el lado que conecta

los vértices vi y vi+1 es denotado por ei.

Los supuestos de regularidad de la malla se muestran a continuación [14,36].

A1: Existe γ > 0 tal que, para toda malla Th, cada polígono K ∈ Th es estrellado

con respecto a una bola de radio mayor o igual que γhK,

A2: cada lado e ∈ ∂K con longitud he satisface que he ≥ γhK.
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Inspirado en [6], presentamos la construcción del espacio de elementos virtuales

de mejora local ampliada de orden 1 basado en el uso de proyección polinomial de

orden superior para dado l ∈ N, y cada polígono K ∈ Th definimos el espacio de

elementos virtuales local libre de estabilización como sigue:

V1,l(K) :=
{

v ∈ H1(K) : v|∂K ∈ C0(∂K), ∆v ∈ Pl+1(K), v|e ∈ P1(e), ∀e ∈ ∂K,

(Π∇1,Kv− v, pl+1)K = 0, ∀pl+1 ∈ Pl+1(K)
}

.

Note que cualquier elemento vh ∈ V1,l(K) satisface las siguientes condiciones:

la traza de vh es continua sobre ∂K, es decir, vh|∂K ∈ C0(K),

P1(K) ⊆ V1,l(K).

Ahora, consideramos los grados de libertad para V1,l(K) introducidos en [6], los

cuales permiten identificar de manera única cada función en el espacio virtual local

V1,l(K). Para todo vh ∈ V1,l(K) los grados de libertad de vh se definen como:

D1 : Los valores vh(vi) ∀vi ∈ K.

El número dado l debe satisfacer la siguiente condición para el caso más bajo orden,

(l + 1)(l + 2)− dimPker
l (K) ≥ Nv

K − 1

donde

Pker
l (K) :=

{
p ∈ [Pl(K)]2 :

∫
∂K

p · n∂Kγ∂K(v− P0(v)) = 0, ∀v ∈ VK
1,l

}

que se utiliza para probar la buena formulación del problema de fuente discreto

correspondiente. Para obtener l se usa que

dimPker
l (K) ≤ l(l + 1).

Enumeramos el número dado l relacionado con cada elemento K (denotado por

l = `(K)) como un vector ` := (`(K))(l,K)∈N×Th
∈ NN . Para mayores detalles véase
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Nv
K 3 4,5 6,7 8,9 10, 11 12, 13 14, 15 16, 17 18, 19 20

l = `(K) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

[34, 6]. En la parte de arriba se muestra una tabla donde se indica como elegir el nú-

mero l = `(K) dado el número de vértices Nv
K del polígono K ∈ Th. Ahora, debido a

la forma en que se eligió el número l = `(K), el espacio virtual local V1,l(K) permite

la definición de una forma bilineal coerciva que involucra solo proyecciones polinó-

micas y por tanto no es necesario agregar una forma bilineal estabilizadora SK(·, ·)

(usual en métodos virtuales) arbitraria que represente la parte no polinómica de las

funciones virtuales [6].

El espacio de elemento virtual global se define de la siguiente manera:

V0
1,` = { v ∈ H1

0(Ω) : v|K ∈ V1,l(K), ∀K ∈ Th}.

Para continuar con la formulación del esquema discreto, necesitamos algunas defi-

niciones previas. Primero, definimos las siguientes formas bilineales aK : H1(K) ×

H1(K)→ R y bK : L2(K)× L2(K)→ R dadas por

aK(u, v) :=
∫

K
∇u · ∇v dx, ∀u, v ∈ H1(K), (2.20)

bK(u, v) :=
∫

K
uv dx, ∀u, v ∈ L2(K). (2.21)

Es claro que las formas bilineales aK(·, ·) y bK(·, ·) son productos interiores en H1(K)

y L2(K), respectivamente. Ahora, con esta definición consideramos el operador de

proyección ortogonal Π∇1,K : V1,l(K)→ P1(K) definido por

aK(Π∇1,Kv− v, p1) = 0, ∀p1 ∈ P1(K),

1
Nv

K

Nv
K

∑
i=1

(Π∇1,Kv− v)(vi) = 0.

Sea Π0
l,K : V1,l(K) → P1(K) la proyección escalar estándar de L2(K) y Π0

l,K∇ :

V1,l(K) → (Pl(K))2 la proyección en L2(K) del gradiente de funciones las cuales
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se expresan explícitamente como

(Π0
1,Kv− v, p1)K = 0, ∀p1 ∈ P1(K), ∀v ∈ V1,l(K), (2.22)

(Π0
l,K∇v−∇v, p1)K = 0, ∀pl ∈ (Pl(K))2 ∀v ∈ V1,l(K). (2.23)

Nótese que integrando por partes en 2.23 se tiene que:

(Π0
l,K∇v, pl)K = (∇v, p1)K =

∫
∂K

vpl · νKdS−
∫

K
div(pl)vdx (2.24)

como v|e ∈ P1(e), ∀e ∈ ∂K, entonces el primer término en 2.24 se puede calcular en

cada lado del polígono K. Además de la definición de V1,l(K) se sigue que

∫
K

div(pl)vdx =
∫

K
div(pl)Π∇1,Kvdx,

por lo tanto el segundo término en 2.24 es computable a partir del cálculo del opera-

dor de proyección Π∇1,K, también podemos comprobar a partir de V1,l(K) y 2.22 que

Π∇1,K = Π0
1,K en el caso de más bajo orden.

2.3.2. Formas discretas

Con el fín de establecer el esquema discreto, introducimos las siguientes for-

mas bilineales discretas definidas con elementos del espacio V0
1,`. Primero, definimos

V0,h := V0
1,` × V0

1,`. Ahora sean Ah : V0,h ×V0,h → R y bh : V0
1,` × V0

1,` → R formas

bilineales discretas dadas por:

Ah((uh, wh), (τh, vh)) := ∑
K∈Th

Ah,K((uh, wh), (τh, vh)), ∀(uh, wh), (τh, vh) ∈ V0,h,

bh(uh, vh) := ∑
K∈Th

bh,K(uh, vh), ∀uh, vh ∈ V0
1,`,

ah(ϕh, ψh) := ∑
K∈Th

ah,K(ϕh, ψh), ∀ϕh, ψh ∈ V0
1,`,
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donde Ah,K(·, ·), ah,K(·, ·) y bh,K(·, ·) son formas bilineales locales definidas como si-

gue:

Ah,K((uh, wh), (τh, vh)) := aK(Π∇K uh, Π∇K τh) + aK(Π∇K wh, Π∇K vh) + bK(Π0
Kwh, Π0

Kτh),

bh,K(uh, vh) := bK(Π0
Kuh, Π0

Kvh),

ah,K(ϕh, ψh) := aK(Π∇K ϕh, Π∇K ψh).

Teorema 2.3.1. Las formas bilineales Ah,K(·, ·), ah,K(·, ·) y bh,K(·, ·) satisfacen:

Consistencia: Para todo (τh, vh) ∈ V0,h y para todo p, q ∈ P1(K) se tiene que

Ah,K((p, q), (τh, vh)) = AK((p, q), (τh, vh)),

bh,K(p, vh) = bK(p, vh).

Estabilidad: Existen constantes positivas α∗, α∗, β∗, β∗ independientes de h tal que:

α∗aK(vh, vh) ≤ ah,K(vh, vh) ≤ α∗aK(vh, vh), paratodovh ∈ V1,`(K),

β∗bK(vh, vh) ≤ bh,K(vh, vh) ≤ β∗bK(vh, vh), paratodovh ∈ V1,`(K).

2.4. Formulación variacional espectral discreta

Finalmente, estamos en posición de escribir la discretización de elementos vir-

tuales libre de estabilización del problema de vibración de una placa delgada sim-

plemente apoyada y modelada por las ecuaciones de Kirchoff-Love.

Problema 2.4.1. Hallar (λh, uh, wh) ∈ R× V0
1,` × V0

1,`. tal que

Ah((uh, wh), (τh, vh)) = −λhbh(uh, vh), ∀(τh, vh) ∈ V0
1,` × V0

1,`. (2.25)

2.4.1. El problema fuente discreto asociado

Como en el caso continuo, introducimos el operador de solución discreta

Th : Q→ V0
1,`,



32
Capítulo 2. El problema de vibración de una placa delgada usando el método de

Ciarlet Raviart

definido por Th f := ũh, con (ũh, w̃h) ∈ V0
1,` × V0

1,` la única solución del siguiente

problema discreto:

Ah((ũh, w̃h), (τh, vh)) = −bh( f , vh) ∀τh, vh ∈ V0
1,`,

Puesto que la forma bilineal Ah(·, ·) no es V0,h−elíptica, el problema (2.4.1) es des-

acoplado como en el caso continuo en los siguientes dos subproblemas:

Problema 2.4.2. Dado f ∈ Q, hallar w̃h ∈ V0
1,` tal que

ah(w̃h, vh) = −bh( f , vh), para todo vh ∈ V0
1,`.

Problema 2.4.3. Dado f ∈ Q, hallar ũh ∈ V0
1,` tal que

ah(ũh, τh)− bh(w̃h, τh) = 0, para todo τh ∈ V0
1,`.

La buena posición del problema fuente asociado al esquema virtual discreto

(2.25) se obtiene a aplicando los Lemas de Lax-Milgram y Desigualdad de Poincaré,

dos veces, en los Problemas 2.4.2 y 2.4.3 respectivamente.

2.4.2. Caracterización espectral

Ahora presentaremos la caracterización del espectro del operador solución T la

cual es consecuencia inmediata del siguiente lema.

Lema 2.4.1. El espectro sp(Th) del operador T satisface sp(Th) = {0} ∪ {µk
h}k∈N, donde

{µk
h}k∈N es una suceción de valores propios reales positivos que converge a cero. La multi-

plicidad de cada uno de ellos es finita.

Demostración. La prueba ha sido establecida en [35].

2.5. Convergencia y estimaciones del error

En la presente sección, emplearemos la teoría espectral de operadores compactos

para probar la aproximación espectral y las estimaciones de error para el problema
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de valores propios. Con este objetivo, primero recordaremos el error de proyección

y el error de interpolación bajo los supuestos de la descomposición de la malla.

Teorema 2.5.1. Para v ∈ H1+s(K) con 0 ≤ s ≤ 1, existe vπ ∈ P1(K) tal que

‖v− vπ‖0,K + hK‖v− vπ‖1,K ≤ Ch1+s
K ‖v‖1+s,K.

Teorema 2.5.2. Para v ∈ H1+s(Ω) con 0 ≤ s ≤ 1, existe vI ∈ V0
1,` tal que

‖v− vI‖0,Ω + h|v− vI |1,Ω ≤ Ch1+s‖v‖1+s,Ω.

Por otro lado, la desigualdad (2.18) establece que la solución del problema fuente

w̃ ∈ H1(Ω), con lo cual no podemos aplicar el Teorema 2.5.2 para determinar w̃I ∈

V0
1,`. Así que, con el objetivo de interpolar w ∈ V0

1,` recurrimos al siguiente problema

de dualidad bien propuesto. Dado f ∈ L2(Ω), encontrar w ∈ H1
0(Ω) tal que:

a(w, v) = b( f , v), ∀v ∈ H1
0(Ω).

Gracias al lema de Lax-Milgran tenemos:

||w̃||2,Ω ≤ ||w̃− w̃h||0,Ω. (2.26)

Como w̃ ∈ H2(Ω), entonces por el Teorema 2.5.2 existe wI ∈ V0
1,` tal que

||w̃− wI ||1,Ω ≤ Ch||w̃||2,Ω.

Además

||w̃− w̃h||20,Ω = b(w̃− w̃h, w̃− w̃h) = a(w̃, w̃− w̃h) ≤ Ch||w̃− w̃h||0,Ω||w̃− w̃h||1,Ω

≤ Ch||w̃− w̃h||0,Ω(||w̃||1,Ω + ||w̃h||1,Ω) ≤ Ch||w̃− w̃h||0,Ω|| f ||0,Ω.

Por lo tanto

||w̃− w̃h||0,Ω ≤ Ch|| f ||0,Ω. (2.27)
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Teorema 2.5.3. Dado f ∈ L2(Ω), existe una constante positiva C independiente de h tal

que:

||T − Th||1,Ω ≤ Ch|| f ||0,Ω.

Demostración. Sea f ∈ L2(Ω). Consideremos (ũ, w̃) y (ũh, w̃h), con ũ = T f y ũh =

Th f las soluciones de los problemas fuentes continuo y discreto, respectivamente.

Luego a partir de los Problemas 2.2.5 y 2.4.3 y el Lema de Strang tenemos:

||u− uh||1,Ω ≤ C

 ı́nf
ψh∈V0

1,`

||u− ψh||1,Ω + sup
ϕh∈V0

1,l

∑
K∈Th

ah,K(ϕh, ψh)− aK(ϕh, ψh)

||ϕh||1,Ω


+ sup

ϕh∈V0
1,l ,ϕh 6=0

∑
K∈Th

bh,K(wh, ϕh)− bK(wh, ϕh)

||ϕh||1,Ω

 .

(2.28)

Ahora acotemos superiormente cada uno de los tres términos en el lado derecho

de 2.28. En efecto: Primero, como u ∈ H2(Ω), entonces existe uI ∈ V0
1,` tal que

||u− uI ||1,Ω ≤ Ch||u||2,Ω (ver Teorema 2.5.2). Luego

ı́nf
ψh∈V0

1,`

||u− ψh||1,Ω ≤ ||u− uI ||1,Ω ≤ Ch||u||2,Ω ≤ Ch||u||0,Ω. (2.29)

Para el segundo término del lado derecho de (2.28) tenemos que por Teorema

2.5.1 podemos escoger uπ ∈ L2(Ω) tal que uπ ∈ P2(K), ∀K ∈ Th y

|u− uπ|2,K ≤ Ch|u|3,K. (2.30)
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Entonces, podemos usar las propiedades de consistencia y estabilidad de la forma

bilineal ah,K(·, ·) (cf. Teorema 2.3.1), y (2.30) para obtener

∑
K∈Th

{ah,K(ϕh, ψh)− aK(ϕh, ψh)}
||ϕh||2,Ω

= ∑
K∈Th

{ah,K(ϕh, ψh − uπ)− aK(ϕh, uπ − ψh)}
||ϕh||2,Ω

≤ ∑
K∈Th

(1 + α∗)aK(uπ − ψh, uπ − ψh)
1/2

≤ (1 + α∗)
({

∑
K∈Th

|u− uπ|2,K

}
+ ||u− ψh||2,Ω

)
≤ Ch|| f ||0,Ω.

(2.31)

Para acotar el tercer término usamos las propiedades de consistencia y estabili-

dad de la forma bilineal bh,K(·, ·) (cf. Teorema 2.3.1) para obtener

∑
K∈Th

{bh,K(wh, ϕh)− bK(w, ϕh)}
||ϕh||2,Ω

= ∑
K∈Th

{bK(Π0
Kwh, Π0

K ϕh)− bK(w, ϕh)}
||ϕh||2,Ω

= ∑
K∈Th

{bK(Π0
Kwh − w, ϕh)}
||ϕh||2,Ω

= ∑
K∈Th

{bK(Π0
Kwh − w, ϕh −Π0

K ϕh)}
||ϕh||2,Ω

≤ ∑
K∈Th

||Π0
Kwh − w||0,K||ϕh −Π0

K ϕh||0,K

||ϕh||2,Ω

≤ Ch2||w||2,Ω ≤ Ch2||w− wh||0,Ω ≤ Ch3|| f ||0,Ω,

(2.32)

donde hemos empleado la definición de proyector Π0
K y las ecuaciones 2.26 y 2.27.

Por lo tanto de 2.29, 2.31 y 2.32 se obtiene el resultado.

Teorema 2.5.4. Existe una constante C > 0 tal que |λ− λh| ≤ Ch2.

Demostración. De 2.11 y 2.25, se tiene:

A((u− uh, w− wh), (u− uh, w− wh)) + λb(u− uh, u− uh)

= A((uh, wh), (uh, wh))− λb(uh, uh)

= A((uh, wh), (uh, wh))−Ah((uh, wh), (uh, wh))

+λh(bh(uh, uh)− b(uh, uh)) + (λh − λ)b(uh, uh),
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lo cual implica que

λh − λ =
A((u− uh, w− wh), (u− uh, w− wh)) + λb(u− uh, u− uh)

b(uh, uh)

+
Ah((uh, wh), (uh, wh))−A((uh, wh), (uh, wh))

b(uh, uh)

Como b(uh, uh) → b(u, u), cuando h → 0 entonces del Teorema 2.3.1, Teore-

ma 2.5.1, Teorema 2.5.2 y la definición de los operadores de proyección se obtiene:

|λh − λ| ≤ |A((u− uh, w− wh), (u− uh, w− wh))|+ |λb(u− uh, u− uh)|

+|Ah((uh, wh), (uh, wh))−A((uh, wh), (uh, wh))|

≤ C

‖u− uh‖2
1 + ‖w− wh‖2

1 + ∑
K∈τh


aK(uh −Π∇k uh, Π∇k wh − wh)

+bK(wh −Π0
kwh, Π0

kwh − wh)

+bK(uh −Π0
kuh, uh −Π0

kuh)




≤ C

 ‖u− uh‖2
1,Ω + ‖w− wh‖2

1,Ω +
∣∣uh −Π∇k uh

∣∣
1,Ω

∣∣Π∇k wh − wh
∣∣
1,Ω

+
∥∥wh −Π0

kwh
∥∥2

0,Ω +
∥∥uh −Π0

kuh
∥∥2

0,Ω


≤ Ch2,

lo cual completa la prueba.
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Capítulo 3

Una discretización de elementos

virtuales C1− C0 para una ecuación

elíptica de sexto orden usando el

método de Ciarlet Raviart

En este capítulo estudiamos un método de elemento virtual para el problema

elíptico de sexto orden con condiciones de contorno de tipo sujeta y simplemente

apoyada. Usando argumentos como el método de Ciarlet-Raviart, introducimos una

incógnita auxiliar w := ∆u y proponemos una formulación débil en el espacio de So-

bolev H2 × H1. Se propone una discretización de elementos virtuales C1 × C0 para

aproximar las soluciones de la formulación débil. También proporcionamos los re-

sultados de las estimaciones de convergencia y error. Finalmente, se reportan varios

ejemplos numéricos que ilustran el rendimiento del método del elemento virtual.

3.1. Introducción

En este artículo consideramos la ecuación elíptica de sexto orden (ver e.g. [25])

−∆3u = f en Ω, (3.1)

con Ω ⊂ R2 como un dominio acotado poligonal con frontera Γ := ∂Ω, y f ∈

H−1(Ω).
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Además, analizamos el problema de sexto orden (3.1) con dos tipos de condicio-

nes de contorno, a saber:

Condiciones de contorno simplemente apoyadas (SSBC):

u = ∆u = ∆2u = 0 sobre Γ. (3.2)

Condiciones de contorno sujetas (CBC):

u =
∂u
∂n

= ∆u = 0 on Γ, (3.3)

donde n es un vector normal que apunta hacia afuera sobre Γ := ∂Ω.

Los problemas que involucran operadores diferenciales de orden superior son

importantes en ciencias. En particular, los problemas de sexto orden están presentes

en matemáticas ([31],[14]), física y en ingeniería ([5],[20]). Hay un número creciente

de referencias donde se abordan aspectos teóricos y numéricos como la existencia,

unicidad y multiplicidad de soluciones, la existencia global y la positividad y regula-

ridad de las soluciones, la regularidad de los espacios discretos para la aproximación

numérica de estos problemas de orden superior. Un estudio detallado de la regula-

ridad de los problemas poliarmónicos, incluidos los abordados en este artículo, se

encuentra en la referencia [25].

Los métodos numéricos para estudiar la ecuación elíptica de sexto orden (3.1)

se pueden encontrar en [21, 28]. En [21] se estudió un método mixto de elementos

finitos mediante la formulación de Ciarlet-Raviarth para aproximar la principal in-

cógnita en (3.1) usando H1−espacios de Lagrange conformes. Los autores de [28]

propusieron un método de penalización interior C0− para analizar la ecuación elíp-

tica de sexto orden con condiciones de contorno fijas. Aplicaron fuertemente técnicas

de análisis a posteriori para establecer la buena colocación de su método.

El Método del Elemento Virtual (VEM) presentado por primera vez en [44] es una

herramienta numérica para resolver problemas que incluyen ecuaciones diferencia-

les parciales que se ha desarrollado en los últimos 10 años. Desde su nacimiento, es
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cada vez mayor el número de artículos científicos sobre el uso de este método pa-

ra aproximar numéricamente la solución de ecuaciones en derivadas parciales. Las

aplicaciones se dan en diferentes áreas: problemas de fluidos [43, 42, 23, 32, 40, 24],

problemas electromagnéticos [13, 46], problemas de orden superior [4, 19, 18]. VEM

tiene la capacidad de manejar mallas poligonales y poliédricas generales para domi-

nios bidimensionales y tridimensionales, respectivamente. Esto ha tenido un gran

impacto en la comunidad científica dedicada al Análisis Numérico de ecuaciones

diferenciales parciales que modelan problemas de mecánica de sólidos y/o fluidos,

ya que muchos problemas físicos se definen en dominios con estructuras poligonales

o poliédricas.

Una de las características principales de VEM es su flexibilidad para definir es-

pacios discretos de regularidad de alto orden, véase, por ejemplo, [3, 2, 11, 15] para el

caso bidimensional y [41] para el caso tridimensional. Uno dimensional, el VEM tie-

ne un buen rendimiento para tratar con requisitos de continuidad de orden superior

y permite diseñar fácilmente Ck -aproximaciones (ver [2]). El autor de [2] introdujo

una aproximación VEM conforme para resolver problemas poliarmónicos que invo-

lucran al operador diferencial ∆p.

En este artículo proponemos y analizamos un método de elementos virtuales

C1 − C0 para resolver una ecuación elíptica de sexto orden (3.1) considerando los

dos tipos de condiciones de contorno descritas en (3.2) y (3.3). Inspirado en el mé-

todo de Ciarlet-Raviarth, primero definimos una incógnita auxiliar w = ∆u en Ω

para reducir el orden de la EDP (3.1) a un problema de cuarto orden. Luego, apli-

camos integración por partes varias veces y llegamos a dos formulaciones débiles, a

saber, H2(Ω) ∩ H1
0(Ω)× H1

0(Ω) para la condición (3.2), y H2
0(Ω) ∩ H1

0(Ω)× H1
0(Ω)

para (3.3). Luego, aplicamos los elementos virtuales C1 y C0 establecidos en [3] y

[1], respectivamente, para proponer y probar la buena postura del esquema de ele-

mentos virtuales discretos. Obtenemos estimaciones de error óptimas en las normas

L2 y H1 para las incognitas w y u. Dado que los elementos conformes para resol-

ver la ecuación elíptica de sexto orden (3.1) necesitan elementos regulares C2 que

son complicados de implementar ya que su grado de aproximación será demasiado

alto y como una consecuencia habrá demasiados grados de libertad es que nuestro
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esquema discreto resulta una alternativa interesante.

El esquema de este documento es el siguiente; en la Sección 3.2, presentamos la

formulación débil asociada al problema elíptico de sexto orden. A continuación, en

la Sección 3.3, presentamos las definiciones de los espacios de elementos virtuales

C1 y C0. Luego, en esta sección se presenta una formulación discreta de elementos

virtuales imitando el análisis desarrollado para el problema continuo. Además, en

la Sección 3.4 demostramos que el esquema numérico proporciona una aproxima-

ción correcta y establecemos estimaciones de error de orden óptimas para soluciones

aproximadas. Finalmente, en la Sección 3.5, reportamos algunas pruebas numéricas

que confirman el análisis teórico desarrollado.

3.2. El problema elíptico de sexto orden

A continuación propondremos dos formulaciones débiles asociadas al problema

elíptico de sexto orden considerando las condiciones de frontera SSBC y CBC dadas

en las secciones 2.1 y 2.3 respectivamente.

3.2.1. Condiciones de contorno simplemente apoyada

Consideramos el problema elíptico de sexto orden (3.1) con condiciones de fron-

tera simplemente apoyadas (ver e.g. [25])

−∆3u = f en Ω, (3.4a)

u = ∆u = ∆2u = 0 sobre Γ, (3.4b)

con f ∈ H−1(Ω). Ahora, para proponer una formulación variacional asociada a

(3.4) introducimos una incógnita adicional w = ∆u en Ω, entonces el sistema de

ecuaciones (3.4) se puede escribir de la siguiente manera
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−∆2w = f en Ω, (3.5a)

∆u = w en Ω, (3.5b)

w = ∆w = 0 sobre Γ, (3.5c)

u = 0 sobre Γ. (3.5d)

Luego, multiplicamos la ecuación (3.5b) con τ ∈ V0, integramos por partes sobre Ω,

y usamos la condición de frontera de Dirichlet (3.5d), para obtener

∫
Ω

wτ dx +
∫

Ω
∇u · ∇τ dx = 0 ∀τ ∈ V0. (3.6)

Por otro lado, multiplicamos la ecuación (3.5a) por v ∈ W, integramos por partes

en Ω dos veces y usamos las condiciones de frontera simplemente apoyadas para w

(3.5c) para obtener

∫
Ω

∆w∆v dx = −
∫

Ω
f v dx ∀v ∈W. (3.7)

Por lo tanto, de (3.6) y (3.7) llegamos a la siguiente formulación variacional:

Problema 3.2.1. Hallar w ∈W, u ∈ V tal que

∫
Ω

∆w∆v dx = −
∫

Ω
f v dx ∀v ∈W,∫

Ω
∇u · ∇τ dx = −

∫
Ω

wτ dx ∀τ ∈ V0.

Ahora, escribiremos la formulación variacional anterior con una notación mas

compacta. Primero nosotros denotaremos por H al espacio producto H := W ×V0,

dotado de la siguiente norma de producto

||(v, τ)||H :=
(
||v||22,Ω + ||τ||21,Ω

)1/2. (3.9)
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Observación 1. Para todo v ∈ W, la norma ||∆v||0,Ω es una norma equivalente a la

norma habitual en H2(Ω) (ver por ejemplo [25, Teorema 2.31]).

Para introducir una formulación variacional asociada al Problema 3.2.1 defini-

mos las siguientes formas:

A : H×H→ R; A((w, u), (v, τ)) := a∆(w, v) + a∇(u, τ) + a0(w, τ),

F : W → R; F(v) := −
∫

Ω
f v dx ∀v ∈W, (3.10)

donde

a∆ : W ×W → R; a∆(w, v) :=
∫

Ω
∆w∆v dx ∀w, v ∈W, (3.11)

a∇ : V ×V → R; a∇(u, τ) :=
∫

Ω
∇u · ∇τ dx ∀u, τ ∈ V, (3.12)

a0 : W ×V → R; a0(w, τ) :=
∫

Ω
wτ dx ∀w ∈W, ∀v ∈ V, (3.13)

Entonces, se da una formulación variacional asociada al Problema 3.2.1 como sigue.

Problema 3.2.2. Hallar (w, u) ∈H tal que

A((w, u), (v, τ)) = F(v) ∀(v, τ) ∈H. (3.14)

El siguiente resultado muestra algunas propiedades de las formas bilineales

a∆(·, ·), a∇(·, ·), a0(·, ·), A(·, ·) y el funcional lineal F(·).
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Lema 3.2.1. Las formas definidas en (3.10)-(3.13) satisfacen las siguientes propiedades.

|a∆(w, v)| . ||w||2,Ω||v||2,Ω, (3.15a)

|a∇(u, τ)| . ||u||1,Ω||τ||1,Ω, (3.15b)

|a0(w, τ)| . ||w||2,Ω||τ||1,Ω, (3.15c)

|F(v)| . ||v||2,Ω, (3.15d)

|A((w, u), (v, τ))| . ||(w, u)||H||(v, τ)||H. (3.15e)

||v||22,Ω . a∆(v, v). (3.15f)

||u||21,Ω . a∇(u, u). (3.15g)

para todo w, v ∈W y u, τ ∈ V.

Demostración. Las estimaciones (3.15a)-(3.15d) se derivan de la desigualdad de

Cauchy-Schwarz. Además, las estimaciones (3.15a), (3.15b) y (3.15c) implican la

acotación (3.15e) de la forma bilineal A(·, ·). Las estimaciones de elipticidad (3.15f)

y (3.15g) se pueden obtener de la desigualdad de Poincaré generalizada aplicada en

los espacios W y V, respectivamente (ver por ejemplo [10] y [25, Teorema 2.31 ]).

Con el fin probar que el problema 3.2.2 está bien condicionado, lo descompone-

mos en los siguientes subproblemas:

Hallar w ∈W tal que

a∆(w, v) = F(v), ∀v ∈W, (3.16)

Hallar u ∈ V0 tal que

a∇(u, τ) = −a0(w, τ), ∀τ ∈ V0. (3.17)

Está claro que el Teorema de Lax-Milgram y las estimaciones (3.15a) y (3.15f) nos

permiten probar el buen condicionamiento de la formulación variacional continua
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(3.16). Además, usando una vez más el teorema de Lax-Milgram y las desigualdades

(3.15b)-(3.15g), y la unicidad de w ∈W en (3.16) obtenemos la única solución u ∈ V0

del problema (3.17). Por lo tanto, hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 3.2.2. Dado f ∈ L2(Ω) existe una única solución (w, u) ∈H del problema 3.2.2.

3.2.2. Resultados de regularidad para w y u

Sea w ∈W la solución única de (3.16), luego recurriendo a un conocido resultado

de regularidad para el problema biharmónico con su lado derecho en H−1(Ω), tene-

mos que w ∈ H2+s(Ω) con s ∈ (1/2, 1]. Por otro lado, si u ∈ V0 es la única solución

del problema variacional (3.17), obtenemos que u ∈ H1+t(Ω) con t ∈ (0, 1) (ver por

ejemplo [7, 27, 39]). Por lo tanto, obtenemos el siguiente resultado de regularidad

adicional para la solución del Problema 3.2.2.

Lema 3.2.3. Existen s > 1/2, t ∈ (0, 1), y una constante positiva C que depende solo de Ω

tal que para todo f ∈ L2(Ω) la única solución (w, u) ∈H del Problema 3.2.2 satisface

‖w‖2+s,Ω + ‖u‖1+t,Ω ≤ C‖ f ‖0,Ω. (3.18)

Observación 2. Señalamos que las constantes s y t sólo dependen del dominio Ω.

Además, si Ω es convexo, entonces s = t = 1. De lo contrario, el lema es válido para

todo s < s0 y t < t0, donde s0, t0 ∈ (1/2, 1] depende del ángulo de reentrada más

grande de Ω (ver por ejemplo [7, 27, 39]).

3.2.3. Condiciones de contorno sujetas

Ahora, consideramos el problema de sexto orden (3.1) con condiciones de fron-

tera sujetas (3.3) (ver [25])

−∆3u = f en Ω, (3.19a)

u =
∂u
∂n

= ∆u = 0 sobre Γ. (3.19b)



3.3. Problema discreto 45

A continuación, aplicando los mismos pasos que se usaron para llegar al sistema

de ecuaciones (3.5) y los problemas 3.2.1 and 3.2.2 deducimos la siguiente formula-

ción variacional para el problema de sexto orden de condiciones de frontera sujetas.

Problema 3.2.3. Hallar (w, u) ∈H0 tal que

A((w, u), (v, τ)) = F(v) ∀(v, τ) ∈H0,

donde, hemos definido H0 como el espacio producto H0 := W0 × V0 dotado de

la siguiente norma producto || · ||H definido en (3.9). Además, el buen planteamien-

to del Problema 3.2.3 sigue aplicando los mismos argumentos que se usaron para

obtener la solución única de la formulación variacional (3.14).

Observación 3. El problema de sexto orden con condiciones de frontera fijas (3.19a)-

(3.19b) se puede analizar usando los mismos argumentos que los aplicados para el

sistema (3.4a)-(3.4b). Mencionamos que la verificación numérica para este caso será

abordada en la Sección 5.

3.3. Problema discreto

En esta sección nos interesa establecer un esquema discreto mediante elementos

virtuales para aproximar la solución del Problema 3.2.2. Con este fin consideraremos

los siguientes espacios de elementos virtuales introducidos en [1, 3, 44, 11].

3.3.1. Espacios de elementos virtuales

Sea {Th}h una sucesión de descomposiciones de Ω en polígonos K. Denotamos

por hK el diámetro del polígono K y por h el máximo de los diámetros de todos los

polígonos de la malla, es decir, h := máx
K∈Th

hK. En lo que sigue, denotamos por NP
v

el número de vértices de K, por e una arista genérica de {Th}h y para todo e ∈ ∂K,

dejamos que nK denote el vector unitario normal que apunta fuera de K. Además,

haremos las siguientes suposiciones como en [1, 3, 44]. Existe un número real positi-

vo CT tal que, para cada h y cada K ∈ Th,

A1 la relación entre el borde más corto y el diámetro hK de K es mayor que CT ;
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A2: K ∈ Th es estrellado con respecto a cada punto de una bola de radio CT hK.

Primero definimos dos espacios discretos preliminares como sigue: Para cada polí-

gono K ∈ Th (es decir, conjunto abierto simplemente conexo cuya frontera es una

línea que no se cruza hecha de un número finito de segmentos de línea recta) defini-

mos los siguientes espacios de dimensión finita

W̃K
h :=

{
vh ∈ H2(K) : ∆2vh ∈ P2(K), vh|∂K ∈ C0(∂K), vh|e ∈ P3(e) ∀e ∈ ∂K,

∇vh|∂K ∈ C0(∂K)2, ∂nvh|e ∈ P1(e) ∀e ∈ ∂K
}

,

and

ṼK
h :=

{
τh ∈ H1(K) : ∆τh ∈ P1(K), τh|∂K ∈ C0(∂K), τh|e ∈ P1(e) ∀e ∈ ∂K

}
,

Tenga en cuenta que para todos los vh ∈ W̃K
h y para todos los τh ∈ ṼK

h se cumplen

las siguientes condiciones:

para cualquier vh ∈ W̃K
h la traza en la frontera de K es continua y en cada arista

es un polinomio de grado 3;

para cualquier vh ∈ W̃K
h el gradiente en la forntera es continuo y en cada arista

su componente normal es un polinomio de grado 1;

para cualquier vh ∈ W̃K
h el gradiente en la forntera es continuo y en cada arista

su componente tangencial es un polinomio de grado 3, esto es una consecuen-

cia del hecho de que en un borde genérico la función virtual es un polinomio

de grado 3;

para cualquier τh ∈ ṼK
h la traza en la rontera de K es continua y en cada arista

es un polinomio de grado 1;

P2(K)×P1(K) ⊆ W̃K
h × ṼK

h .

Por lo tanto, los siguientes grados de libertad permiten determinar de manera única

vh y ∇vh en ∂K, y τh en ∂K, ver [3].

D1: evaluación de vh en los vértices NK
v de K;
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D2: evalución de ∇vh en los NK
v vértices de K;

D3: evaluación de τh en los NK
v vértices de K.

3.3.2. Formas discretas definidas en espacios de elementos virtuales

Con el objetivo de construir el esquema discreto introducimos la versión discreta

de las formas definidas en (3.10)-(3.13).

A((w, u), (v, τ)) := ∑
K∈Th

a∆
K(w, v) + a∇K (u, τ) + a0

K(w, τ),

F(v) := ∑
K∈Th

FK(v)

donde, hemos definido

a∆
K : H2(K)× H2(K)→ R; a∆

K(w, v) :=
∫

K
∆w∆v dx ,

a∇K : H1(K)× H1(K)→ R; a∇K (u, τ) :=
∫

K
∇u · ∇τ dx ,

a0
K : H2(K)× H1(K)→ R; a0

K(w, τ) :=
∫

K
wτ dx ,

FK : L2(K)→ R; FK(v) := −
∫

K
f v dx .

(3.20)

∀w, v ∈ H2(K), y u, τ ∈ H1(K)

Ahora, definimos el proyector Π∆
2 : W̃K

h −→ P2(K) ⊆ W̃K
h para todo vh ∈ W̃K

h

como la solución del siguiente problema local

aD
K (Π

∆
2 vh, q) = aD

K (vh, q) ∀q ∈ P2(K),

((Π∆
2 vh, q))K = ((vh, q))K ∀q ∈ P1(K),

con

aD
K (w, v) :=

∫
K

D2w : D2v dx ∀w, v ∈ H2(K)

((ϕh, φh))K :=
NK

v

∑
i=1

ϕh( vi)φh( vi), ∀ϕh, φh ∈ C0(∂K),
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donde D2v denota la matriz hessiana de v y vi, 1 ≤ i ≤ NK
v , siendo los vértices

de K.

Observamos que el operador Π∆
2 está bien definido en W̃K

h y, lo más importante,

para todo vh ∈ W̃K
h el polinomio Π∆

2 vh se puede calcular usando solo los valores

de los operadores D1 y D2 calculado sobre vh. Esto sigue fácilmente al integrar por

partes (ver [3]).

De manera similar, definimos el proyector Π∇1 : ṼK
h −→ P1(K) ⊆ ṼK

h para cada

τh ∈ ṼK
h como la solución de las siguientes ecuaciones del sistema local

a∇K
(
Π∇1 τh, q

)
= a∇K (τh, q) ∀q ∈ P1(K),

(Π∇1 τh, 1)∂K = (τh, 1)∂K.

Observamos que el operador Π∇1 está bien definido en ṼK
h y, como antes, para todo

τh ∈ ṼK
h el polinomio Π∇1 τh se puede calcular usando solo los valores de los opera-

dores D3 calculado sobre τh, que se sigue de una integración por partes (ver [1]).

A continuación, presentamos nuestros espacios virtuales locales mejorados esta-

blecidos en [3] y [1], respectivamente:

WK
h :=

{
vh ∈ W̃K

h :
∫

K
(Π∆

2 vh − vh)q = 0 ∀q ∈ P2(K)
}

,

y

VK
h :=

{
τh ∈ ṼK

h :
∫

K
(Π∇1 τh − τh)q = 0 ∀q ∈ P1(K)

}
.

Está claro que WK
h ×VK

h ⊆ W̃K
h × ṼK

h . Así, los operadores lineales Π∆
2 y Π∇1 están

bien definidos en WK
h y VK

h , respectivamente.

En el Lema 2.1 de [3] se ha establecido que el conjuntos de operadores D1 y

D2 constituye un conjunto de grados de libertad para el espacio WK
h . Además, el

conjunto de operadores D3 constituye un conjunto de grados de libertad para el

espacio VK
h (ver [1]).
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También tenemos que P2(K)× P1(K) ⊆ WK
h × VK

h . Esto garantizará las buenas

propiedades de aproximación de los espacios.

Por otro lado, definimos el proyector L2−ortogonal estándar en Pk(K), k = 1, 2

de la siguiente manera.

Π0
k : L2(K)→ Pk(K);

∫
K
(Π0

kv− v)q dx = 0 ∀q ∈ Pk(K), k = 1, 2. (3.23)

Ahora, en [1, 3] se estableció que Π0
2vh = Π∆

2 vh y Π0
1τh = Π∇1 τh para todo vh ∈ WK

h ,

y para todo τh ∈ VK
h .

Ahora, para cada descomposición Th de Ω en polígonos simples K, introducimos

el espacio producto Hh := Wh ×Vh, donde

Wh := {vh ∈W : vh|K ∈WK
h } y Vh := {τh ∈ V : τh|K ∈ VK

h }.

Se da un conjunto de grados de libertad para Hh por todos los valores puntuales

de vh y τh en todos los vértices de Th junto con todos los valores puntuales de ∇vh

en todos los vértices de Th.

A continuación, analizamos la construcción de la versión discreta de las formas

locales. Con este fin, consideramos s∆
K(·, ·) y s∇K (·, ·) cualquier forma bilineal definida

positiva simétrica que satisfaga:

aD
K (vh, vh) . s∆

K(vh, vh) . aD
K (vh, vh) ∀vh ∈WK

h ∩ ker(Π∆
2 ),

a∇K (τh, τh) . s∇K (τh, τh) . a∇K (τh, τh) ∀τh ∈ VK
h ∩ ker(Π∇1 ).

Luego, definimos las formas discretas Ah(·, ·) : Hh ×Hh → R, y Fh(·) : Wh → R

como sigue

Ah((wh, uh), (vh, τh)) := a∆
h (wh, vh) + a∇h (uh, τh) + a0

h(wh, τh)

:= ∑
K∈Th

{a∆
h,K(wh, vh) + a∇h,K(uh, τh) + a0

h,K(wh, τh)},

Fh(vh) := ∑
K∈Th

Fh,K(vh) := − ∑
K∈Th

∫
K

Π0
2 f Π0

2vhdx, (3.24)
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para todo (wh, uh), (vh, τh) ∈ Hh, donde a∆
h,K(·, ·), a∇h,K(·, ·), y a0

h,K(·, ·) son formas

bilineales locales definidas por

a∆
h,K : WK

h ×WK
h → R; a∆

h,K(wh, vh) := a∆
K(Π

∆
2 wh, Π∆

2 vh) + s∆
K(wh −Π∆

2 wh, vh −Π∆
2 vh),

(3.25)

a∇h,K : VK
h ×VK

h → R; a∇h,K(uh, τh) := a∇K (Π∇1 uh, Π∇1 τh) + s∇K (uh −Π∇1 uh, τh −Π∇1 τh),

(3.26)

a0
h,K : WK

h ×VK
h → R; a0

h,K(wh, τh) := a0
K(Π

0
2wh, Π0

1τh). (3.27)

Ahora, como es habitual en la teoría del elemento virtual, necesitamos establecer las

propiedades de consistencia y estabilidad para las formas bilineales locales definidas

en (3.25), (3.26) y (3.27). Dado que la prueba se puede obtener a partir de argumentos

estándar en la literatura VEM, se omite.

Proposición 3.3.1. Las formas locales a∆
h,K(·, ·), a∇h,K(·, ·), y a0

h,K(·, ·) en cada elemento K

satisface las siguientes propiedades

Consistencia: para todo h > 0 y para todo K ∈ Th tenemos que

a∆
h,K(vh, q) = a∆

K(vh, q) ∀q ∈ P2(K) ∀vh ∈WK
h , (3.28)

a∇h,K(τh, q) = a∇K (τh, q) ∀q ∈ P1(K) ∀τh ∈ VK
h , (3.29)

Estabilidad y acotamiento:

a∆
K(vh, vh) . a∆

h,K(vh, vh) . a∆
K(vh, vh) ∀vh ∈WK

h ∩ ker(Π∆
2 ), (3.30)

a∇K (τh, τh) . a∇h,K(τh, τh) . a∇K (τh, τh) ∀τh ∈ VK
h ∩ ker(Π∇1 ). (3.31)

Ahora, estamos en condiciones de escribir la discretización con elementos vir-

tuales del Problema 3.2.2.

Problema 3.3.1. Hallar (wh, uh) ∈Hh tal que

Ah((wh, uh), (vh, τh)) = Fh(vh) ∀(vh, τh) ∈Hh. (3.32)
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En la siguiente sección probaremos el buen planteamiento del problema discre-

to 3.3.1. Con este objetivo, presentamos a continuación la versión discreta del Le-

ma 3.2.1.

Lema 3.3.2. Las formas bilineales locales a∆
h (·, ·), a∇h (·, ·) y a0

h(·, ·) satisfacen las siguientes

propiedades .

|a∆
h (wh, vh)| . ||wh||2,Ω||vh||2,Ω, (3.33a)

|a∇h (uh, τh)| . ||vh||1,Ω||τh||1,Ω, (3.33b)

|a0
h(wh, τh)| . ||wh||2,Ω||τh||1,Ω, (3.33c)

||vh||22,Ω . a∆
h (vh, vh), (3.33d)

||uh||22,Ω . a∇h (uh, uh). (3.33e)

Demostración. La prueba se puede obtener siguiendo los mismos argumentos que se

aplican para probar el Lema 3.2.1 unido a la proposición 3.3.1.

3.3.3. Buen planteamiento del problema discreto

En esta sección presentamos el buen planteamiento del Problema discreto 3.3.1.

Para obtener eso, procederemos como el caso continuo. De hecho, nosotros vamos a

descomponer la formulación variacional discreta (3.32) en los siguientes problemas

discretos:

Hallar wh ∈Wh tal que

a∆
h (wh, vh) = Fh(vh), ∀vh ∈Wh. (3.34)

Hallar uh ∈ Vh tal que

a∇h (uh, τh) = −a0
h(wh, τh), ∀τh ∈ Vh. (3.35)

El Teorema de Lax-Milgram y las estimaciones (3.33a) y (3.33d) implican la solución

única de la formulación variacional discreta (3.34). A continuación, aplicando nue-

vamente el Teorema de Lax-Milgram y las desigualdades (3.33b), (3.33c) y (3.33e)
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obtenemos la solución única uh ∈ Vh del problema discreto (3.35). Así, obtenemos la

versión discreta del Teorema 3.2.2 como sigue.

Teorema 3.3.3. Dado f ∈ L2(Ω), entonces existe una única (wh, uh) ∈ Hh tal que el

problema 3.3.1 se cumple.

3.4. Convergencia y estimativos del error

En esta sección probaremos que

||(w, u)− (wh, uh)||H → 0

cuando h→ 0 y establecer estimaciones de error.

Con este fin, en primer lugar, introducimos la definición de la seminorma que-

brada.

|v|2`,h := ∑
K∈Th

|v|2`,K ∀v ∈ L2(Ω), v|K ∈ H`(K) ` = 1, 2.

Luego, para cualquier v, τ ∈ L2(Ω) tal que v|K ∈ H2(K) y τ|K ∈ H1(K) para todo

K ∈ Th, definimos Π∆
2,h y Π∇1,h en L2(Ω) de la siguiente manera

(Π∆
2,hv)|K := Π∆

2 (v|K), ∀K ∈ Th, (3.36)

(Π∇1,hτ)|K := Π∇1 (τ|K), ∀K ∈ Th. (3.37)

Ahora, presentamos algunos resultados de interpolación preliminares bien cono-

cidos en la literatura de los métodos de elementos virtuales que serán necesarios pa-

ra probar la convergencia del problema discreto (3.32). Empezamos con el siguiente

resultado sobre polígonos estrellados, que se deriva por interpolación entre espacios

de Sobolev (ver por ejemplo [26, Teorema I.1.4]). Mencionamos que este resultado ha

sido declarado en [44, Proposición 4.2] para valores enteros y se deriva de la teoría

clásica de Scott-Dupont, véase [9].
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Proposición 3.4.1. Si se cumple el supuesto A1, entonces por cada v ∈ Hδ(K) existe

vπ ∈ Pk(K), k ≥ 0 tal que

|v− vπ|`,K . hδ−`
K |v|δ,K 0 ≤ δ ≤ k + 1, ` = 0, . . . , [δ],

donde [δ] denota el entero más grande menor o igual que δ ∈ R.

Los siguientes son resultados de interpolación en los espacios virtuales Wh y Vh.

La prueba se puede consultar en [11, 3] y [44, 36], respectivamente

Proposición 3.4.2. Suponga que A1–A2 se satisfacen, sea w ∈ Hε(Ω) con ε ∈ [2, 3].

Entonces, existe wI ∈Wh tal que

‖w− wI‖`,Ω . hε−`‖w‖ε,Ω, ` = 0, 1, 2.

Proposición 3.4.3. Suponga que A1–A2 se satisfacen, Sea u ∈ H1+t(Ω) con t ∈ (0, 1].

Entonces, existe uI ∈ Vh tal que

‖u− uI‖1,Ω . ht|u|1+t,Ω.

Finalmente, el siguiente resultado establece un estimativo para el proyector Π∆
2,h

(cf. (3.36)).

Lema 3.4.4. Sea vh ∈Wh, entonces

‖vh −Π∆
2,hvh‖0,Ω . h2‖vh‖2,Ω.

Demostración. La prueba se puede comprobar en [37, Lemma 3.5].

Ahora, estamos en posición de probar la convergencia de nuestro esquema dis-

creto (3.32).

Proposición 3.4.5. Sea (w, u) ∈H la solución del Problema 3.2.2, y sea (wh, uh) ∈Hh la

solución del Problema 3.3.1. Entonces la siguiente estimación se cumple

||w− wh||2,Ω + ||u− uh||1,Ω . hmı́n{s,t}|| f ||0,Ω.
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Para algún s ∈ (1/2, 1] y t ∈ (0, 1).

Demostración. Dadas f ∈ L2(Ω), (w, u) ∈H y (wh, uh) ∈Hh las soluciones únicas de

los problemas 3.2.2 y 3.3.1, respectivamente. Luego, a partir de estimaciones (3.18),

existe (wI , uI) ∈ Hh tal que las proposiciones 3.4.2 y 3.4.3 son verdaderas. Ahora,

una aplicación de la desigualdad triangular permite

||w− wh||2,Ω . ||w− wI ||2,Ω + ||wI − wh||2,Ω, (3.38)

||u− uh||1,Ω . ||u− uI ||1,Ω + ||uI − uh||2,Ω. (3.39)

A continuación, definimos vh = wh − wI ∈ Wh, luego de la elipticidad de las

formas bilineales a∆
h (·, ·) (cf. (3.33d)) tenemos

||wh − wI ||22,Ω = ||vh||22,Ω . a∆
h (vh, vh)

(
usar vh = wh − wI

)
= a∆

h (wh − wI , vh) = a∆
h (wh, vh)− a∆

h (wI , vh)
(

aplicar(3.34)
)

= Fh(vh)− ∑
K∈Th

a∆
h,K(wI , vh)

(
sumar± wπ

)
= Fh(vh)− ∑

K∈Th

{
a∆

h,K(wI − wπ, vh) + a∆
h,K(wπ, vh)

} (
usar (3.28)

)
= Fh(vh)− ∑

K∈Th

{
a∆

h,K(wI − wπ, vh) + a∆
K(wπ, vh)

} (
sumar ± w

)
= Fh(vh)− ∑

K∈Th

{
a∆

h,K(wI − wπ, vh) + a∆
K(wπ − w, vh)

}
+ a∆

K(w, vh)
}(

usar (3.16)
)

= Fh(vh)− F(vh)︸ ︷︷ ︸
T1

+ ∑
K∈Th

a∆
h,K(wπ − wI , vh)︸ ︷︷ ︸

T2

+ ∑
K∈Th

a∆
K(w− wπ, vh)

}
︸ ︷︷ ︸

T3

, (3.40)

donde hemos considerado uπ ∈ L2(Ω) tal que uπ|K ∈ P2(K), ∀K ∈ Th y Proposi-

ción 3.4.1 se cumplen.

Ahora, vincularemos los términos T1, T2 y T3. De hecho, para el término T1 usa-

mos las estimaciones (3.24),(3.10), y la definición del operador Π0
2 dos veces para
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obtener

T1 = ∑
K∈Th

∫
K

{
f vh −Π0

2 f vh
}
= ∑

K∈Th

∫
K

{
( f −Π0

2 f )vh
}

= ∑
K∈Th

∫
K

{
( f −Π0

2 f )(vh −Π0
2vh)

}
.

A continuación, aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tomamos la suma

sobre K ∈ Th, usamos el hecho de que Π0
2vh = Π∆

2 vh y aplicamos el Lema 3.4.4 en la

igualdad anterior para deducir

T1 . ∑
K∈Th

||Π0
2 f − f ||0,K||vh −Π0

2vh||0,K . ||Π0
2 f − f ||0,Ω||vh −Π∆

2,hvh||0,Ω

. h2|| f ||0,Ω||vh||2,Ω. (3.41)

Por otro lado, para el término T2 aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

(3.30), sumamos K ∈ Th, sumamos ±w y [25, Teorema 2.31]) para obtener

T2 . ∑
K∈Th

a∆
h,K(wπ − wI , vh) . ∑

K∈Th

a∆
h,K(wπ − wI , wπ − wI)

1/2a∆
h,K(vh, vh)

1/2

. ∑
K∈Th

|wπ − wI |2,K|vh|2,K . |wπ − wI |2,h||vh||2,Ω .
(
|wπ − w + w− wI |2,h

)
|vh|2,Ω

.
(
|w− wπ|2,h + ||w− wI ||2,Ω

)
||vh||2,Ω.

Entonces, de las Proposiciones 3.4.1 y 3.4.2 y Lema 3.2.3 tenemos

T2 . hs||w||2+s,Ω . hs|| f ||0,Ω||vh||2,Ω. (3.42)

Para el término T3, aplicamos argumentos similares a los aplicados para estimar

(3.42) y así podemos deducir

T3 . hs||w||2+s,Ω . hs|| f ||0,Ω||vh||2,Ω. (3.43)
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Por lo tanto, de (3.40), (3.41), (3.42), (3.43), y dividiendo por ||vh||2,Ω tenemos la si-

guiente estimación

||wh − wI ||2,Ω . hs|| f ||0,Ω. (3.44)

Finalmente, aplicamos la Proposición 3.4.2 sobre la estimación (3.38), y luego usamos

la estimación (3.44) para implicar

||w− wh||2,Ω . hs|| f ||0,Ω. (3.45)

Ahora, la estimación (3.39) se puede obtener con los mismos argumentos que los

aplicados para probar (3.38) (para τh := uh − uI ∈ Vh en este caso). Por lo tanto,

podemos concluir la siguiente estimación

||u− uh||1,Ω . ht|| f ||0,Ω. (3.46)

Por tanto, la demostración se completa a partir de las estimaciones (3.45) y (3.46).

3.4.1. Estimaciones del error en L2(Ω)

En esta sección usaremos los argumentos de dualidad para establecer estimacio-

nes en L2(Ω) de nuestro esquema discreto (3.32).

Teorema 3.4.6. Sea (w, u) ∈ H la solución del Problema 3.2.2, y sea (wh, uh) ∈ Hh la

solución del Problema 3.3.1. Entonces, se cumple el siguiente resultado

||w− wh||0,Ω . h2s
(
|| f ||0,Ω + | f |1,h

)
,

y

||u− uh||0,Ω . h2t|| f ||0,Ω + h2s
(
|| f ||0,Ω + | f |1,h

)
.
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Demostración. Consideremos el siguiente problema bien planteado. Encuentre φ ∈

W tal que

a∆(φ, v) = a0(w− wh, v), ∀v ∈W.

Es bien sabido que φ ∈ H2+s(Ω) tal que ||φ||2+s,Ω . ||w−wh||0,Ω, donde s ∈ (1/2, 1)

si Ω es un dominio no convexo, y s = 1 cuando Ω es un dominio convexo (ver por

ejemplo [27]). Entonces, elegimos φπ ∈ L2(Ω) tal que φπ|K ∈ P2(K) ∀K ∈ Th y

consideramos φI ∈ Wh tales que las Proposiciones 3.4.1 y 3.4.2 son verdaderas. A

continuación, obtenemos los siguientes cálculos

||w− wh||20,Ω = a∆(φ, w− wh) = a∆(w− wh, φ− φI) + a∆(w, φI)− a∆(wh, φI)

= a∆(w− wh, φ− φI) + a∆(w, φI)− a∆
h (wh, φI) + a∆

h (wh, φI)− a∆(wh, φI)

= a∆(w− wh, φ− φI) + F(φI)− Fh(φI) + a∆
h (wh, φI)− a∆(wh, φI).

A continuación, siguiendo argumentos similares a los aplicados en [15, Teore-

ma 5.1]), junto con las Proposiciones 3.4.1, 3.4.2 para φ ∈ H2+s(Ω) obtenemos

||w− wh||0,Ω . h2s
{
|| f ||20,Ω + ∑

K∈Th

| f |21,K

}1/2
= h2s

(
|| f ||0,Ω + | f |1,h

)
. (3.47)

Por otro lado, empleamos los argumentos de dualidad una vez más para obtener

un resultado estimado para u en L2− norma. En efecto, consideramos el siguiente

problema bien planteado. Encuentre z ∈ V0 tal que

a∇(z, τ) = a0(u− uh, τ), ∀τ ∈ V0. (3.48)

Es bien sabido que z ∈ H1+t(Ω) con t como en la observación 2, y

||z||1+t,Ω . ||u− uh||0,Ω, . (3.49)
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entonces, de las proposiciones 3.4.1 y 3.4.3 existen zπ ∈ L2(Ω) y zI ∈ Vh tales que

|z− zπ|1,h . ht||z||1+t,Ω, (3.50a)

|z− zI |1,Ω . ht||z||1+t,Ω. (3.50b)

A continuación, para probar la formulación variacional (3.48) con τ := u− uh ∈

V0, sumando y restando el término zI , usando (3.17), y (3.35) obtenemos

||u− uh||20,Ω = a∇(z, u− uh) = a∇(z− zI , u− uh) + a∇(zI , u)− a∇(zI , uh)

= a∇(z− zI , u− uh)− a0(w, zI)− a∇(uh, zI)

= a∇(z− zI , u− uh)︸ ︷︷ ︸
T4

+ a0
h(wh, zI)− a0(w, zI)︸ ︷︷ ︸

T5

+ a∇h (uh, zI)− a∇(uh, zI)︸ ︷︷ ︸
T6

.

(3.51)

Ahora, vincularemos los términos T4, T5 y T6. De hecho, para el primer término

usamos estimaciones (3.15b), (3.50b), Proposición 3.4.5, y (3.49) para obtener

T4 . ht||z||1+t,Ωhmı́n{s,t}|| f ||0,Ω . h2t|| f ||0,Ω||u− uh||0,Ω. (3.52)

Para el término T5 tenemos los siguientes cálculos

T5 = a0
h(wh, zI)− a0(w, zI)

= ∑
K∈Th

(
a0

h,K(wh, zI)− a0
K(w, zI)

)
usar (3.27)

= ∑
K∈Th

(
a0

K(Π
0
2wh, Π0

1zI)− a0
K(w, zI)

)
aplicar(3.23)

= ∑
K∈Th

(
a0

K(wh, Π0
1zI)− a0

K(w, zI)
)

sumar ± zI

= ∑
K∈Th

(
a0

K(wh, Π0
1zI − zI) + a0

K(wh − w, zI)
)

usar (3.23) y sumar ± z

= ∑
K∈Th

(
a0

K(wh −Π0
1wh, Π0

1zI − zI) + a0
K(wh − w, zI − z)

+ a0
K(wh − w, z)

)



3.4. Convergencia y estimativos del error 59

En la igualdad anterior sumamos ±Π0
1z y ±z, aplicamos la Proposición 3.4.1, suma-

mos K ∈ Th, aplicamos la Proposición 3.4.5 y estima (3.47), (3.18) para obtener

T5 = ∑
K∈Th

(
a0

K(wh −Π0
1wh, Π0

1(zI − z) + (Π0
1z− z) + (z− zI))

+ a0
K(wh − w, zI − z) + a0

K(wh − w, z)
)

. h||wh||2,Ω

(
2||z− zI ||0,Ω + ||z−Π0

1z||0,Ω

)
+ ||w− wh||0,Ω

(
||z− zI ||0,Ω + ||z||0,Ω

)
. h||wh||2,Ωht||z||1+t,Ω + h2s

(
|| f ||0,Ω + | f |1,h

)
||z||1+t,Ω

. h1+t||wh||2,Ω||u− uh||0,Ω + h2s
(
|| f ||0,Ω + | f |1,h

)
||u− uh||0,Ω

.
(

h1+t|| f ||0,Ω + h2s
(
|| f ||0,Ω + | f |1,h

))
||u− uh||0,Ω. (3.53)

Ahora, para el término T6 sumamos y restamos uπ := Π0
1u, y aplicamos la pro-

piedad de consistencia (3.29), luego sumamos ±zπ := Π0
1z, y usa (3.29) una vez más

para obtener

T6 = a∇h (uh, zI)− a∇(uh, zI) = ∑
K∈Th

(
a∇h,K(uh, zI)− a∇K (uh, zI)

)
= ∑

K∈Th

(
a∇h,K(uh − uπ, zI) + a∇K (uπ − uh, zI)

)
= ∑

K∈Th

(
a∇h,K(uh − uπ, zI − zπ) + a∇K (uπ − uh, zI − zπ)

)
.

A continuación, usamos el hecho de que a∇(·, ·) y a∇h (·, ·) están acotados. Agregamos

los términos ±u,±z, y al aplicar la Proposición 3.4.5 conjunta con las estimaciones

(3.50a), (3.50b) y (3.49) se tiene que

T6 . ht||z||1+t,Ωhmı́n{s,t}|| f ||0,Ω . h2t|| f ||0,Ω||u− uh||0,Ω. (3.54)

Por lo tanto, de (3.51) y (3.52),(3.53) y (3.54) tenemos

||u− uh||20,Ω .

(
h2t|| f ||0,Ω + h2s

(
|| f ||0,Ω + | f |1,h

))
||u− uh||0,Ω.
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Finalmente se sigue que

||u− uh||0,Ω . h2t|| f ||0,Ω + h2s
(
|| f ||0,Ω + | f |1,h

)
.

3.5. Resultados numéricos

Presentamos en esta sección los resultados de algunas simulaciones numéri-

cas realizadas con el esquema discreto 3.3.1, que confirman los resultados teóricos

(3.4.1),(3.4.2),(3.4.3),(3.4.4),(3.4.5),(3.4.6). El método numérico se ha implementado

en un código MATLAB.

Para comparar nuestros resultados con los presentados en la literatura de mé-

todos numéricos para problemas de sexto orden hemos considerado el dominio

computacional Ω como sigue:

Dominio cuadrado: ΩS := (0, 1)× (0, 1).

Por otro lado, hemos probado el método utilizando diferentes familias de mallas

poligonales (ver Figura 3.1):

Ωs
h: mallas rectangulares;

Ωt
h: mallas triangulares;

Ωhex
h mallas hexagonales hechas de hexágonos convexos;

Ωtz
h : mallas trapezoidales.

Hemos utilizado refinamientos sucesivos de una inicial malla (ver Figura 3.1).

Los parámetros de refinamiento N y NK utilizados para etiquetar cada malla son el

número de elementos en cada borde de ΩS, y el número de polígonos dentro del do-

minio computacional, respectivamente. Además, definimos los errores individuales
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FIGURA 3.1: Mallas de muestra: Ωs
h (arriba a la izquierda), Ωt

h (arriba
a la derecha), Ωdh

h (abajo a la izquierda) y Ωtz
h (abajo a la derecha).

por:

e∇0 (τ, τh) := ||τ −Π∇h τh||0,Ω, e∇1 (τ, τh) := |τ −Π∇h τh|1,h ∀τ ∈ H1
0(Ω), ∀τh ∈ Vh,

(3.55)

donde, el proyector Π∇h se definió en (3.37). Hemos calculado las tasas experimenta-

les de convergencia para cada error individual de la siguiente manera:

r∇? (·) :=
log( e∇? (·)/ ẽ∇? (·))

log(Ndo f /Ñdo f )
, (3.56)

donde el subíndice ? ∈ {0, 1} y Ndo f , Ñdo f denotan los grados de libertad de las

respectivas descomposiciones poligonales con errores respectivos e∇? (·) and ẽ∇? (·).

A continuación presentamos las pruebas numéricas para ambas condiciones de

frontera (SSBC) y (CBC).
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TABLA 3.1: Prueba 1 Errores y tasas de convergencia experimental
e∇0 , e∇1 , y r∇0 , rc∇1 , respectivamente, (cf. (3.55) y (3.56) ) de la solución

discreta del problema elíptico de sexto orden.

ΩS N e∇0 r∇0 e∇1 r∇1
1.6000e+01 1.7283e-08 - 3.1211e-07 -

Ωs
h 3.2000e+01 1.4472e-09 3.5780e+00 1.5032e-07 1.0540e+00

6.4000e+01 3.2490e-10 2.1552e+00 7.4828e-08 1.0064e+00
1.2800e+02 8.4917e-11 1.9359e+00 3.7367e-08 1.0018e+00
1.6000e+01 2.9810e-08 - 3.6195e-07 -

Ωhex
h 3.2000e+01 5.1441e-09 2.6489e+00 1.6279e-07 1.2047e+00

6.4000e+01 1.0921e-09 2.2861e+00 7.9392e-08 1.0593e+00
1.2800e+02 2.4972e-10 2.1527e+00 3.9450e-08 1.0203e+00
1.6000e+01 1.9588e-08 - 3.3842e-07 -

Ωtz
h 3.2000e+01 1.7924e-09 3.4500e+00 1.6454e-07 1.0404e+00

6.4000e+01 3.5197e-10 2.3484e+00 8.2284e-08 9.9978e-01
1.2800e+02 9.0192e-11 1.9644e+00 4.1148e-08 9.9978e-01
1.6000e+01 1.1269e-08 - 3.3429e-07 -

Ωt
h 3.2000e+01 2.9443e-09 1.9364e+00 1.6773e-07 9.9495e-01

6.4000e+01 7.4865e-10 1.9755e+00 8.3949e-08 9.9858e-01
1.2800e+02 1.8801e-10 1.9934e+00 4.1985e-08 9.9965e-01

3.5.1. Las condiciones de contorno (SSBC)

Para comparar nuestros resultados con los que existen en la literatura (ver por

ejemplo [21]) hemos considerado dos pruebas para resolver las ecuaciones diferen-

ciales parciales de sexto orden (3.4a)-(3.4b).

Test 1

En este ejemplo hemos considerado f de modo que la solución exacta de (3.4a)-

(3.4b) viene dada por

u(x, y) := x5y5(1− x)5(1− y)5.

Reportamos en Table 3.1 los errores definidos en (3.55) y las correspondientes tasas

experimentales de convergencia para cada una de las diferentes mallas. En todos los

casos observamos convergencia cuadrática para el primer error y convergencia lineal

para el segundo error. El esquema numérico presentado es robusto con respecto a las

mallas utilizadas y los órdenes de convergencia demostrados en la teoría resultan

óptimos según los experimentos numéricos realizados.

La figura 3.2 ilustra la solución exacta u del problema (3.4a)-(3.4b), y la solución

aproximada uh calculada con el esquema de elementos virtuales estudiado en este
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trabajo para las condiciones de contorno (SSBC).

FIGURA 3.2: Soluciones exactas y aproximadas u y uh para Test 3.5.1.

Test 2

En esta prueba numérica hemos elegido f para que la solución exacta del sistema

(3.4a)-(3.4b) esté dada por

u(x, y) :=
(
ex + ey)x5y5(1− x)5(1− y)5.

Tabla 3.3 confirma una vez más el orden cuadrático de convergencia en L2− nor-

ma para u y un orden lineal en H1−seminorma. Además, la Figura 3.3 muestra la

solución exacta y aproximada de los problemas 3.2.2 y 3.3.1 para el presente caso.

3.5.2. The (CBC) conditions

Una vez más presentamos dos ejemplos numéricos para confirmar los resultados

teóricos cuando se consideran las condiciones (CBC). Más precisamente, hemos ele-

gido dos funciones f para que las soluciones exactas de (3.19a)-(3.19b) estén dadas

por

u(x, y) := x6y6(x− 1)6(y− 1)6.

y

u(x, y) :=
(2

5
ex + cos y

)
x6y6(x− 1)6(y− 1)6.
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TABLA 3.2: Prueba 2: Errores y tasas de convergencia experimental
e∇0 , e∇1 y r∇0 , r∇1 , respectivamente, (cf. (3.55) y (3.56) ) de la solución

discreta al problema elíptico de sexto orden.

ΩS N e∇0 r∇0 e∇1 r∇1
1.6000e+01 6.4209e-08 - 1.0436e-06 -

Ωs
h 3.2000e+01 5.0370e-09 3.6722e+00 4.9853e-07 1.0658e+00

6.4000e+01 1.0716e-09 2.2328e+00 2.4814e-07 1.0065e+00
1.2800e+02 2.8071e-10 1.9326e+00 1.2392e-07 1.0018e+00
1.6000e+01 1.0345e-07 - 1.2092e-06 -

Ωhex
h 3.2000e+01 1.7521e-08 2.6770e+00 5.4102e-07 1.2125e+00

6.4000e+01 3.6673e-09 2.3071e+00 2.6382e-07 1.0595e+00
1.2800e+02 8.3236e-10 2.1635e+00 1.3110e-07 1.0203e+00
1.6000e+01 7.1920e-08 - 1.1314e-06 -

Ωtz
h 3.2000e+01 6.2744e-09 3.5188e+00 5.4573e-07 1.0519e+00

6.4000e+01 1.1663e-09 2.4275e+00 2.7287e-07 9.9998e-01
1.2800e+02 2.9796e-10 1.9687e+00 1.3646e-07 9.9978e-01
1.6000e+01 3.7242e-08 - 1.1051e-06 -

Ωt
h 3.2000e+01 9.6923e-09 1.9420e+00 5.5435e-07 9.9534e-01

6.4000e+01 2.4662e-09 1.9746e+00 2.7744e-07 9.9860e-01
1.2800e+02 6.1952e-10 1.9931e+00 1.3875e-07 9.9965e-01

Tables 3.3 y 3.4 informan los errores en la norma L2 y H1− seminorma para las

soluciones discretas calculadas con el esquema de elementos virtuales considerando

( CBC) condiciones. Puede ser que el orden de convergencia para u esté de acuerdo

con los resultados presentados en Proposición 3.4.5 y Teorema 3.4.6.

FIGURA 3.3: Soluciones exactas y aproximadas u y uh para Test 3.5.2.

and the problem of clamped boundary conditions

−∆3u = f in Ω

u =
∂u
∂n

= ∆2u = 0 on ∂Ω,
(3.57)
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TABLA 3.3: Prueba 3: Errores y tasas de convergencia experimental
e∇0 , e∇1 , y r∇0 , r∇1 , respectivamente, (cf. (3.55) y (3.56) ) de la solución

discreta al problema elíptico de sexto orden.

ΩS N e∇0 r∇0 e∇1 r∇1
1.6000e+01 1.8812e-09 - 2.2012e-08 -

Ωs
h 3.2000e+01 1.7416e-10 3.4331e+00 1.0143e-08 1.1179e+00

6.4000e+01 2.7103e-11 2.6839e+00 5.0349e-09 1.0104e+00
1.2800e+02 6.1593e-12 2.1376e+00 2.5133e-09 1.0024e+00
1.6000e+01 9.7184e-10 - 2.3407e-08 -

Ωhex
h 3.2000e+01 2.6737e-10 1.9457e+00 1.0965e-08 1.1433e+00

6.4000e+01 6.8457e-11 2.0098e+00 5.3468e-09 1.0594e+00
1.2800e+02 1.7272e-11 2.0091e+00 2.6544e-09 1.0217e+00
1.6000e+01 1.7846e-09 - 2.3260e-08 -

Ωtz
h 3.2000e+01 1.7988e-10 3.3105e+00 1.1078e-08 1.0701e+00

6.4000e+01 2.8931e-11 2.6364e+00 5.5346e-09 1.0012e+00
1.2800e+02 6.5625e-12 2.1403e+00 2.7675e-09 9.9988e-01
1.6000e+01 8.1698e-10 - 2.2436e-08 -

Ωt
h 3.2000e+01 2.0093e-10 2.0236e+00 1.1271e-08 9.9322e-01

6.4000e+01 5.0308e-11 1.9979e+00 5.6423e-09 9.9825e-01
1.2800e+02 1.2587e-11 1.9988e+00 2.8220e-09 9.9957e-01

TABLA 3.4: Prueba 4: Errores y tasas de convergencia experimental
e∇0 , e∇1 , y r∇0 , r∇1 , respectivamente, (cf. (3.55) y (3.56) ) de la solución

discreta al problema elíptico de sexto orden.

ΩS N e∇0 r∇0 e∇1 r∇1
1.6000e+01 2.8762e-09 - 3.3965e-08 -

Ωs
h 3.2000e+01 2.6708e-10 3.4288e+00 1.5668e-08 1.1163e+00

6.4000e+01 4.1797e-11 2.6758e+00 7.7775e-09 1.0104e+00
1.2800e+02 9.5161e-12 2.1350e+00 3.8823e-09 1.0024e+00
1.6000e+01 2.8762e-09 - 3.6149e-08 -

Ωhex
h 3.2000e+01 2.6708e-10 3.4288e+00 1.6926e-08 1.1440e+00

6.4000e+01 4.1797e-11 2.6758e+00 8.2520e-09 1.0598e+00
1.2800e+02 9.5161e-12 2.1350e+00 4.0964e-09 1.0218e+00
1.6000e+01 2.7067e-09 - 3.5892e-08 -

Ωtz
h 3.2000e+01 2.7337e-10 3.3076e+00 1.7130e-08 1.0671e+00

6.4000e+01 4.4518e-11 2.6184e+00 8.5588e-09 1.0011e+00
1.2800e+02 1.0139e-11 2.1345e+00 4.2798e-09 9.9988e-01
1.6000e+01 1.2632e-09 - 3.4705e-08 -

Ωt
h 3.2000e+01 3.1112e-10 2.0215e+00 1.7435e-08 9.9315e-01

6.4000e+01 7.7914e-11 1.9975e+00 8.7283e-09 9.9824e-01
1.2800e+02 1.9496e-11 1.9987e+00 4.3654e-09 9.9957e-01
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FUTURO

Analizamos y aplicamos dos métodos de elementos virtuales para aproximar la

solución de dos problemas de valores en la frontera usando el método de Ciarlet-

Raviart, a saber: el problema de vibración de una placa delgada simplemente apo-

yada y modelada con las ecuaciones de Kirchhoff-Love; y un sistema de ecuaciones

diferenciales parciales elípticas de sexto orden.

Inspirados en el método de Ciarlet-Raviart, las ecuaciones diferenciales de cuar-

to orden (2.1) que modelan la placa delgada de Kirchhoff-Love, son reescritas como

un par de sistemas de EDP de segundo orden. Con lo cual, en la primera parte de

este trabajo, se propuso un esquema de elementos virtuales libre de estabilización

de tipo C0 para aproximar el espectro del modelo de vibración de una placa delga-

da Kirchhoff-Love simplemente apoyada. Se establecieron óptimas estimaciones del

error y órdenes de convergencia del método numérico desarrollado.

En la segunda parte del trabajo estudiamos el problema elíptico de sexto orden

con dos tipos de condiciones de contorno: sujeta y simplemente apoyada. Aplican-

do una vez más los argumentos como en el método de Ciarlet-Raviart, para pasar

de un sistema de ecuaciones de sexto orden a uno de cuarto orden. Se introdujo

una incógnita auxiliar w := ∆u y se propuso una formulación débil en el espacio

de Sobolev H2 × H1. Se realizó un analisis riguroso de la convergencia del método

usando una discretización de elementos virtuales C1 × C0 para aproximar las solu-

ciones de la formulación débil. Finalmente, se reportaron varios ejemplos numéricos

que ilustran el óptimo rendimiento del método de elementos virtuales.
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Trabajo futuro

1. Implementar computacionalmente el método numérico estudiado para el pro-

blema de vibración de una placa delgada.

2. Usar los códigos para resolver problemas de aplicación.

3. Derivar e implementar computacionalmente estimaciones de error a posteriori

de los métodos numéricos desarrollados en esta tesis.
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