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SOLUCION NUMERICA PARA UN PROBLEMA DE ESTRUCTURAS
DELGADAS

Por JOSE MANUEL CAUSIL

Este trabajo estd dedicado al estudio de la aproximacién numérica de dos pro-
blemas de valores en la frontera usando el método de elementos virtuales. En la
primera parte aproximamos las soluciones del problema de vibracion de una pla-
ca delgada simplemente apoyada, modelada con las ecuaciones de Kirchhoff-Love.
En la segunda parte del trabajo estudiamos el problema eliptico de sexto orden con

condiciones de frontera del tipo sujeta y simplemente apoyada.
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INTRODUCCION

Las ecuaciones diferenciales parciales se han convertido en un importante tema
en Matematicas, Fisica e Ingenieria debido a las multiples aplicaciones que en estas
areas se pueden encontrar. En general, el modelado de la variaciéon de una cantidad
fisica, como temperatura, presién, desplazamiento, velocidad, esfuerzo, deforma-
cién, corriente, voltaje o concentraciéon de un contaminante, con el cambio de tiem-
po o ubicacién, o ambos darian como resultado ecuaciones diferenciales. De manera
similar, estudiar la variacién de algunas cantidades fisicas sobre otras cantidades
fisicas también conduciria a ecuaciones diferenciales. De hecho, muchos temas de
ingenieria, como la vibracién mecéanica o la dindmica estructural, la transferencia de
calor o la teoria de los circuitos eléctricos, se basan en la teoria de las ecuaciones di-
ferenciales. Hay muchos problemas fisicos relacionados con la flexién de placas iso-
trépicas eldsticas delgadas sujetas, el equilibrio de un cuerpo elastico en condiciones
de deformacién plana o tensién plana, o el flujo progresivo de un fluido incompre-
sible muy viscoso, que se pueden formular en términos de la ecuacién biarménica
dimensional para una funcién escalar con valores prescritos de la funcién y su de-
rivada normal en la frontera. Se puede considerar el problema biarménico como un
desafio en varias divisiones de la teoria lineal de la elasticidad, la hidrodindmica
con ntimeros de Reynolds bajos, la ingenieria estructural y las matemaéticas [33]. El
bilaplaciano no es el unico operador diferencial parcial de alto orden que aparece
en multiples aplicaciones ya que tambien podemos encontrar problemas relaciona-
dos con el operador trilaplaciano. Los problemas triharménicos surgen en muchas
aplicaciones de la ciencia y la ingenieria, y es muy deseable una solucién numérica
precisa para estos problemas. En mecénica de fluidos, la ecuaciéon triharménica se
utiliza para describir el flujo bidimensional de un fluido altamente viscoso que gira

lentamente en cavidades pequeiias [30].



2 INTRODUCCION

Reconocida la importancia de las ecuaciones diferenciales parciales en multiples
dreas de las ciencias bésicas y aplicadas, es necesario considerar la forma de como
encontrar soluciones para este tipo de problemas. La necesidad de obtener aproxi-
maciones numericas precisas y confiables a los modelos matematicos que involucran
ecuaciones diferenciales parciales en dreas como las ciencias naturales, la ingenieria
y la economia ha incidido de manera positiva en el crecimiento del analisis nume-
rico de ecuaciones diferenciales parciales. Se puede considerar el articulo cientifi-
co Uber die partiellen Differenzengleichungen der mathematis de Richard Courant,
Karl Friedrichs y Hans Lewy, publicado en 1928 como el primer documento donde
se comienza a estudiar este tipo de soluciones para ecuaciones dierencialee parcia-
les. En la actualidad existe una amplia gama de métodos para obtener soluciones
numéricas de ecuaciones diferenciales parciales pero hay que resaltar los mas esta-
blecidos: métodos de diferencias finitas, métodos de elementos finitos, métodos de
voltmenes finitos y métodos espectrales.

El método de elementos virtuales (VEM), introducido en [44, 45], es una genera-
lizacion reciente del método de elementos finitos que se caracteriza por la capacidad
de tratar mallas poligonales/poliédricas muy generales. El interés en los métodos
numéricos que pueden hacer uso de mallas politépicas generales ha experimentado
recientemente un crecimiento significativo en la literatura matematica y de ingenie-
ria; entre la gran cantidad de trabajos sobre este tema. De hecho, las mallas polit6-
picas pueden ser muy utiles por una amplia gama de razones, incluida la malla del
dominio (como grietas) y caracteristicas de datos (como inclusiones), uso automatico
de nodos colgantes, uso de mallas, adaptabilidad. Ademas, el VEM presenta la ven-
taja de implementar facilmente esquemas discretos en espacios altamente regulares.
De hecho, al evitar la construcciéon explicita de las funciones de base local, el VEM
puede manejar facilmente poligonos/poliedros generales sin integraciones comple-
jas en el elemento. El VEM se ha aplicado recientemente con éxito a una amplia gama
de problemas

Este trabajo esta dedicado a aproximar la solucién de dos problemas de valores

en la frontera usando el método de elementos virtuales.
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En la primera parte de este trabajo aproximamos las soluciones de “el proble-
ma de vibracion de una placa delgada simplemente apoyada, modelada con las ecuaciones
de Kirchhoff-Love”. Un método de elementos finitos bien conocido para estudiar el
problema de vibracién de la placa simplemente apoyada es el método de elemen-
tos finitos mixtos de Ciarlet-Raviart, el cual fue introducido por Ciarlet y Raviart en
[17]. Este método consiste en reescribir el problema espectral de la placa de cuar-
to orden descrito en (2.1) como un problema de segundo orden (véase también [16,
Seccion 7.1]). Usaremos la misma estrategia para reducir el orden del problema pero
usaremos el método de elementos virtuales para calcular la solucién del problema
discreto.

Los resultados contenidos en este capitulo se encuentran en la redaccién de un

articulo para ser sometido a publicacién:

» JOSE CAUSIL, CARLOS REALES, AND I. VELASQUEZ: A free-stabilization Virtual

Element Method for the vibration problem of simply supported Kirchhoff plates.

En la segunda parte del trabajo estudiamos el problema eliptico de sexto orden
con condiciones de contorno de tipo sujeta y simplemente apoyada. Usando, otra
vez, argumentos como el método de Ciarlet-Raviart, introducimos una incégnita
auxiliar w := Au y proponemos una formulacién débil en el espacio de Sobolev
H? x H'. Como en la primera parte del trabajo, se propone una discretizacién de
elementos virtuales C! x C° para aproximar las soluciones de la formulacién débil.
También proporcionamos los resultados de las estimaciones de convergencia y error.
Finalmente, se reportan varios ejemplos numéricos que ilustran el rendimiento del
método del elemento virtual.

Los resultados contenidos en este capitulo se encuentran en la siguiente articulo

sometido a publicacién:

» JOSE CAUSIL, CARLOS REALES, AND I. VELASQUEZ: A C! — C° virtual element

discretization for a sixth-order elliptic equation.






Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo consigharemos algunos resultados importantes del Ana-
lisis Funcional que serdn usados en el desarrollo del trabajo. No incluimos demos-
traciones pero se da la referencia biliografica donde se puede encontrar.

Iniciamos este repaso con los espacios de Hilbert y terminamos con la definiciéon
de los espacios de Sobolev. Como veremos mas adelante, los espacios de Hilbert nos
permitirdn pasar, con la ayuda del Teorema de Representacién de Riesz, de un siste-

ma de ecuaciones diferenciales a una formulacion variacional o débil del problema.

1.1. Espacios de Hilbert

Definicién 1.1.1 (Espacio vectorial). Sea V un conjunto no vacio. V es llamado es-
pacio vectorial sobre IR, si estd acompafado de dos operaciones + : VxV — V
(suma) y - : R x V — V (producto por escalar), las cuales cumplen las siguientes
propiedades.
1. Las operaciones son asociativas:
u+ (v+w) = (u+v) +w, para todo u,v,w € V.

a(Bv) = (ap)v, paratodow,p € Ryv e V.

2. La suma es conmutativa:

u+v=v+uparatodou,vecV
3. Existe 0 € V (vector nulo) tal que v +0 = v, paratodov € V.

4. Existel € Vtalquel-v=1v-1= v, paratodov € V.
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5. Para cadav € V existe —v € V tal que v + (—v) = 0.

6. Las operaciones son distributivas:

a-(u+v) =a-u+a-vy(a+p)-v=wa-v+p-v,paracadaa,p € Ry

u,vevV.

Definicién 1.1.2 (Norma). Sea V un espacio vectorial sobre R. Una norma en V es

una funcién || - ||y : V — R™ que satisface las siguientes condiciones:
1. ||v|]ly =0siysolosiv =0.
2. |[cv|lv = |c|||v||v, paracadac € Ryv € V.
3. [[v+w|v < ||v|lv + ||w]||v, para cada v, w € V.

Una seminorma es una funcioén de V en R™ que satisface solo las condiciones 2

y 3. Un espacio vectorial dotado de una norma se conoce como espacio normado.

Definicién 1.1.3 (Mapeo Lineal). Sean V' y W espacios vectoriales reales. Un mapeo
f :V — W esllamado lineal si f(av +w) = af(v) + f(w), paratodov,w € V'y

a € R.

Definicién 1.1.4 (Espacios Duales, Formas Lineales Continuas). Sea V un espacio
vectorial normado. El espacio £(V;R) lo llamaremos espacio dual de V y denotado

por V'. Un elemento f € V' sera llamado forma lineal continua.

Definicién 1.1.5 (Mapeo Bilineal). Sean V' y W espacios vectoriales reales. Un mapeo
a:V xV — W esllamado bilineal si tanto a(-, w) como a(v, -) son mapeos lineales

paracadav,w € V.

Definicién 1.1.6 (Producto Interior o Escalar). Un producto interior o producto es-
calar en un espacio vectorial V es un mapeo bilineal (-,-)y : VXV — R que

satisface:
1. (v,w)y = (w,v)y, paratodov,w € V.
2. (v,v)y > 0,paratodov € V.

3. (v,v)y =0siysdlosiv = 0.
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Definicién 1.1.7. Sea (H, (-, -)) un espacio vectorial con producto interior y sea v €

H, se define la norma inducida por (-, -) como ||o|| = (v, v)!/2.

Definicién 1.1.8 (Espacio de Hilbert). Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial
con producto interior que es completo con respecto a la norma inducida por dicho

producto interior.
Las pruebas de los Teoremas 1.1.9-1.1.10 pueden ser encontradas en [22].

Teorema 1.1.9 (Teorema de Mejor Aproximacioén). Sea H un espacio de Hilbert real y
sea V un subespacio cerrado de H. Entonces, para todo x € H \ V existe un iinicoz € V
tal que

|x —z|| = min ||x — v||.
veV

Ademds, z € V se llama la mejor aproximacion de V' y estd caracterizada por la condicion de
ortogonalidad, esto es,

(x—z,v) =0, paratodo veV.

Teorema 1.1.10 (Teorema de Lax-Milgram). Sean H un espacio de Hilbert real y A :

H x H — R una forma bilineal que satisface:
» Acotada: existe M > 0 tal que |A(v, w)| < M||v||||w||, para todo v,w € H.
= H- eliptica: existe a > 0 tal que A(v,v) > a||v||?, para todov € H.

Entonces, para toda F € H' existe un iinico u € H tal que A(u,v) = F(v), para todo

v € H. Ademds, ||u|| < L||F| q.

1.2. Espacios de Sobolev

En esta seccién daremos una nocién de los espacios de Lebesgue; asi como la de-
finicién de derivada débil o distibucional. A partir de esta se definiran los espacios
de Sobolev de orden 1 y orden superior. Estos espacios permiten obtener resultados
generales respecto a la existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferencia-
les y caracterizar el grado de regularidad de dichas soluciones. Ademas, el Método

de Elementos Finitos (MEF) estd definido y estudiado en este tipo de espacios.
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Llamaremos dominio a un subconjunto abierto (o cerrado) de IR"” con interior no
vacio. Restringiremos nuestra atencién a funciones real valuadas f, en un dominio

(), que son Lebesgue medibles, es decir

/Qf(x)dx < 00

y la integral de Lebesgue de f (dx denota la medida de Lebesgue). Paral < p < o

sea

= ([ 1rcorac)”,

y para el caso p = oo hacemos

[ flleoa = sup {|f(x)] : x € O} .

En ambos casos, definimos el espacio de Lebesgue

LP(Q) :=={f: [ fllpa <oo}.

Un multi-indice a es una n-tupla & := («aq,...,a,) con a; € INU {0}. En tal caso se

define |a| := ¥/ ; #; y dada una funcién f € Cl#l(Q) se denota:

a\alf

L9 S
f 0x{'0x5% ... 9xy"

Definicién 1.2.1. Dada una funcién f : 3 € R” — RR. El conjunto

supp f = {x € (0t f(x) £0J,

es llamado el soporte de f. Si este conjunto resulta acotado entonces decimos que f

es de soporte compacto en ().

Definicién 1.2.2. Conjunto estrellado Un subconjunto A C R" se dice estrellado si
existe un punto ap € A, tal que todos los puntos que unen a4y con otro punto de A

estan contenidos en A
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Definicién 1.2.3. Sea Q) un dominio de R". Denotamos por Ci°(Q2) o D(Q) el con-

junto de funciones C*(Q)) de soporte compacto en Q).

Definicién 1.2.4. Se dice que v € L?(Q)) tiene derivada distibucional en L2(Q) si

existe w € L2(Q) tal que

/Qv(x)q)'(x)dx:—/Qw(x)q)(x)dx, paratodo ¢ € Cy(Q).

Definicién 1.2.5. Se define el espacio de Sobolev

H'(Q) := {v € L*(Q): s;) € L*(Q), para j= 1,2},
]

ademads se define el producto interior

(,)10:H(Q) x H(Q) — R,

dado por

dv 0z 1
<v,z)LQ = (v,2)0,0 + <8x]' axj>00, paratodo v,z € H (Q),

< >/ /

La norma inducida por este producto interior estd dada por

I lho:H(Q) — R

v — [lolha = (0,0)13

es decir,

oo ||?

8xj

) 1/2
loll1,0:= <||UH%Q + Z ) , paratodo v € HY(Q).
j=1

0,0
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2 >1/2

También se define el espacio de Sobolev de orden 2 como:

En este espacio, la seminorma estd dada por

o (B2

1

8x]

2
H() = {ve 30): 52, 5T e 30) pan ij=12],
] [addd)

Y la norma estd dada por:

[oll20 = (

Ahora, la seminorma viene dada por:

0%v
dx;0x;

o EE

]

2 1/2
O,Q)

2 2 2 12\ 2
v
’U|2,Q = (Z Z > .
1721 11 9xi9xj || )
Ademas se puede demostrar que
2 2 2, |12
v
)y Z = [|8v]§ o
b 9x;0%; ||,
y , )
ov
Yz =I1Volia
=1 9%;1lo,0

y por lo tanto podemos escribir
1/2
lollz0 = (250 + IVollia + Av]5a)

En general, se puede definir el espacio de Sobolev de orden m como

H™(Q) :={v € [*(Q) : 0"v € [*(Q), paratodo «a,|a| < m}.
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Sobre H"(Q)) se define el producto interno

(w,uymo =Y (0*w,d"u)on paratodo w,u € H"(Q).

la|<m

Por tanto, su norma inducida estd dada por

1/2
[ollma == (0,0),5 = ( )3 IIG“UHOQ> :

la|<m

y a su vez la seminorma es

1/2
[olm, = ( )3 ||8"‘v!|%,o> :

|| =m

Ademas, definimos el espacio H}(Q2) como la clausura de C§°(Q) en H(Q)) con

respecto a lanormade || - |1, es decir,
H)(Q) = {v € H'(Q) : existe {@; }ien € C5°(Q) tal que |0 — @illiq — 0,i — oo}.

Definicién 1.2.6. Definicion: Sea m > 1. Dado u € L?(Q)), se define la norma

|| 2 := sup (1,0)o0 (1.1)

veH’” HUHmQ

Nosotros definimos H~"(Q) como la clausura de L?(Q)) con respecto a la norma
- =m0

Para el espacio de Sobolev construido sobre L?(Q)), identificamos el espacio dual
de HJ'(Q)) como H™"(Q2). Ademas, por la definicién de H™", existe un empareja-
miento dual (u,v) paratodou € H™"(Q) yv € Hj'(Q), es decir, (1, v) es una forma
bilineal, y (1,v) = (1,v)oq cuando u € L2(Q)), v € HI'(Q).

Claramente

CCH}Q)CH){(Q) cL)(Q)cH Y Q) cH?(Q)C--- (1.2)
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y tambien
e < H”Hfz,o < Hqul,Q < H”Ho,o < ””Hlo < H”Hzo < (1.3)

donde H™™ se defini6é como el espacio dual de H' y no de H™.

1.3. Desigualdad de Poincaré

Definicién 1.3.1. Diremos que () C R" es un dominio con frontera suave si para
cada punto x € 9(), existe un sistema de coordenadas (y1, ..., Yn—1,Yn) = (¥, yu) con
origen en x, una bola B(x) y una funcién ¢ definida en una vecindad N C R"~! de

y' =0, tal que

y
1. oQNB(x) ={("y) lyn=0(), vy’ € N}.

2. QNB(x) ={( " yn) lyn > @), ¥ € N}.

Dada una funcién v € H!(Q), interesa definir o al menos darle sentido, si es
posible a v|r, la restriccién de v a T. Lo anterior es de suma importancia ya que para
Q C RR?, las funciones de H'(Q)) no son necesariamente inducidas por funciones

continuas. La demostracién de los siguientes resultados se pueden encontrar en [22].

Teorema 1.3.2 (Teorema de Integracion por partes). Sea Q un abierto de acotado de R?

con frontera suave T'. Entonces para todo v, w € H'(Q) se tiene

ow 90 .
a'ox _/Qwaxl. +/r’ro<v)vo(w)ni i=1,2.

Donde g : H(Q)) — L?(T) es el operador de trazas respectivo (ver [22, Teoremas 9.9 y
4.14]) y n; es la i-ésima componente del vector normal n exterior a la frontera T

Teorema 1.3.3 (Desigualdad de Trazas). Sea Q) C R? un dominio acotado con fronte-

ra suave. Entonces, existe una constante C = C(Q), tal que para cualquier v € V =
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{U ol q) + 1Vl q) < 00}, se cumple que

1/2
lellzany < € (1ol + 1921220 )

El siguiente teorema se basa en un conocido resuldado del Andlisis Funcional
conocido como el Teorema de Rellich, el cual establece que la inyeccién de H" (Q))

en H"1(Q)) es compacta. Se han seguido las ideas de Gatica (pagina 430).

Teorema 1.3.4 (Desigualdad de Poincaré Generalizada). Sea (3 C R" un abierto aco-
tado conexo de frontera suave, sea | > 0y F una familia finita de funcionales lineales

continuos en H'1(Q) tal que:
pelP,F(p)=0 VFe F=p=0. (1.4)
Entonces, existen dos constantes positivas Cy y C, tal que:
Cill[oll] < [ollir0 < Colllolll, - Vo € HH(Q),

donde

1/2
o]l := (\U!zﬂm + ) IF(U)|2> :
FeF
En los siguientes ejemplos veremos dos aplicaciones directas del teorema ante-
rior y fueron tomados de [22]. Como resultado obtendremos la equivalencia entre la

norma en H'(Q) y la seminorma de este mismo espacio (norma L2(Q)) del gradiente)

en dos subespacios cerrados de H!(Q)).

Teorema 1.3.5. (Desigualdad de Poincaré) Sea (2 C R2, un dominio acotado. Entonces
existe una constante C que depende solo de () tal que para cada funcion u del espacio de

Sébolev HY(Q)) = W&’Z(Q) se tiene
[ulloe < Cl[Vulo0.

Teorema 1.3.6. (Regularidad eliptica) Sea (3 C R" un dominio convexo y acotado con

frontera suave. Entonces, existe una constante C que depende de Q), tal que para cualquier
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funcion suficientemente suave u , con u = 0o n - Vu = 0 sobre 9}, se tiene que
ID?ulloq < CllAullj -

Teorema 1.3.7. (Férmula de Gauss-Green) Sean u,v € C'(Q)), entonces

/ Vu-Vodx = —/ uAvdx + u%ds
Q Q )0 on

Finalmente, resaltamos el siguiente resultado que serda muy ttil en el desarrolo
del trabajo. Se trata de la equivalencia entre la norma en H!(Q) y la seminorma

de este mismo espacio (norma L?(Q) del gradiente) en un subespacio cerrado de

HY(Q).

Teorema 1.3.8. Sean I'p la frontera Dirichleth y I la frontera de () con I'p C T tal que
I'p # T ysea |Ip| la medida de Tp donde |Tp| > 0, y definamos el subespacio cerrado de
H(Q) dado por

H}D(Q) ={ve Hl(Q) : 7Y(v) =0 en TIp},

donde o : H(Q)) — L*(T) es el operador de trazas respectivo (ver [22, Teoremas 9.9 y

4.14]), entonces la norma || - ||1,q y la seminorma | - |1 o son equivalentes (véase [22].

Afirmacién: Para todov € W, [v], 5 = ||Av||) o y ademds las normas [|v||, o y

|Avl|y  son equivalentes.
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Demostracion. En efecto sea v € W, entonces v = Vv = 0 en I' y aplicando integra-

cién por partes dos veces tenemos que

) 2 2 2 2 v %
e = =1L [ s axar &
2,0 ZZ o 122121 9x;0X; i0X; 0X;0X;
2 2 v 9% dv 0 [ Jv
- ZZ( o 3™+ fi oo (axj>d5>
2 dv 9 (9%

= L1 w52 &

&2\ o oxjox; \ o

2 2 920 920 azvav
= ZZ / o adx— [ =

4 * an ax I 0X; an

v 9%V

lo cual implica que

[0l = (H

1
2 2 2 2
= (uv||o,0+ IVole + ||Avr|o,n) -

éxl

2)%

o B

ox; 8x]

Ahora vedmos que si v € H?(Q)) N H}(Q), entonces

[Vollga S 1A0]gq (1.5)

Sea v € H*(Q)) N H}(Q)), entonces v = 0 en I = 9Q) y aplicando la desigualdad de

Poincaré existe una constante C > 0, que depende sélo de () tal que

[9llo,q < ClIVollgq (1.6)
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Ahora, aplicando esta desigualdad, la de Cauchy-Schwarz y la férmula de Gauss -

Green tenemos que

(vAv)dx—l—/r(v-aanv)dS

S/ |vAv| dx
o

Vo3 :/V-Vd:—/
IVolda = [ (Vo-Voyix=— [

= —/Q(vAv)dx < ‘—/Q(vAv)dx

(/Q \vyzdxy - (/Q ymy%)é

= ol 18vllon < ClIVollgq 1820

IN

Si juntamos (1.5) y (1.6) tenemos
loll50 < C* 14050 (1.7)

asi haciendo g = v1+ C2 + C* > 0y aplicando (1.5) (1.6) y (1.7) tenemos que

2 2 2 2
[vl20 = [180]oa+ IVollga+ I2/6a
2 2 2
< ”AUHO,Q_’_C‘LHAUHO,Q—'_CZHAUHO,Q

2 2
— (1 +C%+ C4) 1A0[[5.0 = B | A0]lg

y por lo tanto tenemos que ||v||§Q < p? HAZJH%IQ, es decir [|v]|, o < B[|Av|yq - Por
otro lado [|A0]3, < [[80]3q + [VolZq + 030 = [2[3n y por lo tanto se tiene

que

1Av]lo.0 < o]0
lo cual demestra la equivalencia entre las normas. O

Sean u € S,uy € Sy, que satisfacen
a(u,v) = (l,vy VYve€S (1.8)

ap(up,v) = (I,v) Yves§, (1.9)
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con ay a, que cumplen las hipotesis del Lemma 1.1.10. Entonces, se tiene el siguiente

teorema:

Teorema 1.3.9. ( Primer Lema de Strang). Bajo las hipétesis anteriores, existe una constante

C independiente de h tal que

Ju =yl < c(mf {Hu—vhr|+sup '”<”h'wh)‘“h(”h'wh>'}

UnESh wyESy ||wh||

+ sup {<lrwh> — (In, w) })

wyESy ||wh||

Demostracién. Sea v, € Sj. Por conveniencia, sea u, — v, = wy, entonces por la

continuidad uniforme y por (1.8) y (1.9) se tiene que

alluy —opll> < an(uy, — op, up, — vp) = ay(uy, — vy, wy)

= a(u—op,wy) + |an(op, wy) — ap(vp, wp)| + [ap(up, wy) — a(u, wy)]

= a(u—oy,wy) ~+ [ay(vp, wy) — ap(op, wy)] — (1, wy) — (I, wy)]

ahora dividiendo por ||u, — v,|| = ||wy|| y usando la continuidad de 4, se tiene
que
[t — |
a(vy,, wy) — ay (v, w Lwy,) —{l,w
< C<Hu—vhH+‘ (o, wi) — ap(on,wi)| | (L wn) — Iy h>!>
[l [l

Dado que vj, es un elemento arbitrario en S, la afirmacion se sigue de la de-

sigualdad del tridngulo

[ = unll < flu—on|[ + flon — ]| -
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Capitulo 2

El problema de vibracion de una
placa delgada usando el método de

Ciarlet Raviart

En este capitulo estamos interesados en aproximar las soluciones de “el proble-
ma de vibracion de una placa delgada simplemente apoyada, modelada con las ecuaciones de
Kirchhoff-Love”. Se introduce una incognita auxiliar w := Au en () y se siguen los
argumentos del método de Ciarlet-Raviart. Se analiza el problema de autovalores
asociado en forma continua y en forma discreta. Se finaliza presentando los estima-

tivos de error.

2.1. Introduccidon

Sea () C R? un dominio acotado poligonal correspondiente a la superficie media
de una placa en su configuracién de referencia, sujeta en toda su frontera I' := 9Q}
(véase la Figura 2.1). Asumiremos que la placa es homogénea, isotrépica, linealmen-
te eldstica, y lo suficientemente delgada como para ser modelada por las ecuaciones
de Kirchhoff-Love. Denotamos por u el desplazamiento transversal de la superficie
media de la placa.

El problema de vibracion de una placa delgada simplemente apoyada y modela-

da con las ecuaciones de Kirchhoff-Love se define como sigue (véase por ejemplo [8,
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0
FIGURA 2.1: Placa Kirchhof-Love.
16]). Encontrar u # 0, tal que
A2y = \u en (),
u =0 sobre I, (2.1)

Au =0 sobre T,

donde A y A? denotan los operadores laplaciano y bilaplaciano, respectivamente, y
A = w?, con w > 0 es la frecuencia de vibracién. Ademaés, para simplificar la nota-
cién hemos tomado el médulo de Young y la densidad de la placa, ambos iguales
a 1, aunque estas constantes pueden tomar valores distintos a uno, en ese caso solo
se afectaran algunas constantes (acotamiento y elipticidad) ademds no podriamos
incluir coeficientes variables ya que las constantes fisicas del problema no son varia-
bles. En la literatura del Analisis Numérico existen una gran cantidad de métodos
nimericos que han abordado el problema de vibracién con distintas condiciones de
contornos, ver por ejemplo [34, 12, 17, 29, 38, 37]. Los autores de [12] introdujeron
un método hibrido de elementos finitos para aproximar las frecuencias de vibracién
de una placa empotrada (es decir, con condiciones de contorno u = Vu -n = 0).
En [29], se analiz6é una formulacién discretas basada en métodos de elementos fini-
tos de Morley semi-discretos y totalmente discretos, para resolver el problema de
la vibracién de Kirchhoff. Las condiciones de contorno del problema de vibracién
de una placa simplemente apoyada (EL PROBLEMA MODELO DE ESTA TESIS)
son homogéneas. Después, los autores de [8] desarrollaron un método C°-IPG para
aproximar los autovalores del operador biharmoénico con tres tipos de condiciones
de contorno, en particular, como las condiciones de frontera descritas en (2.1). Més
tarde, en [38] se propuso y analizé un método de elementos finitos lineales a trozos,
para aproximar el espectro de los problemas de vibracién y pandeo de una placa

delgada modelada con las ecuaciones de Kirchhoff-Love.
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Por otro lado, un método de elementos finitos bien conocido para estudiar el
problema de vibracion de la placa simplemente apoyada es el método de elementos
finitos mixtos de Ciarlet-Raviart, introducido por Ciarlet y Raviart en [17]. Este mé-
todo consiste en reescribir el problema espectral de la placa de cuarto orden descrito
en (2.1) como un problema de segundo orden (vése también [16, Secciéon 7.1]).

Nos interesa aproximar los valores propios del problema de vibracién de una
placa delgada simplemente apoyada y modelada por las ecuaciones de Kirchhoff-
Love. Consideraremos una formulacién variacional basada en el método de Ciarlet-
Raviart, esto es, introduciendo una nueva incégnita w := Au en () en el sistema de
ecuaciones (2.1).

El esquema de este capitulo es el siguiente; en la Seccién 2.2, presentamos la for-
mulacién variacional del problema de vibracion de una placa simplemente apoyada
y modelada por las ecuaciones de Kirchhoff-Love, se analiza el espectro del proble-
ma espectral. A continuacion, en la Seccién 2.3, presentamos las definiciones de los
espacios de elementos virtuales C' y C°. Luego, en la Seccién 2.4 se presenta una
formulacién discreta de elementos virtuales imitando el andlisis desarrollado para
el problema continuo. Ademads, en la Seccién 2.5 demostramos que el esquema nu-
mérico proporciona una aproximacion correcta y establecemos estimaciones de error

de orden 6ptimas para soluciones aproximadas.

2.1.1. Notaciones

En este capitulo usaremos notaciones estdndar para espacios de Sobolev, normas
y seminormas. Ademds, usaremos la notacién a S b para decir que existe una cons-
tante positiva C independiente del pardmetro de la malla /, tal que a < Cb. Subraya-
mos que tal constante puede tomar diferentes valores en las diferentes ocurrencias
de ”<”. Denotamos por W, Wy, Q, V, Vo y Vj los espacios W := H?(Q) N H}(QY),
Q := L*(Q), V := H'(Q), Vp := H}(Q) y Vo := Vy x Vj respectivamente dota-

dos de sus normas habituales. Ademds, para todo O C R2, denotamos el espacio
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polinomial de grado menor o igual a k por IPx(O) el cual esta definido por

IPk(O) =3P ((xl,- s ,Xd)) = Z ocl-l...idxzf c -xf;;’ ey eO

0<iy, - ,ig<k
i1+ +ig<k,

2.2. Laformulacién variacional espectral continua

Para obtener una formulacién variacional del problema 2.1 multiplicamos por
v € W eintegramos por partes sobre (2 (dos veces) y se obtiene la cldsica formulacién

variacional asociada con el problema de vibracién (2.1) (ver [8]).

Problema 2.2.1. Hallar (A, u) € R x W, u # 0, tal que
/ AulAv dx = A/ uvdx YveW. (2.2)
0 0

En este trabajo estamos interesados en aproximar los valores propios del pro-
blema de vibraciéon de una placa delgada simplemente apoyada y modelada por
las ecuaciones de Kirchhoff-Love. Para lograr esto, consideraremos una formulacién
variacional basada en el método de Ciarlet-Raviart. Esto se obtiene introduciendo
una nueva incégnita en el sistema de ecuaciones (2.1). Mds precisamente, definien-
do w := Au en (), se tiene que el sistema de ecuaciones descrito en (2.1) se reescribe

como sigue:

Au =w en (),
Aw = Au en (),
u =0 sobre T,

w =0 sobreI'.

Luego, multiplicando la primera ecuacién del problema (2.3) con una funcién de

prueba T € Vp y aplicando la férmula de Gauss-Green se obtiene:

/wrdx: / Aurdx:—/ Vu-Vde+/anurdS:—/ Vu-Vtdx.
0 Jo Jo JT Jo
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De lo cual se tiene que:
/ Vu-Vtdx -|-/ wtdx =0 Vte W (2.4)
0 0

Por otra parte, multiplicando la segunda ecuacién de (2.3) por una funcién test

v € Vp y aplicando la férmula de Gauss-Green se tiene la siguiente identidad:
A/ uvdx = / Awvdx = — / Vw - Vodx + / ohwodS = — / Vw-Vodx, (2.5)
0 0 0 r 0

lo cual implica

/ Vw - Vodx = —A/ uvdx Yv eV, (2.6)
Ja Q
y por lo tanto de (2.4) y (2.6) se llega a la siguiente formulacién variacional.

Problema 2.2.2. Hallar (A, (u,w)) € R x Vo, con (u,w) # 0 tal que
/ Vu~V1’dx—i—/ Vw-Vvdx+/ wT dx = —A/ uvdx VY(t,v) € V. (2.7)
0 0 0 0

Ahora, con el objetivo de escribir una notacién mas compacta del Problema 2.2.2,

introducimos las siguientes formas bilineales:

a:VxV—-R;, a(ur):= QVu-Vde Yu,teV, (2.8)
b:QxQ—=R;, bley):= A oY dx Vo, €Q, (29)
A((u,w), (t,v)) :=a(u,t) +a(w,v) + b(w, 1) V(u,w),(t,v) € V. (2.10)

Asi, la formulacion variacional del problema (2.7) se reescribe como sigue.

Problema 2.2.3. Hallar (A, (u,w)) € R x V, con (u, w) # (0,0) tal que

A((u,w), (t,v)) = —Ab(u,v) V(t,v) € V. (2.11)

Si bien el método de Ciarlet-Raviart es un método mixto, también existe la posi-
bilidad de agregar un "shift"para construir un problema tipo mixto. Esto seria una

nueva idea para desarrollar un trabajo futuro de investigacion.
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2.2.1. El problema fuente continuo asociado

En esta seccién analizaremos el espectro del Problema 2.2.2. Esto se haré a través
del espectro de cierto operador definido a partir del problema fuente asociado a la
formulacién variacional (2.7). Probaremos que dicho operador sera continuo, auto-
adjunto y compacto. Ademas, su espectro estd relacionado biunivocamente con el
del Problema 2.2.2.

Con este objetivo en mente, primero probaremos algunos resultados prelimina-
res. Primero, en el siguiente lema demostraremos algunas propiedades de las formas

bilineales a(-,-),b(-,-) y ‘A(+, -) definidas en (2.8), (2.9) y (2.10), respectivamente.

Lema 2.2.1. Existe una constante positiva « tal que

la(u, T)] < |lu||1allTl,0 Yu,t eV, (2.12)
1b(e, )| < llelhall$llia Vo, €W, (2.13)
a(t,7) > al|T|[in VT € V). (2.14)

Demostracién. Sean u, T, @, € Vp. Entonces, aplicando la desigualdad de Cauchy-

schwarz tenemos que

1 1
la(u,T)] = /Vu-Vrdx§ (/ |Vu\2dx)2-</ \VT\de)z
QO QO Q
1 1
= (Ivullia)” - (197l50)”
1
2

1
2 2 2 2 2
< (IVula+lela)* (19Tl +lTla) " = lula It

Lo cual verifica la desigualdad descrita en (2.12).
Ahora, para demostrar (2.13), aplicamos nuevamente la desigualdad de Cauchy-

Schwarz, y tenemos lo siguiente:

\/qupdx < [ loplax < (/Q|go]2dx>%-</nltp]2dx>%

= lelloal$loa < llelhall¢lho-

b9, 9]
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Luego, para verificar que la forma bilineal a(-,-) es Vp—eliptica aplicamos la de-

sigualdad de Poincaré y se obtiene que

2 2 2
IVTllon _ IVTloa |, IVTloa
2 2 2

a(t,7) = /VT-Vde:2
Ja

2 2
IVTllon , Clitlloa

2 2 2
> 2 5 = Mltloo +IVllon) = alitlia,

‘"donde & = min {%, %2} y C es la constante de Poincaré. O

Ahora, introducimos el conocido operador solucién continuo T : Q — Vp, definido

como sigue.
T: Q — W
fr—Tf:=u,
donde u# := Tf es la primera componente de la tinica solucién de la siguiente for-

mulacién variacional (también conocida como problema fuente):

A((u,w), (t,v)) = —b(f,v) vVt,0 e V. (2.15)

Puesto que la forma bilineal A(-, -) no es Vy—eliptica, el problema (2.15) es desaco-

plado en los dos siguientes problemas:

Problema 2.2.4. Dado f € Q, hallar w € V tal que

a(w,v) = —=b(f,v) VveW. (2.16)

y

Problema 2.2.5. Dado w € V la solucién del problema 2.2.4, hallar u € V tal que

a(il,v) = —b(@,v) Yo e V. (2.17)

Ahora, el Lema 2.2.1 garantiza la Vp-elipticidad de la forma bilineal a(-,-) y el

acotamiento de las formas bilineal y lineal, a(-,-) y b(f,-) respectivamente, luego
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aplicando el Lema de Lax-Milgran se muestra en 2.2.4 la existencia y unicidad de la
soluciéon w € V, de modo andlogo se muestra la existencia y unicidad de la solucién
u € Vp de 2.2.5 pero ahora tomando la forma lineal b(w, ), asi queda mostrada
la incidencia de los problemas 2.2.4 y 2.2.5 para subsanar la no elipticidad de la
forma bilineal A(-, -). Por otro lado también es importante resaltar que el Lema de
Lax-Milgran y el Lema 2.2.1 garantizan que las formulaciones variacionales (2.16) y
(2.17) tienen tnica solucién. Lo cual establece la buena definicién del operador T, y

ademads, que existe una costante positiva C tal que

ITfla < Cllflloa,

para todo f € Q. Lo cual implica que el operador T es acotado.

Por otro lado, es facil ver que A es un valor propio del Problema 2.2.3 si y s6lo
si T(if) = pii, donde y := § # 0y con la misma multiplicidad y correspondientes
autofunciones de u.

2.2.2. Resultados de regularidad y caracterizacién espectral

En esta seccién presentaremos dos resultados de regularidad asociados a las au-
tofunciones del operador solucién. También, mostraremos la caracterizacion del es-

pectro de nuestro problema modelo.

Proposicién 2.2.2. Existe una constante positiva C tal que para todo f € Q la solucién del

problema fuente (2.15) satisface que: u € Wy w € V; tal que

i||2,0 + [|@]|1,0 < Cllflloa- (2.18)

Ademds, si (1, w) es solucién del Problema 2.2.3, entonces

llull20 + [lw]],a < Cllull2a. (2.19)

Demostracién. La demostracion puede ser consultada en [35]. O
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Finalizamos esta seccion con el siguiente resultado, el cudl nos indica el espectro
del problema de vibracién de una placa simplemente apoyada y modelada por las

ecuaciones de Kirchhoff-Love.

Lema 2.2.3. El espectro sp(T) del operador T satisface sp(T) = {0} U {y*}ren, donde
{uF} ke es una sucecion de valores propios reales positivos que converge a cero. La multi-

plicidad de cada uno de ellos es finita.

Demostracién. La prueba ha sido establecida en [35]. O

2.3. Discretizacién del problema modelo

En esta seccién nos interesa establecer un esquema discreto mediante elementos
virtuales para aproximar la solucién del Problema 2.2.3. Con este fin consideraremos

los siguientes espacios de elementos virtuales introducidos en [6]

2.3.1. Espacios de elementos virtuales

A continuacién, damos el esquema de elementos virtuales sin términos de es-
tabilizacién para aproximar los valores propios de vibraciéon de una placa delgada

simplemente apoyada y modelada por las ecuaciones de Kirchhoff-Love.

Espacios de elementos virtuales

Sea {7} }1~0 una particién no superpuesta de Q2 con N elementos poligonales K.
Para cada elemento poligonal K € 7, con Ny vértices, denotamos su frontera por oK,
su vector unitario normal exterior por vk, su didmetro por hg el vértice i— ésimo por
v;, respectivamente. El tamafio de la malla es denotada como & := g(neaﬁ( hk, e unlado
genérico de 7, y para cada e € dK y paracadai € {1,..., Ny} el lado que conecta

los vértices v; y v;1 es denotado por e;.

Los supuestos de regularidad de la malla se muestran a continuacién [14,36].

A1: Existe v > 0 tal que, para toda malla 7}, cada poligono K € 7}, es estrellado

con respecto a una bola de radio mayor o igual que yhg,

A2: cadalado e € dK con longitud h, satisface que h, > yhk.
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Inspirado en [6], presentamos la construccién del espacio de elementos virtuales
de mejora local ampliada de orden 1 basado en el uso de proyeccién polinomial de
orden superior para dado ! € IN, y cada poligono K € 7, definimos el espacio de

elementos virtuales local libre de estabilizacién como sigue:

Vii(K) = {v € H'(K) : v|sx € C°(9K), Av € Py 1(K), 0|e € P1(e), Ve € 9K,

(HYKU —0,p141)k = 0,Vpr11 € Pryy (K)} .

Note que cualquier elemento v), € V; ;(K) satisface las siguientes condiciones:
» la traza de vy, es continua sobre 9K, es decir, v;|3x € C°(K),
= Py (K) € Vi,(K).

Ahora, consideramos los grados de libertad para V; ;(K) introducidos en [6], los
cuales permiten identificar de manera tinica cada funcién en el espacio virtual local

V1 (K). Para todo v, € V;(K) los grados de libertad de vj, se definen como:
D; : Los valores v,(v;) Vv; € K.

El ndmero dado I debe satisfacer la siguiente condicién para el caso més bajo orden,

(I+1)(I+2) — dimPfT(K) > Ng — 1

donde

PIker(K) = {p e [P;(K)]*: /aKp . naK'yaK(v —DPy(v)) =0,Vv € Vfl}

que se utiliza para probar la buena formulacién del problema de fuente discreto

correspondiente. Para obtener / se usa que
dimPrer(K) < I(141).

Enumeramos el ntimero dado [ relacionado con cada elemento K (denotado por

I = £(K)) como un vector £ := ({(K)); g)enxT, € INN. Para mayores detalles véase
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NY 3145|6789
I=¢Kx)y|o|l 1|23

10,11 | 12,13 | 14,15 | 16,17 | 18,19 | 20
4 5 6 7 8 9

[34, 6]. En la parte de arriba se muestra una tabla donde se indica como elegir el nt-
mero | = {(K) dado el namero de vértices NY del poligono K € 7). Ahora, debido a
la forma en que se eligié el numero [ = /(K), el espacio virtual local V; ;(K) permite
la definicién de una forma bilineal coerciva que involucra solo proyecciones poliné-
micas y por tanto no es necesario agregar una forma bilineal estabilizadora Sk(, -)
(usual en métodos virtuales) arbitraria que represente la parte no polinémica de las
funciones virtuales [6].

El espacio de elemento virtual global se define de la siguiente manera:
V0, ={ve HYQ): vk € Vi (K), VK € Ty}

Para continuar con la formulacién del esquema discreto, necesitamos algunas defi-
niciones previas. Primero, definimos las siguientes formas bilineales ax : H!(K) x

HY(K) — Ry bk : L>(K) x L?(K) — R dadas por

ag(u,v) := / Vu-Vodx, Yu,v € Hl(K), (2.20)
K

br(u,v) := / uv dx, Yu,v € L*(K). (2.21)
K

Es claro que las formas bilineales ak(-, -) y bk (-, -) son productos interiores en H'(K)
y 12 (K), respectivamente. Ahora, con esta definicién consideramos el operador de

proyeccién ortogonal HYK : V11(K) — P1(K) definido por

LZK(HYKU —1v,p1) =0,Vp; € P1(K),
1 N

=¥ (o —0)(v;) = 0.
leé i=1 ’ Z

Sea H?,K : V11(K) — IP1(K) la proyeccion escalar estdndar de L*(K) y H?KV :

V11(K) — (IP;(K))? la proyeccién en L?(K) del gradiente de funciones las cuales
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se expresan explicitamente como
(I kv — v, p1)x = 0,¥p1 € P1(K), Vo € V1(K), (2.22)
(H?’va — Vo, p1)k = 0,Yp; € (P)(K))* Vo € Vi (K). (2.23)
Notese que integrando por partes en 2.23 se tiene que:
(I Vo, pr)k = (Vo, p1)k = /BK vp; - vgdS — /Kdiv(pl)vdx (2.24)

como v, € P1(e), Ve € 9K, entonces el primer término en 2.24 se puede calcular en

cada lado del poligono K. Ademds de la definicién de V; ;(K) se sigue que

/div(p,)vdx:/div(p,)Hvivdx,
K K '

por lo tanto el segundo término en 2.24 es computable a partir del clculo del opera-
dor de proyeccién HXK, también podemos comprobar a partir de V; ;(K) y 2.22 que

1Yy = ITY ;. en el caso de mds bajo orden.

2.3.2. Formas discretas

Con el fin de establecer el esquema discreto, introducimos las siguientes for-

mas bilineales discretas definidas con elementos del espacio V? ;- Primero, definimos
. 10 0 ) .10 0

Vo :=V;, x V] . Ahorasean Aj, : Vo), x Vo, — Ry by : V], x V], — R formas

bilineales discretas dadas por:

A ((up,wp), (o)) i= Y Apx((un,wp), (h,01)), VY (up, wy), (th,on) € Vo,
KeTy,

by(up,on) ==Y, byx(upon),  Vupo, € VY,
KeTy,

an (@ n) ==Y anx(@n Pn), You P € Vi,
KeT,
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donde Ay k(+,-), ank(-,-) ¥ byk(-, ) son formas bilineales locales definidas como si-

gue:

A ((up, wy), (T on)) == ax (TTY wy,, TIE 1,) + ax (TIY wy, T vy) + b (TTxwy, T17,),
by,x (up, o) := b (1%, TT%oy,),

an,x (@n, Yn) = ax (T @, TIY ).

Teorema 2.3.1. Las formas bilineales Ay (-, ), apx(-,-) y bpx (-, ) satisfacen:

» Consistencia: Para todo (1, v,) € Vo, y para todo p, q € P1(K) se tiene que

Anx((p,q), (th,on)) = Ax((p,q), (th,on)),

by (p,on) = bx(p,vp).

» Estabilidad: Existen constantes positivas a., «*, B, B* independientes de h tal que:

weag (v, o) < apg(vn,vp) < &fag(vy,vy), paratodovy € Vi (K),

B<bx(vp,vn) < bpx(vp,op) < B*bx(vp, o), paratodovy, € Vi o(K).

2.4. Formulacién variacional espectral discreta

Finalmente, estamos en posicién de escribir la discretizacion de elementos vir-
tuales libre de estabilizacién del problema de vibracién de una placa delgada sim-

plemente apoyada y modelada por las ecuaciones de Kirchoff-Love.

Problema 2.4.1. Hallar (Ay,, uy, wy) € R x V), x VY. tal que
.Ah((uh, wh), (Th, ’Uh)) = —Ahbh(uh, Uh), V(Th, Uh) S V?,é X V?/g. (2.25)

2.4.1. El problema fuente discreto asociado

Como en el caso continuo, introducimos el operador de solucién discreta

Th:Q— Vi,
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definido por Ty, f := iy, con (i, wy,) € Vﬁg X V{’,E la tnica solucién del siguiente

problema discreto:

A (i, @), (T, o)) = =bu(f, o) Vo, op €V,
Puesto que la forma bilineal A (-, -) no es V;—eliptica, el problema (2.4.1) es des-
acoplado como en el caso continuo en los siguientes dos subproblemas:

Problema 2.4.2. Dado f € Q, hallar @), € V},, tal que

ay(wp, o) = —bp(f,on), para todo vy, € V).

Problema 2.4.3. Dado f € Q, hallar uj, € V?’l tal que

ay (i, ) — by(wy, 7,) =0,  para todo T, € V?,e'

La buena posicién del problema fuente asociado al esquema virtual discreto
(2.25) se obtiene a aplicando los Lemas de Lax-Milgram y Desigualdad de Poincaré,

dos veces, en los Problemas 2.4.2 y 2.4.3 respectivamente.

2.4.2. Caracterizacion espectral

Ahora presentaremos la caracterizacion del espectro del operador solucién T la

cual es consecuencia inmediata del siguiente lema.

Lema 2.4.1. El espectro sp(Ty,) del operador T satisface sp(Ty,) = {0} U {pf }ren, donde
{ Hlfl}ke]N es una sucecion de valores propios reales positivos que converge a cero. La multi-

plicidad de cada uno de ellos es finita.

Demostracién. La prueba ha sido establecida en [35]. O

2.5. Convergencia y estimaciones del error

En la presente secciéon, emplearemos la teoria espectral de operadores compactos

para probar la aproximacion espectral y las estimaciones de error para el problema
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de valores propios. Con este objetivo, primero recordaremos el error de proyeccién

y el error de interpolacién bajo los supuestos de la descomposicién de la malla.

Teorema 2.5.1. Parav € H'*5(K) con 0 < s < 1, existe v, € IP1(K) tal que
[0 = vallox +hxllo = vxllix < Ch™ o]l 14s k-
Teorema 2.5.2. Parav € H'*5(Q) con 0 < s < 1, existe v € V{]j tal que
lo = v1llon +hlo —vil1.0 < Ch*|[o]l140.

Por otro lado, la desigualdad (2.18) establece que la solucién del problema fuente
w € H'(Q), con lo cual no podemos aplicar el Teorema 2.5.2 para determinar @; €
VY. Asi que, con el objetivo de interpolar w € Vlo, , recurrimos al siguiente problema

de dualidad bien propuesto. Dado f € L?(Q), encontrar w € H}(Q) tal que:
a(w,v) = b(f,v),Yo € H}(Q).
Gracias al lema de Lax-Milgran tenemos:
[@[l20 < |[@ —@plfoo- (2.26)
Como @ € H?(Q), entonces por el Teorema 2.5.2 existe w; € V), tal que
|| = wil[10 < Chf|@]]20.

Ademais

@ — @[50, = b(W — Wy, @ — W) = a(@, @ — @y) < Ch||@ — Wy||o0]|@ — @10

< Chl|w — wylloa(l|@ll1a + [|@n]l1.0) < Chi[@ = @ylloall flloo-

Por lo tanto

[l — w00 < Ch||fllo,0- (2.27)
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Teorema 2.5.3. Dado f € L?(Q)), existe una constante positiva C independiente de h tal
que:

[|IT — Tull1,0 < Chl|f]]o.0-

Demostracién. Sea f € L*(Q)). Consideremos (i, ) y (i, @y), con i = Tf y iy =
Ty f las soluciones de los problemas fuentes continuo y discreto, respectivamente.

Luego a partir de los Problemas 2.2.5 y 2.4.3 y el Lema de Strang tenemos:

a , —a ,
Hu_uhHl,Q S C info ||u_¢h‘|1,ﬁ+ Sup Z h,K<(Ph ¢h) K(goh ¢h)

¥V preV?, KET, enll,0
b —-b
4+ sup 1k (Wn, ) K (Wn, @n)
PneVY o 0 KET, | onll1,0

(2.28)

Ahora acotemos superiormente cada uno de los tres términos en el lado derecho
de 2.28. En efecto: Primero, como u € H?(Q)), entonces existe u; € V{) , tal que

||lu —up||1 o < Chl|u||z,n (ver Teorema 2.5.2). Luego

inf [|u—ulla < [lu—urllao < Chljull2a < Chl[ul|oq- (2.29)

hE 10

Para el segundo término del lado derecho de (2.28) tenemos que por Teorema

2.5.1 podemos escoger u, € L*(Q) tal que u, € Po(K), VK € T, y

lu — ur|ox < Chlu|sk. (2.30)
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Entonces, podemos usar las propiedades de consistencia y estabilidad de la forma

bilineal a;, k (-, -) (cf. Teorema 2.3.1), y (2.30) para obtener

y {ank(@n ¥n) — ax(on Pn)} _ y {anx(@n, ¥n — ur) — ax(@n, iz — u) }

K onll20 KT [[@nll2,0
< Y (V4 a)ak(ur — Pp, ux — p)"?
KeTy
< A +a)({ T lu—talucf +Ilu—ulla)
KeTy,
< Chllfllo

(2.31)

Para acotar el tercer término usamos las propiedades de consistencia y estabili-

dad de la forma bilineal by, k(- -) (cf. Teorema 2.3.1) para obtener

y {bn,x (wp, ¢n) — bx(w, @)} y {bx (T wy, 1T 1) — b (w, @p) }

K= llonll20 = [ @nll2,0
_ 2 {bK(H(I)(wh — W, o)}
KT, onll20
_y {bx (T wy, — w, ¢y — Tggy)}
KT onll20
<y | 11wy — wllox!|on — TR enllox
 KeT, | @nll20

< Ch?||wl |20 < CH?||w — wyllon < CH||f]lo0,

(2.32)
donde hemos empleado la definicién de proyector H% y las ecuaciones 2.26 y 2.27.
Por lo tanto de 2.29, 2.31 y 2.32 se obtiene el resultado. O
Teorema 2.5.4. Existe una constante C > 0 tal que |A — Ay, | < Ch2.

Demostracion. De 2.11 y 2.25, se tiene:

A((u—up,w —wy), (u—up,w—wy)) + Ab(u — up, u — uy)
= A((up, wy), (up, wy)) — Ab(up, uy)
= A((up, wy), (up, wp)) — An((un, wp), (un, wp))

+An (b (i, up) — b(up, up)) + (A — A)b(up, up),



Capitulo 2. El problema de vibracién de una placa delgada usando el método de

36 Ciarlet Raviart

lo cual implica que

A((u—up,w —wy), (u—up,w—wy)) + Ab(u — up, u — uy)

Ap— A=

b(uh/ I/lh)
n An((un, w), (up, wy)) — A((un, wn), (un, w))
b(uh/ I/lh)

Como b(uy, up) — b(u,u), cuando h — 0 entonces del Teorema 2.3.1, Teore-

ma 2.5.1, Teorema 2.5.2 y la definicién de los operadores de proyeccién se obtiene:

|Ah_)L’ < |‘A((u_uh/w_wh)f(u_uh/w_wh))‘+‘Ab(u_uh/u_uh)’

+ A ((un, wp), (up, wy)) — A((up, wp), (un, wy))|

ag (up, — IR uy, TR wy, — wy,)
< C lu =yl + [Jw —wy | + KZ +bi (wy, — Iwy, 0wy, — wy,)
- +bx(uy, — ngh,uh — ngh)
< C |u— “hHiQ + [Jw — wh”in + |”h - Hkv”h‘u) |Hkvwh - wh‘l,ﬂ
B o+ [Jeon = TTwn g 0 + [lien — TTun g
< CK,

lo cual completa la prueba. O
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Capitulo 3

Una discretizacion de elementos
virtuales C! — CY para una ecuacién
eliptica de sexto orden usando el

método de Ciarlet Raviart

En este capitulo estudiamos un método de elemento virtual para el problema
eliptico de sexto orden con condiciones de contorno de tipo sujeta y simplemente
apoyada. Usando argumentos como el método de Ciarlet-Raviart, introducimos una
incégnita auxiliar w := Au y proponemos una formulacién débil en el espacio de So-
bolev H? x H!. Se propone una discretizacién de elementos virtuales C! x C° para
aproximar las soluciones de la formulacién débil. También proporcionamos los re-
sultados de las estimaciones de convergencia y error. Finalmente, se reportan varios

ejemplos numéricos que ilustran el rendimiento del método del elemento virtual.
3.1. Introduccién
En este articulo consideramos la ecuacién eliptica de sexto orden (ver e.g. [25])
~Nu=f enQ, (3.1)

con QO C RR? como un dominio acotado poligonal con frontera I' := 9Q), y f €

H(Q).
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Ademas, analizamos el problema de sexto orden (3.1) con dos tipos de condicio-

nes de contorno, a saber:

= Condiciones de contorno simplemente apoyadas (SSBC):

u=Au=Au=0  sobrel. (3.2)

= Condiciones de contorno sujetas (CBC):

u=2"_Au=0 onT, (3.3)

=5 =
donde n es un vector normal que apunta hacia afuera sobre I' := 9Q).

Los problemas que involucran operadores diferenciales de orden superior son
importantes en ciencias. En particular, los problemas de sexto orden estdn presentes
en matemadticas ([31],[14]), fisica y en ingenieria ([5],[20]). Hay un namero creciente
de referencias donde se abordan aspectos teéricos y numéricos como la existencia,
unicidad y multiplicidad de soluciones, la existencia global y la positividad y regula-
ridad de las soluciones, la regularidad de los espacios discretos para la aproximacién
numérica de estos problemas de orden superior. Un estudio detallado de la regula-
ridad de los problemas poliarménicos, incluidos los abordados en este articulo, se
encuentra en la referencia [25].

Los métodos numéricos para estudiar la ecuacion eliptica de sexto orden (3.1)
se pueden encontrar en [21, 28]. En [21] se estudi6 un método mixto de elementos
finitos mediante la formulacién de Ciarlet-Raviarth para aproximar la principal in-
cognita en (3.1) usando Hl—espacios de Lagrange conformes. Los autores de [28]
propusieron un método de penalizacién interior C’— para analizar la ecuacion elip-
tica de sexto orden con condiciones de contorno fijas. Aplicaron fuertemente técnicas
de analisis a posteriori para establecer la buena colocacién de su método.

El Método del Elemento Virtual (VEM) presentado por primera vez en [44] es una
herramienta numérica para resolver problemas que incluyen ecuaciones diferencia-

les parciales que se ha desarrollado en los tltimos 10 afios. Desde su nacimiento, es
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cada vez mayor el namero de articulos cientificos sobre el uso de este método pa-
ra aproximar numéricamente la solucién de ecuaciones en derivadas parciales. Las
aplicaciones se dan en diferentes areas: problemas de fluidos [43, 42, 23, 32, 40, 24],
problemas electromagnéticos [13, 46], problemas de orden superior [4, 19, 18]. VEM
tiene la capacidad de manejar mallas poligonales y poliédricas generales para domi-
nios bidimensionales y tridimensionales, respectivamente. Esto ha tenido un gran
impacto en la comunidad cientifica dedicada al Andlisis Numérico de ecuaciones
diferenciales parciales que modelan problemas de mecénica de sélidos y/o fluidos,
ya que muchos problemas fisicos se definen en dominios con estructuras poligonales
o poliédricas.

Una de las caracteristicas principales de VEM es su flexibilidad para definir es-
pacios discretos de regularidad de alto orden, véase, por ejemplo, [3,2, 11, 15] para el
caso bidimensional y [41] para el caso tridimensional. Uno dimensional, el VEM tie-
ne un buen rendimiento para tratar con requisitos de continuidad de orden superior
y permite disefar facilmente C* -aproximaciones (ver [2]). El autor de [2] introdujo
una aproximacién VEM conforme para resolver problemas poliarménicos que invo-
lucran al operador diferencial AP.

En este articulo proponemos y analizamos un método de elementos virtuales
cl -0 para resolver una ecuacién eliptica de sexto orden (3.1) considerando los
dos tipos de condiciones de contorno descritas en (3.2) y (3.3). Inspirado en el mé-
todo de Ciarlet-Raviarth, primero definimos una incégnita auxiliar w = Au en Q)
para reducir el orden de la EDP (3.1) a un problema de cuarto orden. Luego, apli-
camos integracion por partes varias veces y llegamos a dos formulaciones débiles, a
saber, H>(Q)) N H}(Q) x H}(Q) para la condicién (3.2), y H3(Q) N H}(Q) x HA(Q)
para (3.3). Luego, aplicamos los elementos virtuales C! y C? establecidos en [3] y
[1], respectivamente, para proponer y probar la buena postura del esquema de ele-
mentos virtuales discretos. Obtenemos estimaciones de error 6ptimas en las normas
L? y H! para las incognitas w y u. Dado que los elementos conformes para resol-
ver la ecuacion eliptica de sexto orden (3.1) necesitan elementos regulares C> que
son complicados de implementar ya que su grado de aproximacion serd demasiado

alto y como una consecuencia habra demasiados grados de libertad es que nuestro
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esquema discreto resulta una alternativa interesante.

El esquema de este documento es el siguiente; en la Seccién 3.2, presentamos la
formulacién débil asociada al problema eliptico de sexto orden. A continuacién, en
la Seccién 3.3, presentamos las definiciones de los espacios de elementos virtuales
C! y C° Luego, en esta seccién se presenta una formulacién discreta de elementos
virtuales imitando el andlisis desarrollado para el problema continuo. Ademas, en
la Seccién 3.4 demostramos que el esquema numérico proporciona una aproxima-
cién correcta y establecemos estimaciones de error de orden 6ptimas para soluciones
aproximadas. Finalmente, en la Seccién 3.5, reportamos algunas pruebas numéricas

que confirman el andlisis teérico desarrollado.

3.2. El problema eliptico de sexto orden

A continuacién propondremos dos formulaciones débiles asociadas al problema
eliptico de sexto orden considerando las condiciones de frontera SSBC y CBC dadas

en las secciones 2.1y 2.3 respectivamente.

3.2.1. Condiciones de contorno simplemente apoyada

Consideramos el problema eliptico de sexto orden (3.1) con condiciones de fron-

tera simplemente apoyadas (ver e.g. [25])

~Nu=f enQ, (3.4a)

u=~Au=~ANu=0 sobre T, (3.4b)

con f € H Q). Ahora, para proponer una formulacién variacional asociada a
(3.4) introducimos una incégnita adicional w = Au en (), entonces el sistema de

ecuaciones (3.4) se puede escribir de la siguiente manera
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—A*w = en (), (3.5a)

Au=w en (), (3.5b)

w=Aw=0 sobre T, (3.5¢)

u=20 sobre T. (3.5d)

Luego, multiplicamos la ecuacién (3.5b) con T € Vp, integramos por partes sobre (),

y usamos la condicién de frontera de Dirichlet (3.5d), para obtener

/wrdx +/ Viu-Vrdx =0 VT € V.
O Q

(3.6)

Por otro lado, multiplicamos la ecuacién (3.5a) por v € W, integramos por partes

en () dos veces y usamos las condiciones de frontera simplemente apoyadas para w

(3.5¢) para obtener

/AwAde :—/fvdx Vo e W.
0 0

Por lo tanto, de (3.6) y (3.7) llegamos a la siguiente formulacién variacional:

Problema 3.2.1. Hallar w € W, u € V tal que

/AwAvdx :—/fvdx Vo e W,
0 Q

/ Vu-Vtdx :—/ wtdx vVt e V.
0 0

(3.7)

Ahora, escribiremos la formulacién variacional anterior con una notacién mas

compacta. Primero nosotros denotaremos por IH al espacio producto H := W x V},

dotado de la siguiente norma de producto

1/2
(@ Dl = (Ilol30 + lITllia)

(3.9)
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Observacion 1. Para todo v € W, la norma ||Av||on es una norma equivalente a la

norma habitual en H2(Q)) (ver por ejemplo [25, Teorema 2.31]).

Para introducir una formulacion variacional asociada al Problema 3.2.1 defini-

mos las siguientes formas:

A:HxH-R;, A((wu),(v,1)):=a"w,0)+a"(u1)+a(w,1),

F:WoR,  Fo) = —/ fodx YoeWw, (3.10)
o)
donde

A WxW S R; a®(w,v) := / AwAv dx Yw,v e W, (3.11)

Q
ay :VxV =R av(u,’c) = / Vu-Vtdx Yu,t eV, (3.12)

Q
WXV SR a(w, 1) ::/ wr dx Vo eW,VoeV, (3.13)

o)

Entonces, se da una formulacién variacional asociada al Problema 3.2.1 como sigue.

Problema 3.2.2. Hallar (w,u) € H tal que

A((w,u),(v,7)) =F(v) V(v,7) € H. (3.14)

El siguiente resultado muestra algunas propiedades de las formas bilineales

a®(-,-),av(-,-),a’,-), A(-,-) y el funcional lineal F(-).
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Lema 3.2.1. Las formas definidas en (3.10)-(3.13) satisfacen las siguientes propiedades.
% (w, )| < |Jw] 200/ |20, (3.15a)
2% (u,7)] < [ullalltla, (3.15b)
[ (w, 7)| < [lwll2alltlha, (3.15¢)
[F(v)| < lloll20, (3.15d)
|A((w,u), (0, 1) S [ (w, w)]|wl] (v, T) |1 (3.15¢)
0|50 < a®(v,0). (3.15f)
ullfa < a¥(u,u). (3.15g)

para todow,v € Wyu,t € V.

Demostracién. Las estimaciones (3.15a)-(3.15d) se derivan de la desigualdad de

Cauchy-Schwarz. Ademads, las estimaciones (3.15a), (3.15b) y (3.15¢c) implican la

acotacion (3.15e) de la forma bilineal A(-,-). Las estimaciones de elipticidad (3.15f)

y (3.15g) se pueden obtener de la desigualdad de Poincaré generalizada aplicada en

los espacios Wy V, respectivamente (ver por ejemplo [10] y [25, Teorema 2.31 ]).

O]

Con el fin probar que el problema 3.2.2 esta bien condicionado, lo descompone-

mos en los siguientes subproblemas:

» Hallar w € W tal que

aA(w,v) = F(v), Yo e W,

» Hallar u € Vj tal que

av(

u,7) = —a’(w, 1), vVt e W.

(3.16)

(3.17)

Esta claro que el Teorema de Lax-Milgram y las estimaciones (3.15a) y (3.15f) nos

permiten probar el buen condicionamiento de la formulacion variacional continua
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(3.16). Ademds, usando una vez mds el teorema de Lax-Milgram y las desigualdades
(3.15b)-(3.15g), y la unicidad de w € W en (3.16) obtenemos la tinica solucién u € Vy

del problema (3.17). Por lo tanto, hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 3.2.2. Dado f € L*(Q) existe una vinica solucion (w,u) € H del problema 3.2.2.

3.2.2. Resultados de regularidad para wy u

Sea w € W la solucién tnica de (3.16), luego recurriendo a un conocido resultado
de regularidad para el problema biharménico con su lado derecho en H~1(Q)), tene-
mos que w € H>™(Q)) con s € (1/2,1]. Por otro lado, si u € Vj es la tinica solucién
del problema variacional (3.17), obtenemos que u € H'*(Q) con t € (0,1) (ver por
ejemplo [7, 27, 39]). Por lo tanto, obtenemos el siguiente resultado de regularidad

adicional para la solucién del Problema 3.2.2.

Lema 3.2.3. Existens > 1/2,t € (0,1), y una constante positiva C que depende solo de Q)

tal que para todo f € L*(Q)) la vinica solucion (w,u) € H del Problema 3.2.2 satisface

w2450+ [#lli+t0 < Cllflloo. (3.18)

Observacion 2. Sehalamos que las constantes s y t s6lo dependen del dominio ().
Ademas, si () es convexo, entonces s = t = 1. De lo contrario, el lema es valido para
todos < spyt < ty, donde sy, g € (1/2,1] depende del angulo de reentrada més

grande de ) (ver por ejemplo [7, 27, 39]).

3.2.3. Condiciones de contorno sujetas

Ahora, consideramos el problema de sexto orden (3.1) con condiciones de fron-

tera sujetas (3.3) (ver [25])

~Nu=f enQ, (3.19a)

U= a—u =Au=0 sobre T (3.19b)
on
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A continuacion, aplicando los mismos pasos que se usaron para llegar al sistema
de ecuaciones (3.5) y los problemas 3.2.1 and 3.2.2 deducimos la siguiente formula-

cién variacional para el problema de sexto orden de condiciones de frontera sujetas.

Problema 3.2.3. Hallar (w, u) € Hy tal que

A((w,u),(v,7)) = F(v) V(v,7T) € Hy,

donde, hemos definido Hy como el espacio producto Hy := Wy x V; dotado de
la siguiente norma producto || - ||z definido en (3.9). Ademads, el buen planteamien-
to del Problema 3.2.3 sigue aplicando los mismos argumentos que se usaron para

obtener la solucion tnica de la formulacién variacional (3.14).

Observacion 3. El problema de sexto orden con condiciones de frontera fijas (3.19a)-
(3.19b) se puede analizar usando los mismos argumentos que los aplicados para el
sistema (3.4a)-(3.4b). Mencionamos que la verificacion numérica para este caso serd

abordada en la Seccién 5.

3.3. Problema discreto

En esta seccién nos interesa establecer un esquema discreto mediante elementos
virtuales para aproximar la solucién del Problema 3.2.2. Con este fin consideraremos

los siguientes espacios de elementos virtuales introducidos en [1, 3, 44, 11].

3.3.1. Espacios de elementos virtuales

Sea {7}, una sucesién de descomposiciones de Q) en poligonos K. Denotamos
por hi el didmetro del poligono K y por /1 el méximo de los didmetros de todos los
poligonos de la malla, es decir, h := II‘<1‘1€7:,17)5 hk. En lo que sigue, denotamos por N€
el numero de vértices de K, por e una arista genérica de {7}, y para todo e € 9K,
dejamos que ng denote el vector unitario normal que apunta fuera de K. Ademas,

haremos las siguientes suposiciones como en [1, 3, 44]. Existe un niimero real positi-

vo C7 tal que, para cada hy cada K € Ty,

= Al la relacion entre el borde més corto y el didmetro hg de K es mayor que Cr;
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» A2: K € 7T}, es estrellado con respecto a cada punto de una bola de radio Crh.

Primero definimos dos espacios discretos preliminares como sigue: Para cada poli-
gono K € 7T (es decir, conjunto abierto simplemente conexo cuya frontera es una
linea que no se cruza hecha de un ntimero finito de segmentos de linea recta) defini-

mos los siguientes espacios de dimension finita

WK .= {v), € H*(K) : A*v), € P2(K), vp|ax € C°(9K), vy € P3(e) Ve € 9K,

Vvh’a]( € CO(aK)Z/ anvh’e S ]P](E) Ve € BK} ,
and
VK = {Th € H'(K) : A1, € P1(K), Ty|ox € C°(0K), e € IP1(e) Ve € aK},

Tenga en cuenta que para todos los v), € Wf y para todos los 7, € ‘7}{( se cumplen

las siguientes condiciones:

» para cualquier v, € WK la traza en la frontera de K es continua y en cada arista

es un polinomio de grado 3;

» para cualquier v, € WK el gradiente en la forntera es continuo y en cada arista

su componente normal es un polinomio de grado 1;

» para cualquier v, € WK el gradiente en la forntera es continuo y en cada arista
su componente tangencial es un polinomio de grado 3, esto es una consecuen-
cia del hecho de que en un borde genérico la funcién virtual es un polinomio

de grado 3;

= para cualquier 1, € ‘7,1K la traza en la rontera de K es continua y en cada arista

es un polinomio de grado 1;
= IP>(K) x IP;(K) € WK x VK.

Por lo tanto, los siguientes grados de libertad permiten determinar de manera tinica

v,y Vo, endK, y 1, en 0K, ver [3].

D;: evaluacién de v, en los vértices N I\f de K;
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D,: evaluciéon de Vo, en los N {f vértices de K;

D3: evaluacién de 7, en los NX vértices de K.

3.3.2. Formas discretas definidas en espacios de elementos virtuales

Con el objetivo de construir el esquema discreto introducimos la version discreta

de las formas definidas en (3.10)-(3.13).

A((w,u),(v,7)) =Y ag(w,0) +ay (u,7) +ag(w,7),
KeT,

F(U) = Z FK(Z))

KeTy,

donde, hemos definido

ag : H*(K) x H*(K) —» RR; ag(w,v) 1= / AwAvdx,
K
ay : H'(K) x HY(K) = R; ay (u,7):= | Vu-Vtdx,
a% : H*(K) x HY(K) = R; a%(w, 1) = / wtdx,
K
Fe:I2(K) >R, Fy(o) :i= —/fvdx.
K

(3.20)

Vw,v € H*(K),y u,t € H'(K)
Ahora, definimos el proyector I3 : Wlf — P»(K) C W,f para todo v, € W]f

como la solucién del siguiente problema local

ﬂ[? (Hévh/ q) = a?(vh, q) Vl] € IPZ(K)/

(304, q))k = ((vn,9))x Vg € P1(K),

con

al (w,v) := /KDzw : D*>vdx  Vw,v € H*(K)

NY
((@n,Pn))x = ;%(Vz‘)%(w), Yon, ¢ € C°(IK),
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donde D?%v denota la matriz hessiana de v yvi,1<i< N{f, siendo los vértices
de K.

Observamos que el operador I3 estd bien definido en Wf y, lo mds importante,
para todo v, € VNV;If el polinomio 150, se puede calcular usando solo los valores
de los operadores D y D, calculado sobre v;,. Esto sigue facilmente al integrar por
partes (ver [3]).

De manera similar, definimos el proyector ITY : VK — Py (K) C VK para cada

7, € VK como la solucion de las siguientes ecuaciones del sistema local

ag (1Y t,9) = ag (t,q) Vg € P1(K),

(1Y 1, Dax = (T, 1)ak-

Observamos que el operador I1) estd bien definido en 17;{( y, como antes, para todo
7, € VK el polinomio T1Y 7, se puede calcular usando solo los valores de los opera-
dores D3 calculado sobre 13, que se sigue de una integracién por partes (ver [1]).

A continuacién, presentamos nuestros espacios virtuales locales mejorados esta-

blecidos en [3] y [1], respectivamente:

WK = {vh c WK /K(vah —v)g=0 Vge ]PZ(K)} ,

VK .= {Th cvk: /K(Hlvrh —T7,)g=0 Vg€ lPl(K)}.

Esté claro que WK x VK C WK x VK. Asi, los operadores lineales I y IT) estén
bien definidos en WX y VK, respectivamente.

En el Lema 2.1 de [3] se ha establecido que el conjuntos de operadores Dy y
D, constituye un conjunto de grados de libertad para el espacio WX. Ademas, el
conjunto de operadores D3 constituye un conjunto de grados de libertad para el

espacio V,{< (ver [1]).



3.3. Problema discreto 49

También tenemos que P>(K) x IP1(K) € WK x VK. Esto garantizara las buenas
propiedades de aproximacién de los espacios.
Por otro lado, definimos el proyector L?—ortogonal estdndar en Px(K), k = 1,2

de la siguiente manera.
I : [2(K) — Py(K); /(ngv _o)gdx =0 VgePy(K), k=12 (3.23)
K

Ahora, en [1, 3] se estableci6 que Hgvh = H?vh y H(l)Th = Hlv Ty, para todo vy, € W;If,
y para todo 7, € VK.
Ahora, para cada descomposicion 7, de (2 en poligonos simples K, introducimos

el espacio producto Hj, := W, x V},, donde
Wyi={o, e W:olk e WY vy W i={1, €V 7k € VXL

Se da un conjunto de grados de libertad para IH;, por todos los valores puntuales
de v, y 13, en todos los vértices de 7, junto con todos los valores puntuales de Vv,
en todos los vértices de T},.
A continuacién, analizamos la construccion de la version discreta de las formas
A

locales. Con este fin, consideramos s¢ (-, -) y sy (-, -) cualquier forma bilineal definida

positiva simétrica que satisfaga:

al (o, o) < R (v, o) < aR(oy,v,) Vo, € WK Nker(I15),

~<

ag(Th,Th) < SE(T;,,T;,) Sag(m,m) YV, € VhKﬂker(Hlv).

Luego, definimos las formas discretas Ay (-, -) : Hy x Hy, - R,y F,(+) : W, = R

como sigue

Ay ((wy,up), (o5, 1)) = ay(wp, o) + ay (g, 7,) + ad(wy, 7,)

= 2 {aﬁlK(wh, Uh) + Q;Y,K(uh,Th) + aglK(wh, Th)},

Fion) = ¥ Fux(on) o= — 1 [ 1810y, (3:24)

KeTy, KeTy,
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para todo (wy, up,), (on, 7) € Hy, donde af ((-,-), ay(-,-), y a ((-,-) son formas

bilineales locales definidas por

A K K LA S ATTA A A A A
apx Wy X Wit = R; ay g (wy, vp) = ag (Iywy, TI3oy) + sg (wy, — Tywy, v, — T30y),

(3.25)

V .k vk .V R VY v v v v
ay g Vi x Vi = R; ap) g (up, ) = ag (T up, T 5,) + sg (uy — T uy, 5, — Ty 1),

(3.26)

a2,1< WK X VK S R; aglK(wh,Th) = a% (Mwy, T 1,). (3.27)

Ahora, como es habitual en la teoria del elemento virtual, necesitamos establecer las
propiedades de consistencia y estabilidad para las formas bilineales locales definidas
en (3.25), (3.26) y (3.27). Dado que la prueba se puede obtener a partir de argumentos

estdndar en la literatura VEM, se omite.

Proposicién 3.3.1. Las formas locales ”ﬁ,K(‘/ ), ahV,K(-, ),y a) (-, +) en cada elemento K

satisface las siguientes propiedades

» Consistencia: para todo h > 0 y para todo K € T, tenemos que

aﬁ,K(vh,q) = aﬁ(vh,q) Vg € Py(K) Vo, € W,f, (3.28)

ahv,K(Th,q) = aZ(Th,q) Vg e P1(K) V1, € V,f<, (3.29)

» Estabilidad y acotamiento:

aR (v, vp) < a;Al/K(vh,vh) < aR(vy, o) Yo, € WK Nker(T13), (3.30)

ay (T, ) < aZK(Th, ) < ay (T, ™) V1, € VKN ker(ITY). (3.31)

Ahora, estamos en condiciones de escribir la discretizacién con elementos vir-

tuales del Problema 3.2.2.

Problema 3.3.1. Hallar (wy,, uy,) € Hy, tal que

An((wn, un), (on, ) = Fu(on)  V(vn, ) € Hy. (3.32)
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En la siguiente seccién probaremos el buen planteamiento del problema discre-

to 3.3.1. Con este objetivo, presentamos a continuacion la version discreta del Le-

ma 3.2.1.

Lema 3.3.2. Las formas bilineales locales a’ (-, -),a) (-, -) y ad(-, -) satisfacen las siguientes

propiedades .
|ai (wi, on)| < |lwill2,0llor] 2.0, (3.33a)
lay ()| S Nowllualltlo, (3.33b)
|”2(whz7h)| S w20l 1,0, (3.33¢)
onll5.0 < ap (on,on), (3.33d)
un| 3o S ay (up, up). (3.33¢)

Demostracién. La prueba se puede obtener siguiendo los mismos argumentos que se

aplican para probar el Lema 3.2.1 unido a la proposicién 3.3.1. O

3.3.3. Buen planteamiento del problema discreto

En esta secciéon presentamos el buen planteamiento del Problema discreto 3.3.1.
Para obtener eso, procederemos como el caso continuo. De hecho, nosotros vamos a
descomponer la formulacién variacional discreta (3.32) en los siguientes problemas

discretos:

= Hallar w), € W), tal que

aﬁ(wh, Uh) = Fh(vh),Vvh e W, (334)

= Hallar u;, € V), tal que

ahv(uh, Th) = —ag(wh, Th),VTh e V. (3.35)

El Teorema de Lax-Milgram y las estimaciones (3.33a) y (3.33d) implican la solucién
tnica de la formulacién variacional discreta (3.34). A continuacién, aplicando nue-

vamente el Teorema de Lax-Milgram y las desigualdades (3.33b), (3.33c) y (3.33e)
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obtenemos la solucién tnica u;, € Vj, del problema discreto (3.35). Asi, obtenemos la

version discreta del Teorema 3.2.2 como sigue.

Teorema 3.3.3. Dado f € L?(Q), entonces existe una tinica (wy,u,) € Hy, tal que el

problema 3.3.1 se cumple.

3.4. Convergencia y estimativos del error

En esta seccién probaremos que
[ (@, u) = (wn, un)| i — 0

cuando i — 0y establecer estimaciones de error.
Con este fin, en primer lugar, introducimos la definicién de la seminorma que-

brada.

w7, =Y |olfx Vo€ L*(Q),vk € H(K) 0=1,2.
KeTy,
Luego, para cualquier v, T € L?(Q) tal que v|x € H*(K) y |k € H'(K) para todo

K € Ty, definimos 13, y ITY,, en L?(Q)) de la siguiente manera

(T19,0) [k := 113 (v|x), VK€ Ty, (3.36)

(I, D) |k ==Y (t|x), VK € Ty (3.37)

Ahora, presentamos algunos resultados de interpolacion preliminares bien cono-
cidos en la literatura de los métodos de elementos virtuales que serdn necesarios pa-
ra probar la convergencia del problema discreto (3.32). Empezamos con el siguiente
resultado sobre poligonos estrellados, que se deriva por interpolaciéon entre espacios
de Sobolev (ver por ejemplo [26, Teorema I.1.4]). Mencionamos que este resultado ha
sido declarado en [44, Proposicion 4.2] para valores enteros y se deriva de la teoria

clasica de Scott-Dupont, véase [9].
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Proposicién 3.4.1. Si se cumple el supuesto A1, entonces por cada v € H°(K) existe

vy € Pr(K), k > 0 tal que
10— vrlox S Yolsxk 0<6<k+1,£=0,...,[d],

donde [6] denota el entero mds grande menor o igual que 6 € R.

Los siguientes son resultados de interpolacion en los espacios virtuales Wy, y Vj,.

La prueba se puede consultar en [11, 3] y [44, 36], respectivamente

Proposicién 3.4.2. Suponga que A1-A2 se satisfacen, sea w € H®(Q) con ¢ € [2,3].

Entonces, existe w; € Wy, tal que
lw —willoa SH fwlen,  £=0,1,2.

Proposicién 3.4.3. Suponga que A1-A2 se satisfacen, Sea u € H'*(Q) con t € (0,1].

Entonces, existe u; € Vy, tal que

lu —urlli0 S hulio.

Finalmente, el siguiente resultado establece un estimativo para el proyector I3,

(cf. (3.36)).

Lema 3.4.4. Sea v), € Wy, entonces

lon — T4onlloa < K lonll20.

Demostracién. La prueba se puede comprobar en [37, Lemma 3.5]. O

Ahora, estamos en posicién de probar la convergencia de nuestro esquema dis-

creto (3.32).

Proposicion 3.4.5. Sea (w,u) € H la solucion del Problema 3.2.2, y sea (wy, uy) € Hy la

solucion del Problema 3.3.1. Entonces la siguiente estimacion se cumple

l|w — wpl0 + |1 — w10 S BN |00
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Paraalqiins € (1/2,1]yt € (0,1).

Demostracién. Dadas f € L?(Q), (w,u) € Hy (wy, u;) € Hj, las soluciones tinicas de
los problemas 3.2.2 y 3.3.1, respectivamente. Luego, a partir de estimaciones (3.18),
existe (wy, u;) € Hy tal que las proposiciones 3.4.2 y 3.4.3 son verdaderas. Ahora,

una aplicacion de la desigualdad triangular permite

llw —wp|2,0 S [|lw— w20 + [|wr —wil|20, (3.38)

u —upll,0 S [Ju—urllya + [lur — unll2,0- (3.39)

A continuacién, definimos v, = wy, — w; € W, luego de la elipticidad de las

formas bilineales a{ (-, -) (cf. (3.33d)) tenemos

|l —wi|3.0 = llonl 3.0 S ai (0r, 01) (usar Op = Wy — w1>
= ap (wy — wy,vy) = ay (wy, vp,) — ay (wr, o) (aplicar(3.34))

= Fy(on) — Z ”}%K(wl, Up) (sumar + wn)
KeT;,

=Fy(on) — ) {aﬁ/K(wI — Wx,vp) + aﬁ/K(wn, vy) } (usar (3.28))
KeTy,

= F,(vp,) — Z {aﬁ,K(wI — W, ) + aR(wy, op) } <sumar + w)

KeTy,
= Fu(on) — Y {apx(wr —wr, o) + a(wr —w,0p) } + ag(w,vy) } (usaf (3~16)>
KeT,
= Fy(v) — F(up) + Z aﬁ,K(mT —wy, o) + Z ag(w — wy, on) }, (3.40)
\_}’_l KeT, KeTy,
1
Tz TS

donde hemos considerado u,; € L2(Q) tal que ur|x € P2(K), VK € T}, y Proposi-
cién 3.4.1 se cumplen.
Ahora, vincularemos los términos T, T y T3. De hecho, para el término T; usa-

mos las estimaciones (3.24),(3.10), y la definicién del operador 1‘[8 dos veces para
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obtener

UED M RIS R o RS TCN

KeT, KeTy,
= K%/K{(f— I119£) (v — IT90y,) }.

A continuacién, aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tomamos la suma
sobre K € T, usamos el hecho de que IT3v;, = 150, y aplicamos el Lema 3.4.4 enla

igualdad anterior para deducir

i < Y 181 = flloxllon — vnllox S IT3f — flloallon — 115,04 [0
KeT,

S| flloal[on] l2,0- (3.41)

Por otro lado, para el término T, aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

(3.30), sumamos K € 7j, sumamos +w y [25, Teorema 2.31]) para obtener

T < Z aﬁ,K(wn —wr,op) S Z aﬁlk(mr — Wy, Wy — wl)l/zaﬁlk(vh,vh)l/2

KeT, KeT,

S Y lor—wibxlonlak S lwr = wilballonllaa S (Jwx = w+w = wilan) [oxlo
KeT,

S ([ = walap + [ = wilba) lloul 20
Entonces, de las Proposiciones 3.4.1 y 3.4.2 y Lema 3.2.3 tenemos
L S Pllwll24sa S I flloallonl l2.0- (3.42)

Para el término T3, aplicamos argumentos similares a los aplicados para estimar

(3.42) y asi podemos deducir

T3 S Fl|w||24s0 S B flloallvnl 2.0 (3.43)
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Por lo tanto, de (3.40), (3.41), (3.42), (3.43), y dividiendo por ||v||2,q tenemos la si-

guiente estimacion

|wy — will2,0 S F|flloq- (3.44)

Finalmente, aplicamos la Proposicion 3.4.2 sobre la estimacién (3.38), y luego usamos

la estimacion (3.44) para implicar

l|w — w20 S HIf]loo- (3.45)

Ahora, la estimacion (3.39) se puede obtener con los mismos argumentos que los
aplicados para probar (3.38) (para 7, := u, — u; € V) en este caso). Por lo tanto,

podemos concluir la siguiente estimaciéon

[l —upllL,a S B flloq- (3.46)

Por tanto, la demostraciéon se completa a partir de las estimaciones (3.45) y (3.46).
O
3.4.1. Estimaciones del error en L?(Q))

En esta seccion usaremos los argumentos de dualidad para establecer estimacio-

nes en L2(Q)) de nuestro esquema discreto (3.32).

Teorema 3.4.6. Sea (w,u) € H la solucién del Problema 3.2.2, y sea (wy,, uy) € Hy, la

solucién del Problema 3.3.1. Entonces, se cumple el siguiente resultado

[l = willoa S #* (IIflloa+ fl)

[ = wnllo S H*IIflloa + 1 (I fllon + |flis)-
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Demostracion. Consideremos el siguiente problema bien planteado. Encuentre ¢ €

W tal que
a®(¢,0) = a®(w — wy, v), Yo e W.

Es bien sabido que ¢ € H>*$(Q) tal que ||¢||24s0 < ||w — wyp||o,0, donde s € (1/2,1)
si () es un dominio no convexo, y s = 1 cuando () es un dominio convexo (ver por
ejemplo [27]). Entonces, elegimos ¢, € L2(Q) tal que ¢rlx € Po(K) VK € Ty y
consideramos ¢; € W, tales que las Proposiciones 3.4.1 y 3.4.2 son verdaderas. A

continuacién, obtenemos los siguientes calculos

|lw —wy[§ 0 = a® (¢, w — wy) = a®(w — wy, @ — 1) + a®(w, 1) — a®(wy, 1)
= a®(w —wy, ¢ — 1) + a® (w, ¢r) — a3, (wn, ¢r) + aj (wy, 1) — a®(wy, ¢1)

= a®(w — wy, ¢ — 1) + F(¢pr) — Fy(pr) + ap (wy, ¢1) — a®(wy, 1)

A continuacién, siguiendo argumentos similares a los aplicados en [15, Teore-

ma 5.1]), junto con las Proposiciones 3.4.1, 3.4.2 para ¢ € H>"*(Q)) obtenemos

1/2
o —willoa SE{IfIBa+ ¥ 1Bk} =r(Iflloa+Ifln).  G47)

KeT,

Por otro lado, empleamos los argumentos de dualidad una vez més para obtener
un resultado estimado para u en L?>— norma. En efecto, consideramos el siguiente

problema bien planteado. Encuentre z € Vj tal que
av(z,7) = a’(u —uy, 1), VT e W. (3.48)

Es bien sabido que z € H'**(Q) con t como en la observacién 2, y

zlli0 S |u — uplloa, - (3.49)
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entonces, de las proposiciones 3.4.1 y 3.4.3 existen z; € L2(Q) y z; € V}, tales que

|z = zzlin S HI2ll11e0s (3.50a)

|z = z1l1,0 S Hlz[hih0- (3.50b)

A continuacién, para probar la formulacién variacional (3.48) con T := u — uy, €

Vo, sumando y restando el término z, usando (3.17), y (3.35) obtenemos

||u — uhH(zm =aV(z,u—uy) =av(z—zpu—uy)+a"(z,u) —a” (z1,up)

= av(z —Z,U— Mh) - ao(w,zl) - av(uhlzl)

Viz —zp,u—up) +a)(wp,z1) — a®(w, z1) +ay (up, z1) —a” (up, 1) .

T4 T5 T6

(3.51)

Ahora, vincularemos los términos Ty, I5 y Ts. De hecho, para el primer término

usamos estimaciones (3.15b), (3.50b), Proposicién 3.4.5, y (3.49) para obtener
Tu S |2l l1e0l™™ | flloa S 72| flloallu = unlloo- (3.52)
Para el término T5 tenemos los siguientes calculos

Ts = al)(wy, z1) — a°(w, z1)

= Z (ag,K(wh/ZI) —a%(w,zﬁ) usar (3.27)

KeT,

=) (a%(ngh,H?zl) —a%(w,z;)) aplicar(3.23)
KeTy,

=) (a%(wh,H?zl) - a%(w,zﬂ) sumar =+ zj
KeT,

=) (a%(wh,ﬂ(l)m —z1) +a¥(wy, — w, zl)> usar (3.23) y sumar +z
KeTy,

=) (a%(wh — 0wy, THz; — z;) + a%(wy, — w,z; — z)
KeTy

+ a%(wh — w,z))
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En la igualdad anterior sumamos +I1%z y 4z, aplicamos la Proposici6n 3.4.1, suma-

mos K € 7Tj, aplicamos la Proposicién 3.4.5 y estima (3.47), (3.18) para obtener

Ts=)_ (a%(wh — 0wy, 119(z; — 2) + Iz — 2) + (z — z1))
KeT,

+a%(wy, — w, 21 — z) + a%(wy, — w,z))

S Hllwil 20 (2112 = zilloa + 112 = M8zlloq ) + Il = willoa(llz = zilloa + lIzllon)
S HllwnlloohlIzl s + 12 (1 flloa + | flus) Izl 1+e0

S W willzallu = wlloa + 12 (11 flloa + 1l ) 1t = uslloo

S (11 oa + 1= (11 lloa + f1n) ) lu = willoo: (3.59)

Ahora, para el término Ts sumamos y restamos 1, := H?u, y aplicamos la pro-
piedad de consistencia (3.29), luego sumamos £z, := H‘l)z, y usa (3.29) una vez mds

para obtener

To = ay (up,z1) —a” (up, z1) = Y. (Q;Y,K(”hzzl) - az(uh,zl)>
KeTy,

— 2 (a,ZK(uh —Ug,z1) + aIY(u7r - uh,zl)>
KeTy,

=) (“}Y,K(“h — U,z — Z5) + ay (g — up, zp — zn)).
KeTy,

A continuaci6n, usamos el hecho de que a¥ (-, -) y aY (-, -) estdn acotados. Agregamos
los términos +u, £z, y al aplicar la Proposicién 3.4.5 conjunta con las estimaciones

(3.50a), (3.50b) y (3.49) se tiene que
To S 1|zl 0™ || flloa S #21|flloal i — il loq. (3.54)

Por lo tanto, de (3.51) y (3.52),(3.53) y (3.54) tenemos

= up[fo S <h2t||f|\0,0 + h* <’|f||0,0 + \f|1,h>> [|u —upllo,q-
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Finalmente se sigue que

00 S H|f

00 +h* (| f

|lu — up| 0,0+ |f

)

3.5. Resultados numéricos

Presentamos en esta seccion los resultados de algunas simulaciones numéri-
cas realizadas con el esquema discreto 3.3.1, que confirman los resultados teéricos
(3.4.1),(3.4.2),(3.4.3),(3.4.4),(3.4.5),(3.4.6). El método numérico se ha implementado
en un cédigo MATLAB.

Para comparar nuestros resultados con los presentados en la literatura de mé-
todos numéricos para problemas de sexto orden hemos considerado el dominio

computacional () como sigue:
Dominio cuadrado: Qg := (0,1) x (0,1).

Por otro lado, hemos probado el método utilizando diferentes familias de mallas
poligonales (ver Figura 3.1):

» ()7: mallas rectangulares;

. QZ: mallas triangulares;

» (" mallas hexagonales hechas de hexdgonos convexos;

» (f7: mallas trapezoidales.

Hemos utilizado refinamientos sucesivos de una inicial malla (ver Figura 3.1).
Los parametros de refinamiento N y Nk utilizados para etiquetar cada malla son el
numero de elementos en cada borde de (g, y el ntimero de poligonos dentro del do-

minio computacional, respectivamente. Ademads, definimos los errores individuales
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FIGURA 3.1: Mallas de muestra: (), (arriba a la izquierda), sz (arriba
a la derecha), Qﬁh (abajo a la izquierda) y Q)j* (abajo a la derecha).

por:

e (T, m) = |t = wlloa, e (T, ) = |t — L) 5l VT e H{(Q), VY1, eV,

(3.55)

donde, el proyector I'T)’ se defini6 en (3.37). Hemos calculado las tasas experimenta-

les de convergencia para cada error individual de la siguiente manera:

Viy/ev(
V()= log(e,(-)/ &, ( ))/ (3.56)
log(Ndof/NdOf)
donde el subindice x € {0,1} y Naof, Ndof denotan los grados de libertad de las
respectivas descomposiciones poligonales con errores respectivos ey (-) and ().

A continuacién presentamos las pruebas numéricas para ambas condiciones de

frontera (SSBC) y (CBCQ).
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TABLA 3.1: Prueba 1 Errores y tasas de convergencia experimental

eOV ,elv, y 1‘0V , rclv, respectivamente, (cf. (3.55) y (3.56) ) de la solucién

discreta del problema eliptico de sexto orden.

Qg N eOV roV elv r1v
1.6000e+01 1.7283e-08 - 3.1211e-07 -
Q;  3.2000e+01 1.4472e-09 3.5780e+00 1.5032e-07 1.0540e+00
6.4000e+01  3.2490e-10 2.1552e+00 7.4828e-08 1.0064e+00
1.2800e+02 8.4917e-11 1.9359e+00 3.7367e-08 1.0018e+00
1.6000e+01 2.9810e-08 - 3.6195e-07 -
QZ”‘ 3.2000e+01 5.1441e-09 2.6489e+00 1.6279e-07 1.2047e+00
6.4000e+01 1.0921e-09 2.2861e+00 7.9392e-08 1.0593e+00
1.2800e+02 2.4972e-10 2.1527e+00 3.9450e-08 1.0203e+00
1.6000e+01 1.9588e-08 - 3.3842e-07 -
Q};Z 3.2000e+01 1.7924e-09 3.4500e+00 1.6454e-07 1.0404e+00
6.4000e+01 3.5197e-10 2.3484e+00 8.2284e-08 9.9978e-01
1.2800e+02 9.0192e-11 1.9644e+00 4.1148e-08 9.9978e-01
1.6000e+01 1.1269e-08 - 3.3429e-07 -
QIZ 3.2000e+01 2.9443e-09 1.9364e+00 1.6773e-07 9.9495e-01
6.4000e+01 7.4865e-10 1.9755e+00 8.3949e-08 9.9858e-01
1.2800e+02 1.8801e-10 1.9934e+00 4.1985e-08 9.9965e-01

3.5.1.

Las condiciones de contorno (SSBC)

Para comparar nuestros resultados con los que existen en la literatura (ver por
ejemplo [21]) hemos considerado dos pruebas para resolver las ecuaciones diferen-

ciales parciales de sexto orden (3.4a)-(3.4b).

Test 1

En este ejemplo hemos considerado f de modo que la solucién exacta de (3.4a)-

(3.4b) viene dada por

u(x,y) =2y’ (1-x)°(1—y)°.

Reportamos en Table 3.1 los errores definidos en (3.55) y las correspondientes tasas
experimentales de convergencia para cada una de las diferentes mallas. En todos los
casos observamos convergencia cuadratica para el primer error y convergencia lineal
para el segundo error. El esquema numérico presentado es robusto con respecto a las
mallas utilizadas y los 6rdenes de convergencia demostrados en la teoria resultan
Optimos segtin los experimentos numéricos realizados.

La figura 3.2 ilustra la solucién exacta u del problema (3.4a)-(3.4b), y la solucién

aproximada u, calculada con el esquema de elementos virtuales estudiado en este
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trabajo para las condiciones de contorno (SSBC).

U %107 uy <107

x10°8 %107

0.8
06
04

02

FIGURA 3.2: Soluciones exactas y aproximadas u y u;, para Test 3.5.1.

Test 2

En esta prueba numérica hemos elegido f para que la solucién exacta del sistema

(3.4a)-(3.4b) esté dada por
u(x,y) == (" +e)xy’(1 —x)°(1 — y)°.

Tabla 3.3 confirma una vez més el orden cuadratico de convergencia en L?>— nor-
ma para u y un orden lineal en H!—seminorma. Ademas, la Figura 3.3 muestra la

solucién exacta y aproximada de los problemas 3.2.2 y 3.3.1 para el presente caso.

3.5.2. The (CBC) conditions

Una vez mds presentamos dos ejemplos numéricos para confirmar los resultados
tedricos cuando se consideran las condiciones (CBC). Mas precisamente, hemos ele-
gido dos funciones f para que las soluciones exactas de (3.19a)-(3.19b) estén dadas

por

u(x,y) == x%°(x = 1)°(y — 1)°.

u(x,y) := (%e" + cosy) x8y8(x —1)%(y — 1)°.
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TABLA 3.2: Prueba 2: Errores y tasas de convergencia experimental

eoV ,elV y rOV , rlv, respectivamente, (cf. (3.55) y (3.56) ) de la solucién

discreta al problema eliptico de sexto orden.

Qg N eoV rOV 61V rlV
1.6000e+01  6.4209e-08 - 1.0436e-06 -
Q;  3.2000e+01 5.0370e-09 3.6722e+00 4.9853e-07 1.0658e+00
6.4000e+01 1.0716e-09 2.2328e+00 2.4814e-07 1.0065e+00
1.2800e+02 2.8071e-10 1.9326e+00 1.2392e-07 1.0018e+00
1.6000e+01  1.0345e-07 - 1.2092e-06 -
QZ”‘ 3.2000e+01 1.7521e-08 2.6770e+00 5.4102e-07 1.2125e+00
6.4000e+01 3.6673e-09 2.3071e+00 2.6382e-07 1.0595e+00
1.2800e+02 8.3236e-10 2.1635e+00 1.3110e-07 1.0203e+00
1.6000e+01  7.1920e-08 - 1.1314e-06 -
Q};Z 3.2000e+01 6.2744e-09 3.5188e+00 5.4573e-07 1.0519e+00
6.4000e+01 1.1663e-09 2.4275e+00 2.7287e-07 9.9998e-01
1.2800e+02 2.9796e-10 1.9687e+00 1.3646e-07 9.9978e-01
1.6000e+01 3.7242e-08 - 1.1051e-06 -
QIZ 3.2000e+01 9.6923e-09 1.9420e+00 5.5435e-07 9.9534e-01
6.4000e+01 2.4662e-09 1.9746e+00 2.7744e-07 9.9860e-01
1.2800e+02 6.1952e-10 1.9931e+00 1.3875e-07 9.9965e-01

Tables 3.3 y 3.4 informan los errores en la norma L? y H!— seminorma para las
soluciones discretas calculadas con el esquema de elementos virtuales considerando
( CBCO) condiciones. Puede ser que el orden de convergencia para u esté de acuerdo

con los resultados presentados en Proposicién 3.4.5 y Teorema 3.4.6.

u x10°8 u, X108

%1078 %1078

>
>
o

©

~

FIGURA 3.3: Soluciones exactas y aproximadas u y uy, para Test 3.5.2.

and the problem of clamped boundary conditions

—Nu=f inQ
S (3.57)

u=-—=~Au=0 onoQ,
on
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TABLA 3.3: Prueba 3: Errores y tasas de convergencia experimental

ey ey, y 1y,

v

discreta al problema eliptico de sexto orden.

respectivamente, (cf. (3.55) y (3.56) ) de la solucién

Qg

N

v
40

v
Iy

v
€

v
Iy

0,

1.6000e+01
3.2000e+01
6.4000e+01
1.2800e+02

1.8812e-09
1.7416e-10
2.7103e-11
6.1593e-12

3.4331e+00
2.6839e+00
2.1376e+00

2.2012e-08
1.0143e-08
5.0349e-09
2.5133e-09

1.1179e+00
1.0104e+00
1.0024e+00

hex
Qh

1.6000e+01
3.2000e+01
6.4000e+01
1.2800e+02

9.7184e-10
2.6737e-10
6.8457e-11
1.7272e-11

1.9457e+00
2.0098e+00
2.0091e+00

2.3407e-08
1.0965e-08
5.3468e-09
2.6544e-09

1.1433e+00
1.0594e+00
1.0217e+00

tz
Qh

1.6000e+01
3.2000e+01
6.4000e+01
1.2800e+02

1.7846e-09
1.7988e-10
2.8931e-11
6.5625e-12

3.3105e+00
2.6364e+00
2.1403e+00

2.3260e-08
1.1078e-08
5.5346e-09
2.7675e-09

1.0701e+00
1.0012e+00
9.9988e-01

1.6000e+01
3.2000e+01
6.4000e+01
1.2800e+02

8.1698e-10
2.0093e-10
5.0308e-11
1.2587e-11

2.0236e+00
1.9979e+00
1.9988e+00

2.2436e-08
1.1271e-08
5.6423e-09
2.8220e-09

9.9322e-01
9.9825e-01
9.9957e-01

TABLA 3.4: Prueba 4: Errores y tasas de convergencia experimental

v

€y ,elv,

discreta al problema eliptico de sexto orden.

y rOV , rlv, respectivamente, (cf. (3.55) y (3.56) ) de la solucién

Qg

N

v
40

v
Iy

v
€

v
Iy

0,

1.6000e+01
3.2000e+01
6.4000e+01
1.2800e+02

2.8762e-09
2.6708e-10
4.1797e-11
9.5161e-12

3.4288e+00
2.6758e+00
2.1350e+00

3.3965e-08
1.5668e-08
7.7775e-09
3.8823e-09

1.1163e+00
1.0104e+00
1.0024e+00

hex
Qh

1.6000e+01
3.2000e+01
6.4000e+01
1.2800e+02

2.8762e-09
2.6708e-10
4.1797e-11
9.5161e-12

3.4288e+00
2.6758e+00
2.1350e+00

3.6149e-08
1.6926e-08
8.2520e-09
4.0964e-09

1.1440e+00
1.0598e+00
1.0218e+00

tz
Qh

1.6000e+01
3.2000e+01
6.4000e+01
1.2800e+02

2.7067e-09
2.7337e-10
4.4518e-11
1.0139%e-11

3.3076e+00
2.6184e+00
2.1345e+00

3.5892e-08
1.7130e-08
8.5588e-09
4.2798e-09

1.0671e+00
1.0011e+00
9.9988e-01

1.6000e+01
3.2000e+01
6.4000e+01
1.2800e+02

1.2632e-09
3.1112e-10
7.7914e-11
1.9496e-11

2.0215e+00
1.9975e+00
1.9987e+00

3.4705e-08
1.7435e-08
8.7283e-09
4.3654e-09

9.9315e-01
9.9824e-01
9.9957e-01
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CONCLUSIONES Y TRABAJO
FUTURO

Analizamos y aplicamos dos métodos de elementos virtuales para aproximar la
solucién de dos problemas de valores en la frontera usando el método de Ciarlet-
Raviart, a saber: el problema de vibracién de una placa delgada simplemente apo-
yada y modelada con las ecuaciones de Kirchhoff-Love; y un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales elipticas de sexto orden.

Inspirados en el método de Ciarlet-Raviart, las ecuaciones diferenciales de cuar-
to orden (2.1) que modelan la placa delgada de Kirchhoff-Love, son reescritas como
un par de sistemas de EDP de segundo orden. Con lo cual, en la primera parte de
este trabajo, se propuso un esquema de elementos virtuales libre de estabilizacién
de tipo CY para aproximar el espectro del modelo de vibracién de una placa delga-
da Kirchhoff-Love simplemente apoyada. Se establecieron éptimas estimaciones del
error y 6rdenes de convergencia del método numérico desarrollado.

En la segunda parte del trabajo estudiamos el problema eliptico de sexto orden
con dos tipos de condiciones de contorno: sujeta y simplemente apoyada. Aplican-
do una vez maés los argumentos como en el método de Ciarlet-Raviart, para pasar
de un sistema de ecuaciones de sexto orden a uno de cuarto orden. Se introdujo
una incégnita auxiliar w := Au y se propuso una formulacion débil en el espacio
de Sobolev H? x H!. Se realiz6 un analisis riguroso de la convergencia del método
usando una discretizacién de elementos virtuales C! x C° para aproximar las solu-
ciones de la formulacién débil. Finalmente, se reportaron varios ejemplos numéricos

que ilustran el 6ptimo rendimiento del método de elementos virtuales.
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Trabajo futuro

1. Implementar computacionalmente el método numérico estudiado para el pro-

blema de vibracién de una placa delgada.
2. Usar los c6digos para resolver problemas de aplicacién.

3. Derivar e implementar computacionalmente estimaciones de error a posteriori

de los métodos numéricos desarrollados en esta tesis.



69

Bibliografia

[1]

2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

B. Ahmad y col. <Equivalent projectors for virtual element methods». En: Com-

put. Math. Appl. 66.3 (2013), pags. 376-391.

P. F. Antonietti, G. Manzini y M. Verani. «The conforming virtual element
method for polyharmonic problems». En: Comput. Math. Appl. 79.7 (2020),
pags. 2021-2034.

P. F. Antonietti y col. «A C! virtual element method for the Cahn-Hilliard equa-

tion with polygonal meshes». En: SIAM |. Numer. Anal. 54.1 (2016), pags. 34-56.

Paola F. Antonietti y col. «A review on arbitrarily regular conforming vir-
tual element methods for second- and higher-order elliptic partial differential

equations». En: Math. Models Methods Appl. Sci. 31.14 (2021), pags. 2825-2853.

Arthur S. Benson y J. Mayers. «General instability and face wrinkling of
sandwich plates - Unified theory and applications.» En: AIAA Journal 5.4 (),
pags. 729-739.

Stefano Berrone, Andrea Borio y Francesca Marcon. «Lowest order stabiliza-
tion free virtual element method for the poisson equation». En: arXiv preprint

arXiv:2103.16896 (2021).

H. Blum y R. Rannacher. «On the boundary value problem of the biharmonic
operator on domains with angular corners». En: Math. Methods Appl. Sci. 2.4

(1980), pags. 556-581.

Susanne C Brenner, Peter Monk y Jiguang Sun. «C interior penalty Galer-
kin method for biharmonic eigenvalue problems». En: Spectral and High Or-

der Methods for Partial Differential Equations—-ICOSAHOM 2014. Springer, 2015,

pags. 3-15.



70 Bibliografia

[9] Susanne C. Brenner y L. Ridgway Scott. The Mathematical Theory of Finite Ele-
ment Methods. Springer, New York, 2008.

[10] Haim Brezis. Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equa-

tions. Springer, New York, 2011.

[11] Franco Brezzi y L. Donatella Marini. «Virtual element methods for pla-
te bending problems». En: Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 253 (2013),
pags. 455-462.

[12] Claudio Canuto. «A hybrid finite element method to compute the free vi-
bration frequencies of a clamped plate». En: RAIRO Anal. Numér. 15.2 (1981),
pags. 101-118.

[13] Shuhao Cao, Long Chen y Ruchi Guo. «A virtual finite element method for
two-dimensional Maxwell interface problems with a background unfitted

mesh». En: Math. Models Methods Appl. Sci. 31.14 (2021), pags. 2907-2936.

[14] Sun-Yung Alice Chang. «Conformal invariants and partial differential equa-

tions». En: Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.) 42.3 (2005), pags. 365-393.

[15] Claudia Chinosiy L. Donatella Marini. «Virtual element method for fourth or-
der problems: L2-estimates». En: Comput. Math. Appl. 72.8 (2016), pags. 1959-1967.

[16] Philippe G. Ciarlet. The Finite Element Method for Elliptic Problems. SIAM, 2002.

[17] Philippe G Ciarlet y Pierre-Arnaud Raviart. «A mixed finite element method
for the biharmonic equation». En: Mathematical aspects of finite elements in partial

differential equations. Elsevier, 1974, pags. 125-145.

[18] E Dassi y L. Mascotto. «Exploring high-order three dimensional virtual
elements: bases and stabilizations». En: Comput. Math. Appl. 75.9 (2018),
pags. 3379-3401.

[19] F Dassiy G. Vacca. «Bricks for the mixed high-order virtual element met-
hod: projectors and differential operators». En: Appl. Numer. Math. 155 (2020),
pags. 140-159.

[20] C. W. Dekanski. Design and analysis of propeller blade geometry using the PDE
method. Ph.D. Thesis, University of Leeds. 1993.



Bibliografia 71

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

Jérdme Droniou y col. «A mixed finite element method for a sixth-order elliptic

problem». En: IMA ]J. Numer. Anal. 39.1 (2019), pags. 374-397.

Gabriel N Gatica. Introduccién al Andlisis Funcional: Teoria y Aplicaciones. Rever-

té, 2014.

Gabriel N. Gatica, Mauricio Munar y Filander A. Sequeira. «A mixed virtual
element method for a nonlinear Brinkman model of porous media flow». En:

Calcolo 55.2 (2018), Paper No. 21, 36.

Gabriel N. Gatica, Mauricio Munar y Fildnder A. Sequeira. «A mixed virtual
element method for the Navier-Stokes equations». En: Math. Models Methods

Appl. Sci. 28.14 (2018), pags. 2719-2762.

Filippo Gazzola, Hans-Christoph Grunau y Guido Sweers. Polyharmonic boun-
dary value problems. Vol. 1991. Lecture Notes in Mathematics. Springer-Verlag,

Berlin, 2010, pags. xviii+423.

Vivette Girault y Pierre-Arnaud Raviart. Finite Element Methods for Navier-

Stokes Equations. Springer-Verlag, Berlin, 1986.
Pierre Grisvard. Elliptic Problems in Non-Smooth Domains. Pitman, Boston, 1985.

Thirupathi Gudi y Michael Neilan. «An interior penalty method for a sixth-
order elliptic equation». En: IMA |. Numer. Anal. 31.4 (2011), pags. 1734-1753.

Jianguo Huang, Ling Guo y Zhongci Shi. «Vibration analysis of Kirchhoff pla-
tes by the Morley element method». En: J. Comput. Appl. Math. 213.1 (2008),
pags. 14-34.

D. Lesnic. «On the boundary integral equations for a two-dimensional slowly
rotating highly viscous fluid flow». En: Adv. Appl. Math. Mech. 1.1 (2009),
pags. 140-150. 1sSSN: 2070-0733.

Dan Liu y Guoliang Xu. «A general sixth order geometric partial differential
equation and its application in surface modeling». En: Journal of Information

and Computational Science 4 (), pag. 2007.



Bibliografia

(33]

[34]

[37]

[39]

[40]

[42]

Xin Liu, Rui Li y Zhangxin Chen. «A virtual element method for the coupled
Stokes-Darcy problem with the Beaver-Joseph-Saffman interface condition».

En: Calcolo 56.4 (2019), Paper No. 48, 28.

VV Meleshko. «Selected topics in the history of the two-dimensional biharmo-
nic problem». En: Appl. Mech. Rev. 56.1 (2003), pags. 33-85.

Jian Meng y Liquan Mei. «A mixed virtual element method for the vibration
problem of clamped Kirchhoff plate». En: Adv. Comput. Math. 46.5 (2020), Pa-
per No. 68, 18. 1SSN: 1019-7168.

Felipe Millar y David Mora. «A finite element method for the buckling pro-
blem of simply supported Kirchhoff plates». En: J. Comput. Appl. Math. 286
(2015), pags. 68-78.

David Mora, Gonzalo Rivera y Rodolfo Rodriguez. «A virtual element method
for the Steklov eigenvalue problem». En: Math. Models Methods Appl. Sci. 25.8
(2015), pags. 1421-1445.

David Mora, Gonzalo Rivera e Ivan Veldsquez. «A virtual element method for
the vibration problem of Kirchhoff plates». En: ESAIM Math. Model. Numer.
Anal. 52.4 (2018), pags. 1437-1456.

David Mora y Rodolfo Rodriguez. «A piecewise linear finite element method
for the buckling and the vibration problems of thin plates». En: Math. Comp.
78.268 (2009), pags. 1891-1917.

Giuseppe Savaré. «Regularity results for elliptic equations in Lipschitz do-

mains». En: J. Funct. Anal. 152.1 (1998), pags. 176-201.

Giuseppe Vacca. «An H!-conforming virtual element for Darcy and Brinkman

equations». En: Math. Models Methods Appl. Sci. 28.1 (2018), pags. 159-194.

L. Beirdo da Veiga, F. Dassi y A. Russo. «A C! Virtual Element Method on
polyhedral meshes». En: Comput. Math. Appl. 79.7 (2020), pags. 1936-1955.

L. Beirdo da Veiga, F. Dassi y G. Vacca. «The Stokes complex for virtual ele-
ments in three dimensions». En: Math. Models Methods Appl. Sci. 30.3 (2020),
pags. 477-512.



Bibliografia 73

[43] L. Beirdo da Veiga, F. Dassi y G. Vacca. «Vorticity-stabilized virtual elements
for the Oseen equation». En: Math. Models Methods Appl. Sci. 31.14 (2021),
pags. 3009-3052.

[44] L. Beirdo da Veiga y col. «Basic principles of virtual element methods». En:

Math. Models Methods Appl. Sci. 23.1 (2013), pags. 199-214.

[45] L. Beirdo da Veiga y col. «The hitchhiker’s guide to the virtual element met-
hod». En: Math. Models Methods Appl. Sci. 24.8 (2014), pags. 1541-1573.

[46] Jikun Zhao y Bei Zhang. «The curl-curl conforming virtual element method
for the quad-curl problem». En: Math. Models Methods Appl. Sci. 31.8 (2021),
pags. 1659-1690.



	Declaración de Autoría
	Resumen
	Agradecimientos
	INTRODUCCIÓN
	Preliminares
	Espacios de Hilbert
	Espacios de Sobolev
	Desigualdad de Poincaré

	El problema de vibración de una placa delgada usando el método de Ciarlet Raviart
	Introducción
	Notaciones

	La formulación variacional espectral continua
	El problema fuente continuo asociado
	Resultados de regularidad y caracterización espectral

	Discretización del problema modelo
	Espacios de elementos virtuales
	Espacios de elementos virtuales

	Formas discretas

	Formulación variacional espectral discreta
	El problema fuente discreto asociado
	Caracterización espectral

	Convergencia y estimaciones del error

	Una discretización de elementos virtuales C1-C0 para una ecuación elíptica de sexto orden usando el método de Ciarlet Raviart
	Introducción
	El problema elíptico de sexto orden
	Condiciones de contorno simplemente apoyada
	Resultados de regularidad para w y u
	Condiciones de contorno sujetas

	Problema discreto
	Espacios de elementos virtuales
	Formas discretas definidas en espacios de elementos virtuales
	Buen planteamiento del problema discreto

	Convergencia y estimativos del error
	Estimaciones del error en L2()

	Resultados numéricos
	Las condiciones de contorno (SSBC)
	Test 1
	Test 2

	The (CBC) conditions


	CONCLUSIÓN Y TRABAJO FUTURO
	Bibliografía



