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Resumen

El protocolo de swapping es un proceso que permite activar las correlaciones cudnticas en
un par de particulas que inicialmente no presentaban ninguna correlacion. Por otro lado, los
KLM-SLOCC son un grupo selecto de las SLOCC (stocastic local operations and classical co-
munication) que toman a un estado y lo llevan a su forma mdximamente correlacionada, es
decir, a su forma Bell diagonal. Hasta la fecha, el protocolo de swapping y las KLM-SLOCC
han sido estudiadas por separado y por ende, uno de los propdsitos de este trabajo es combi-
nar ambas herramientas y evaluar qué combinacion de protocolos; swapping + KLM-SLOCC
6 KLM-SLOCC + swapping optimiza el comportamiento de las correlaciones cudnticas. De
igual forma, en el transcurso del documento daremos prioridad a una correlacién cudantica in-
troducida recientemente denominada “Obesidad” que ha demostrado ser menos restrictiva que
el entrelazamiento y estd directamente relacionada con el volumen del elipsoide de steering.
En este trabajo, presentamos primeramente tres resultados analiticos para el protocolo swap-
ping organizados de forma constructiva. En el primero mostramos que la no-localidad de Bell,
EPR-steering, utilidad para teletransportacion, entrelazamiento y obesidad cudntica de un es-
tado bipartito son conservadas cuando se lleva a cabo el protocolo swapping entre este estado
y uno de la base de Bell, en el segundo se muestra el protocolo swapping entre dos estados
generales al proyectar en uno de los elementos de la base de Bell y en el tercero mostramos de
forma analitica el protocolo swapping entre dos estados generales al utilizar un conjunto de me-
didas genelares. Posteriormente y en base a los resultados anteriores mostramos un anélisis del
comportamiento de las correlaciones cudnticas bajo los procesos S+F y F+S, donde por medio
de simulaciones numéricas para diversos estados pudimos notar que el proceso F+S optimiza
mejor las correlaciones cudnticas. Finalmente, en el segundo capitulo de resultados mostramos
una expresion analitica general para la obesidad cudntica del estado resultante del protocolo
swapping al utilizar un conjunto de medidas generales. Seguidamente, utilizando estados tipo
X mostramos que la obesidad cudntica de los estados resultantes del proceso F+S es mayor
a la obesidad de los estados resultantes del proceso S+F. Este dltimo hecho es demostrado
graficamente por medio de simulaciones numéricas para 10° estados tipo X aleatorios.



Introduccion

El estudio de propiedades cudnticas ha sido en las ultimas décadas un tema vital para el
desarrollo de futuras técnologias. El gran interés por entenderlas y manipularlas surge debido
al alto impacto que estdn empezando a tener en diversos campos como el internet de las cosas
(IoT), inteligencia artificial, ciberseguridad, entre otras. Recientemente un estudio publicado
por el Banco Interamericano de Desarrollo muestra como los paises desarrollados tales como
China, la Unién Europea, Estados Unidos y otros estan invirtiendo en la creacién de centros
especializados en informacion y tecnologias cudnticas [1]. Por tanto, es conveniente entender
el comportamiento de los sistemas atomicos y las correlaciones que se forman entre ellos para
tratar de aprovechar las extrafiezas de la mecénica cudntica y llevar a cabo tareas que la tecno-
logia clésica actual no puede realizar. Por otro lado, el envio de informacién cudntica a través
de canales clésicos de un lugar a otro ha resultado ser un reto debido a que las correlaciones
cudnticas disminuyen en funcién de la distancia [2], por ende, es indispensable encontrar los
mejores mecanismos que permitan optimizar las correlaciones, y en general, las propiedades
cudnticas de los sistemas fisicos en el dominio cuéntico.

Las correlaciones cudnticas han tenido un papel fundamental en el desarrollo de la teoria de
la informacién cudntica y de las hoy conocidas tecnologias cudnticas en las dltimas décadas.
Esto se debe al hecho de que dos particulas correlacionadas cudnticamente, permiten el inter-
cambio de informacion entre ellas de una forma sin andlogo clasico. No obstante, en el mundo
real el manejo de las correlaciones cudnticas no es tarea fécil, debido a que la mera interaccién
de los sistemas cudnticos con el ambiente podria en principio provocar una pérdida de las corre-
laciones tal que en un tiempo finito estas tiendan a desaparecer [3]. Por tal motivo, ha surgido
en el transcurso de los afios formas de evitar la decoherencia de los sistemas llevando a cabo
operaciones que permitan la preservacion, y en ocaciones el aumento de las correlaciones. Un
ejemplo de estas operaciones son purificacién cudntica y repetidores cudnticos [4, 5]. La pri-
mera consiste en tomar un grupo de estados y sacar de ellos un sub-grupo menor de estados
con mayor entrelazamiento y pureza, el segundo consiste en potenciar la transmisién de corre-
laciones a largas distancias [6]. Sin embargo, las operaciones anteriores no son las tinicas que
podrian provocar un aumento en las correlaciones de los sistemas cudnticos; varios autores han
probado que dos particulas que inicialmente no estidn correlacionadas, pueden resultar en un
estado cudntico entrelazado después de pasar por el protocolo de swapping (ver por ejemplo,



[7]). Por otro lado, también ha sido demostrado que el uso de operaciones locales estocésticas
y comunicacion clédsica (SLOCC por sus siglas en Inglés) puede en algunos escenarios inducir
el aumento en las correlaciones como la no-localidad de Bell ( Bell nonlocality) y la direccio-
nabilidad cuantica (EPR-steering) (ver por ejemplo, [8, 9], para mas detalles).

Debido a lo anterior, en este trabajo nos enfocamos en analizar el comportamiento de las co-
rrelaciones cudnticas tales como no-localidad de Bell, EPR-steering, utilidad para teletranspor-
tacion, entrelazamiento y obesidad cudntica bajo la accidn conjunta del protocolo swapping y
los filtros locales 6ptimos, con el fin de determinar qué proceso las optimiza. Este trabajo esta
organizado de la siguiente manera. En el Capitulo | se presenta los fundamentos y herramien-
tas matemdticas para el desarrollo del trabajo, en el Capitulo II se presenta la descripcion y
respectivas métricas de las correlaciones cudnticas utilizadas en este estudio, en el Capitulo III
se presenta la definicién del protocolo swapping y las denominadas KLM-SLOCC. Por otro
lado, en los Capitulos IV y V se presentan los principales resultados de este trabajo; 8 en total.
Finalmente en el Capitulo VI presentamos las conclusiones de acuerdo a los objetivos plantea-
dos. También, se presentan los productos relacionados a la ejecucion de este trabajo. Algunos
célculos intermedios y demostraciones se dejan en los Anexos A-C.



Capitulo I

Fundamentos

En este capitulo realizamos una breve revision de los fundamentos y herramientas matema-
ticas mas usadas en este trabajo de grado. Comenzando con la medida minima de informacion
en teoria de informacién cudntica, seguidamente introducimos los grupos especiales de opera-
dores de medida proyectivas y POVM en conjunto con las propiedades que debe cumplir un
estado cudntico para tener sentido fisico.

1.1. El qubit

En la teoria cldsida de la informacién John Wilder Tukey introdujo el término de bit para
referirse a un sistema binario que puede tomar dos posibles valores 0 o 1, tales valores pueden
representar acciones opuestas por ejemplo “encendido” y “apagado”, respectivamente. Por otra
parte, en la teoria de la informacién cudntica la unidad minima de informacién es representada
por un qubit (quantum bit) y a diferencia del bit cldsico puede tomar dos posibles valores al
mismo tiempo siguiendo las reglas probabilisticas de la mecdnica cudntica. Por lo tanto, el
qubit representa un sistema 2-dimensional, cuyo estado cudntico puede escribirse como una
superposicion o combinacion lineal de una base ortonormal. En particular, la base estdndar o
computacional utilizada es {|0) ; |1)}, y el estado puede escribirse como [10]:

[¥) = al0) +B1), (1.1)

donde o y [ son nimeros complejos y representan las amplitudes de probabilidad y sus cua-
drados |a|* y | 3|* son la probabilidad de que el qubit esté en el estado base |0) o |1) respectiva-
mente. Por lo tanto, deben cumplir que |a|? + |5|* = 1.

Debido a la condicién de normalizacién es posible escribir de forma general el estado de un



qubit Ec. (1.1) de la siguiente forma
i 0 i} 0
) = eV cos§|0>—|—e sm§|1) , (1.2)

donde ¢ es una fase global y no tiene efectos observables sobre el sistema. Por otro lado, los
pardmetros 6 € [0, 7] y ¢ € [0, 27] definen a los qubits como puntos sobre una esfera, conocida
como esfera de Bloch '. En esta representacién geométrica los estados base |0) y |1) estdn
ubicados en los polos de la esfera, es decir, antiparalelos.

Figura 1.1: Representacion del qubit como un vector en la esfera de Bloch

Se obseva en la Fig. 1.1 que el qubit puede tomar infinitos valores como una superposicion de
los vectores base |0) y |1). De igual forma, en esta representacién geométrica las operaciones
unitarias sobre el vector qubit se interpretan como rotaciones del vector de un punto a otro de
la esfera de Bloch.

'Felix Bloch - (Zirich, Suiza, 23 de octubre de 1905 - 10 de septiembre de 1983) fue un fisico suizo que trabajé
en energfa nuclear en el Laboratorio Nacional de Los Alamos y que obtuvo el Premio Nobel de Fisica en 1952.



1.2. Operador densidad y medidas

El formalismo de operador densidad, es una forma equivalente de representar a los estados
cudanticos. A diferencia de un vector estado, el operador densidad nos da informacion extra del
sistema, por ejemplo, del operador densidad podemos obtener el comportamiento de las cohe-
rencias cudnticas, las cuales son el distintivo entre un estado cudntico y uno clésico. De forma
general, un operador densidad se puede escribir como la descomposicién convexa {p;, p;}, es
decir,

p= D pipi (1.3)

donde p; representa la probabilidad de que p esté en el estado p;. Por lo tanto, decimos que un
estado es puro cuando alguna de las probabilidades p; es igual a uno, esto implica que nuestro
estado p solo admite una descomposicion convexa. Por el contrario, cuando tenemos que nuestro
estado p es la suma ponderada de la Ec. (1.3) entonces decimos que p es un estado mezclado.
Por otro lado, si A y B son dos sub-sistemas con espacios de Hilbert H 4 y Hp y dimensiones d4
y dp respectivamente. Entonces, un sistema compuesto bipartito estard descrito por una matriz
densidad p4p perteneciente al espacio resultante del producto tensorial entre los sub-sistemas
Hip = Hy ® Hp, de ahi que un estado compuesto de dos partes o mds puede estar inmerso
en los siguientes dos escenarios: el primero radica en que si p4p se puede escribir como la
descomposicién convexa {p;, i; @ ¢;} es decir,

paB = > pilti ® b, (1.4)

donde u; € Ha,¢; € Hpg son estados locales de Alice y Bob respectivamente. En este caso
decimos que el estado de la Ec. (1.4) es un estado separable. Similarmente, el segundo escenario
radica en que si p4p no se puede escribir como la descomposicién convexa pap # {pi, 1 @ ¢: }
entonces es entrelazado y puede presentar otro tipo de correlaciones que no admiten un modelo
de variables locales. Un ejemplo de estos estados son los denominados estados de Bell

vty = —= =

V2 V2

Por otra parte, cuando es necesario deshacernos de una de las partes de un sistema compuesto.
Por ejemplo, si tenemos un sistema bipartito compartido entre Alice y Bob podemos utilizar un
método denominado traza parcial para quedarnos con el estado local de Alice o de Bob simple-
mente.

(100) £[11)), [@F) = —=(]10) £ [01)), (1.5)

Sea entonces el sistema bipartito p 45 un estado mezclado, si queremos el estado local de Alice



tenemos entonces que
pa="Trp [pas].

Similarmente para obtener el estado local de Bob

pp = Tra [pas].

Este mismo procedimiento puede extenderse para sistemas de mayor dimension y es la base del
teorema de purificacion (ver [10] para mds detalles).

Un operador densidad como el presentado en (1.3) debe cumplir las siguientes condiciones
para que represente un estado fisico, Tr [p] = 1y (¢| p [¢)) > 0 V), condicién de traza unitaria
y positividad respectivamente. Similarmente, un estado p es puro si Tr [p?] = 1, de lo contrario
decimos que p es mezclado.

Por otro lado, podemos utilizar la representacion de Bloch para escribir el estado de un qu-
bit € H 4 general en su representacion de matriz densidad.

3
1
p=3 <1+Znai>, (1.6)
i=1

donde r; representa las tres componentes del denominado vector de Bloch 7 para un qubit y o;
las matrices de Pauli (mostradas en Ec. (1.7)). Otro hecho importante es que la representacion
geométrica de 7 puede observarse en la Fig. 1.1 y sus componentes pueden obtenerse como
r; = Tr [po;] (ver [11]) para mds detalles).

01:<(1)(1))02:(? _OZ)US:G) _01 ) (1.7)

De igual forma, un estado compuesto de dos qubits € H 4 ® Hp se puede escribir en términos
de la denominada representacion de Bloch

3
1 - -
pABZZ<1A®1B+6-0A®1B+1A®b~53+Zﬂﬂf@UiB), (1.8)

ij=1

donde @y b son vectores locales de Bloch para Alice y Bob respectivamente, con sus com-
ponentes dadas por a; = Tr [pap(o; ® 1), b; = Tr [pap(1 ® 0;)]. En esta representacion, &
representa el vector de las matrices de Puali (01, 09, 03) y la matriz 7" es cuadrada de dimensién
3 con componentes dadas por T;; = Tr [pap(0o; ® 0;)] y se denominada la matriz de correla-
cién dado que la informacién de las correlaciones cudnticas de p4p estd contenida en ella.

10



Similarmente, otra forma equivalente de escribir la matriz densidad para estados de dos qu-
bits utilizando la base homogénea de Pauli {0;}?_, con oy = 1 es dada por

1
PAB = Z ZRZ]‘%A ®O-]B Z>] = 07 17273' (19)

ihj

donde R es una matriz cuadrada de dimensién 4 dada por

(1T
i)

y sus componentes pueden ser encontradas como R, ; = Tr [pap(0; ® ;)] coni,j € {0,1,2,3}
[11].

Las transformaciones de estados cudnticos se pueden entender como la accién de operadores
sobre dichos estados. Por ejemplo, en el caso de estados puros, dado un operador A unitario,
el estado después de la accién de A sobre el estado [¢)), es: [¢)') = A|¢) Para un estado
mezclado de la forma p = ). p; [1;)(¢s| el resultado de la accién de A se escribe como: p' =
AY pi [l AT

Una clase de operadores de gran interés en el estudio de los sistemas cudnticos, es el de
operadores de medida M Asi, si realizamos una medida descrita por el conjunto de opera-
dores {M,,}, con valores de salida m = 1,2,...,k, sobre el ensamble de estados puros
p = > p;i|i)1|. La probabilidad de obtener la salida m para un estado particular [1);) del
ensamble, es

p(mli) = (| M} My, i) = Tr [M My, i X))

Por lo tanto, la probabilidad de obtener m para todo el ensamble de estados sera

p(m) = Zp@»p<m|z'> = ZpiTr (M M, [0:)es]] = Tr [M M, [9)0]

Donde p =Y . pip; = >, pi [i)(¥i| = [¢)¢], lo cual conlleva a que
p(m) == Tr [M} M,p] . (1.10)

De ahi que, si el estado inicial es |¢);) entonces el estado después de obtener el resultado m

estard dado por

\/W&’ MM, |93)

Luego de las mediciones, se genera un ensamble de estados de la forma {p(i|m), |*)}?_,. Por

i) =

11



lo tanto, en la representacion de matriz densidad p,, estard dado por

M, [0 )abs| M,
(| Myt Moy, [13)

P = Zp(i!m) Y| = Zp(ilm)

Utilizando la propiedad p(i|m) = p(m,i)/p(m) = p(m|i)p;/p(m) obtenemos que p,, toma la

forme M, || M
N

Finalmente, utilizando la Ec. (1.10)y p = ). p; |1:)(1;| obtenemos
M}, pMy,

P = , (1.11)
Tr [MJan ]

donde la Ec. (1.11) representa la forma de llevar a cabo una medida en el formalismo de opera-
dor densidad (ver [10] para mds detalles). En base a lo anterior, es importante resaltar que hay
dos casos importantes en el proceso de medida, uno de ellos es el caso de medidas proyectivas
y el otro es el operador de valor positivo de medida (POVM por sus siglas en inglé€s).

1.2.1. Medidas proyectivas

Este grupo especial son conocidos como medidas proyectivas dado que proyectan el estado
de un sistema p en la “direccion” de otro estado §. Por lo tanto, una medida proyectiva es
descrita por un observable hermitico M que tiene descomposicion espectral

M = ZmHm, (1.12)

donde m son los valores propios de M y I, el proyector asociado de m en el espacio propio
de M. Entonces, al medir un estado |¢)) la probabilidad de obtener m estard dada por

p(m) = ([ 1Ly [¢)
y el estado resultante inmediatamente después de la medida sera

I, [¢)

™) = o)

5 (1.13)

12



donde los proyectores deben cumplir la relacién de completez mencionada anteriormente para
medidas generales, ademds deben complir la relacién de ortogonalidad dada por [10]

Moy My = Gy M. (1.14)

1.2.2. POVM

En ocasiones obtener el estado resultante de una medida M, no es de gran interés, dado
que hay experimentos donde solo podemos realizar una medida. Por ende, en estos casos es de
mayor prioridad calcular la probabilidad de obtener un estado en especifico luego de una medi-
da M,,. Para poder calcular esa probabilidad exite un formalismo denominado POVM (positive
operator valued measure).

Supongamos que una medida M,, es aplicada a un sistema en el estado |¢)). Entonces, la pro-
babilidad de obtener m estard dada por

p(m) = (| M} My, 1), (1.15)

por lo cual definimos E,, = M/ M,, como un operador positivo tal que > Em =1, por lo
tanto p(m) = (Y| Ey, [¢). De modo que, podemos decir que £, es un grupo de operadores
suficiente para determinar las probabilidades de los diferentes resultados de las medidas. En-
tonces, el operador £, es el elemento de POVM asociado a una medida M,,. De ahi que, el
grupo completo { E,,,} es conocido como POVM.

Por otro lado, si consideramos medidas proyectivas de la forma II,, como las presentadas en
Ec. (1.12) tal que >, II,,, = 1y IL,,I1,,; = 6,11, entonces para este caso y solo este caso
los elementos del POVM son iguales a la medida, es decir

E,, =1I! 11, = 11,5, (1.16)

por lo tanto { £, } = {II,,,} (ver [10] para mas detalles)

13



Capitulo 11

Correlaciones cuanticas

Las correlaciones cudnticas son una propiedad intrinseca de los sistemas de dos cuerpos
0 mas, las cuales han sido la base del desarrollo de la teoria de la informacién y tecnologias
cudnticas. De igual forma, la extrafieza de estas correlaciones ha permitido el desarrollo de pro-
tocolos como el de teletransportacion, el cual permite teletransportar el estado de una particula
de un lugar a otro, lo cual es algo impensable en la teoria cldsica. Similarmente, el desarro-
llo de la hoy conocida computacion cudntica se debe a las ventajas computacionales que las
correlaciones cudnticas como el entrelazamiento y no-localidad de Bell tienen sobre los siste-
mas clasicos actuales (ver [12] para mas detalles). En la Fig. 2.1 se muestra la jerarquia de las
correlaciones utilizadas para el desarollo de este trabajo.

2.1. localidad de Bell y escenario (2,2,2)

Decimos que un estado cudntico multipartito (i.e., compuesto por dos o mas subsistemas)
es local cuando sus correlaciones cudnticas pueden ser reproducidas por medio de variables
locales ocultas (LHV) en cada uno de sus sub-sistemas locales. Anteriormente se pensaba que
el entrelazamiento era una sefial directa de no-localidad, aunque Werner en su articulo seminal
[13] propuso un grupo de estados que siendo entrelazados no violaban las desigualdades de Bell
propuestas 20 afios antes [9]. En la actualidad, se sabe que la no-localidad es la correlacion mds
restrictiva entre la clasificacién existente.

Probar que un estado es local es uno de los mas grandes retos que ha motivado innumera-
bles desarrollos tedricos (ver por ejemplo [14, 15, 16, 17]) debido a que cuando se habla de
localidad hay que tener cuidado del escenario en el cual estimos trabajando, es decir, el nimero
de particulas, el nimero de medidas y el nimero de salidas por medida que lo define. Basados
en este hecho, la desigualdad CHSH estd desarrollada bajo el escenario (2,2,2) es decir, dos
particulas, dos medidas (una por particula) y dos posibles salidas por medida (ver Fig. 2.2).
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Figura 2.1: Jerarquia de las correlaciones cudnticas utilizadas para el desarrollo de este tra-
bajo. Las correlaciones estdn ubicadas de acuerdo a su grado de restrictividad, siendo la mas
restrictiva la no-localidad de Bell (nonlocal CHSH para escenario (2, 2, 2)).

De acuerdo con el resultado presentado en 1969 por Clauser, Horne, Shimony y Holt (CHSH)
[18] es posible construir un experimento para verificar si la teoria cudntica es o no consistente
con una teoria de variables ocultas (LHV).

Consideremos el esquema mostrado en la Fig. 2.2 donde Alice y Bob estan lo suficientemente
separados tal que no pueda haber interaccion entre ellos. Cada uno posee dos observables A, y
B, los cuales realizan mediciones en las direcciones a y b, el montaje es tal que pueden haber
solo dos salidas posibles de signo opuesto {1, —1}. A cada parte se le envian dos particulas
idénticas que provienen de la misma fuente.

Supongamos que la correlacién entre las mediciones de Alice A(a) y las de Bob B(b) es debido
a la informacidn llevada y localizada en las particulas, y que, en algin momento del pasado
estas interactuaron. Esta informacidn localizada no es cudntica y depende exclusivamente de
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a b

Figura 2.2: Esquema estandar del test de Bell: Alice y Bob comparten un estado entrelazado p,
cada individuo por separado lleva a cabo medidas locales { alx} y { M, y} que dependen de las
entradas clasicas {x,y}, finalmente obtienen como resultado {a, b} respectivamente. Por otro
lado, la regla de Born nos dice que la probabilidad de obtener a y b dados = y y esta dada por
plablzy) = Tr (M, @ M, )p].

alz

variables ocultas, las cuales son denotadas por \. Por lo tanto, los resultados de la medicién
estardn dados por A(G,\) y B(b, \). Adicionalmente se requiere que la medida A(d, A) no de-
penda de la direccion b de Bob y que la medida B (b A) no dependa de la direccion a de Alice.
Por lo tanto, dado que el ajuste a y bes independiente de la generacién de las particulas, la
distribucion de probabilidad que caracteriza al sistema p(\) es netamente dependiente de .

Se define entonces (A(a, \)) y <B(l;, >\)> como el promedio de las medidas y se define la
funcién de correlacién como

P(a,b) = / dAp(\) (A(a, \)) <B(B, A)> .

~

Por lo tanto, sabiendo que a, b, ¢y d son diferentes configuraciones para los detectores

Plai) ~ Pla.d) = [ an) [(a@ ) (B6.0) (1 (460 (BEY)))

/dAp [ < d)\)>( <A(6,A)><B(B,>\)>)].
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De a qui se obtiene que

= [ an) (2 (4 ) (B V) £ (A ) (BG.))

Luego

P(a,5) - P(a,d)

+ ‘P(é, b) + P(e, CZ)‘ <2.
Finalmente utilizando la desigualdad triangular obtenemos
~2 < P(a,b) — P(a,d) + P(¢,b) + P(¢,d) < 2

La cual corresponde a la famosa desigualdad CHSH.
Actualmente, la forma mas usual de expresarla es como sigue

S = |Ey1 + Ei1g+ By — Eg| <2, (2.1
donde E;; representan los valores esperador obtenidos en el experimento.

Eij=Tr[p(Ai®B))] i,j=1,2.

Donde los observables A, = (+1) M}, +(=1)M*, , y B, = (+1)M} +(~1)M?", tienen va-
lores propios *1. Por lo tanto, si la desigualdad (2.1) se cumple el sistema completo admite una
descripcion en términos de variables ocultas A en el escenario (2, 2,2) donde a,b € {+1,—1},
de lo contrario estariamos hablando de un sistema que no admite descripcién tipo Bell-local

bajo el escenario (2,2, 2) (ver [19] para més detalles)

Para llevar a cabo los cdlculos de este trabajo utilizaremos la medida normalizada de CHSH
dada por [20]

B(p) = méx {0, s] +s3 — 1}, (2.2)

donde s1, so son los dos valores singulares mas grandes de la matriz de correlacién del estado
bipartio p en cuestion. De igual forma, decimos que un estado viola CHSH cuando

s+ s5 > 1.
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2.2. ERP-steering

La nocién de EPR-steering fue inicialmente introducida por schrodinger como una respues-
ta a la aparente paradoja de Einstein, Podolsky and Rosen (EPR) [21]. El concepto de EPR-
steering, se refiere al hecho de que si Alice y Bob comparten un estado entrelazado, entonces
una medida local efectuada por Bob sobre su estado local puede “dirigir” el posible estado re-
sultante local de Alice tal y como se muestra en la Fig. 2.3.

pA:trB(IOAB>

ai:tr(pAai>
< >

Pae

!

Pa
a,'=tr(p,' o)

Figura 2.3: Cuando Alice y Bob comparten un estado bipartito de la forma p 45, entonces me-
didas locales de Bob “dirigen” el posible estado local de Alice de p4 a p's.

Consideremos entonces que Alice y Bob comparten un estado bipartito de la forma

3
1
paB = 7 > Ryo; @0,

,7=0

1 "
R= .

Entonces si Bob aplica un POVM y obtiene como salida de su estado local p; = % Ei:o TEOk
donde r es un vector de cuatro componentes dadas por (1 Z), con & siendo el vector de Bloch

con
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asociado de p/z. Por lo tanto, el estado “dirigido” de Alice estard dado por

Py < Trp [pa(l® pp)],

Z Rijo; ® o <1® ZTkUk)] 5
z] =0

3 3

ZZRijT’kO'Z'@O'jO'k

i,j=0 k=0

= TI‘B

)

1
_ o7
g B

OOIH

3 3 1 3
Z Z z]rk'o-z ik — Zl Z RijT’jO'i.

1,7=0

El factor de normalizacién del estado p'; estard dado por

3 3 3
1 1 1 1 -
Z E Rijrjo-i = Z E RijTjQ(SOi = 5 E R()jTj = 5(1 -+ b . .Z‘),
Jj=0

1,j=0 1,J=0

TI‘A

donde b es el vector de Bloch local de Bob y & es el vector de Bloch local de Bob después de
aplicar el POVM sobre su estado local pg. Por lo tanto, el estado “dirigido” por Bob a Alice
estard dado finalmente por (ver [22] para mds detalles)

3
1 Ri:r;
/ @JJ
——E ; (2.3)
Pa=3 L ‘14b- 7

Por otra parte, decimos que el estado de Alice fue “dirigido” por Bob si p/; no admite una

representacion por medio de variables locales para todas las posibles salidas de los POVM de
Bob M;);. Es decir, p/; no puede escribirse de la forma

P Zmpm AB (2.4)

donde ¢, representa un estado local oculto (LHS) para Alice y py, p;;,» distribuciones de pro-
babilidad que dependen de una variable oculta A (LHV).

Para el desarrollo de este trabajo, utilizaremos la medida normalizada de EPR-steering [20]

(2.5)

2 2 2 _q
BFy(p) = méx {0, it 52;53 }
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donde s1, s9, S5 representan los valores singulares de la matriz de correlacion del estado bipartito
p en cuestion.

2.3. Utilidad para teletransportacion

En 1993 Bennett et.al introdujeron un nuevo aspecto involucrado con la inseparabilidad
de los sistemas cudnticos bipartitos, denomidado teletransportacion cudntica [23]. Este hecho
consiste en utilizar sistemas cudnticos singletes como medio para reconstruir un estado |¢) en
un lugar diferente con fidelidad igual a uno.

Por lo tanto, si Alice y Bob comparten un single EPR |)*) o |®*) (Ec. (1.5)) y ademds Alice
tiene un sistema de dos niveles extra |¢) que quiere enviar a Bob, entonces Alice realiza me-
didas proyectivas conjuntas tipo Bell sobre sus dos particulas, la particula desconocida |¢) y la
particula que comparte con Bob por medio del singlete EPR. Luego de este proceso, Alice envia
el resultado de su medida a Bob clasicamente y Bob conociendo esta informacion suministrada
por Alice puede convertir el estado de su particula EPR que comparte con Alice en el estado
desconocido |¢). De esta forma, el estado |¢) va de un lugar a otro, dado que el estado |¢) que
tenia Alice se destruye y queda en manos de Bob (Ver [23] para més detalles).

Popescu et.al en 1994 [24] introdujeron el hecho de que estados mezclados bipartitos com-
partidos por Alice y Bob pueden ser también titiles para llevar a cabo el proceso de teletrans-
portacion, la diferencia en utilizar estados singletes EPR o estados mezclados se encuentra en
la fidelidad con la cual el proceso de teletransportacion puede llevarse a cabo. Por lo tanto,
cuando se utilizan estados mezclados se habla de una teletransportacion imperfecta dado que la
fidelidad es menor que uno.

Por lo tanto, el concepto de utilidad para teletransportacion se refiere al hecho de que tan
util es un estado bipartito p 45 compartido por Alice y Bob para llevar a cabo el protocolo de te-
letransportacién. De ahi que, Horodecki et.al. demostraron que todo estado que viola CHSH es
util para teletransportacion y ademds que no todo estado entrelazado es util para este protocolo
[25]. El resultado actual es que el conjunto de estados UFT es mds grande que CHSH [26]

Por tanto, en este trabajo utilizaremos una métrica normalizada para cuantificar qué tan ttil
es un estado para llevar a cabo el protocolo de teletransportacién dada por [20]

(2.6)

- —1
D(p):méX{O, ’51‘_'_‘32’ X‘SZS’ }’

2
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donde s1, s2 y S3 son los valores singulares de la matriz de correlacién de un estado de la forma
mostrada en Ec. (1.8), con s; > s > s3, y x su determinante.

2.4. Entrelazamiento cuantico

El entrelazamiento es una caracteristica de la mecédnica cudntica que permite llevar a cabo
protocolos como la teletransportacion [23], comunicacion densa [27] y representa en la actuali-
dad una ventaja computacional para realizar tareas que sistemas clasicos tardarian mucho tiem-
po en resolver. En términos del formalismo de matriz densidad decimos que un estado bipartito
es entrelazado si no puede ser escrito en una descomposicién convexa de la forma {p;, 1t; ® ¢; },
es decir, como la presentada en la Ec. (1.4). De igual forma, decimos que un estado puro bipar-
tito es entrelazado si no puede ser escrito como producto de estados de un qubit, es decir, de la
forma presentada en Ec. (2.7)

[¥) = (a]0) +b]1)) © (¢[0) + d|1)). 2.7)

Uno de los conceptos mads utilizados para cuantificar el entrelazamiento de un sistema, es deno-
minado entrelazamiento de formacion (EOF por sus siglas en inglés) introducido por Bennett
et.al. en [28]. Se define entonces el EOF como la cantidad promedio de entrelazamiento de es-
tados puros minima necesaria para crear un estado p de la forma Ec. (1.3).

Sea un estado bipartito mezclado escrito como

p=> pili)eil. (2.8)

Entonces el entrelazamiento £ de cada uno de los estados puros |1);) de la mezcla estadistica se
define como la entropia de uno de sus sub-sistemas ps = Trg [|1;)(1;]] 0 pg = Tra [0 )2il].

E(i;) = =Tr [palog, pa] = =Tt [pplog, ps]. (2.9)

Por lo tanto, el entrelazamiento de formacién del estado mazclado (Ec. (2.8)) estard dada por
E(p) = min > p;E(;). (2.10)

Donde la Ec. (2.10) nos dice, que de las infinitas descomposiciones que puede admitir p, de-
bemos tomar aquella cuyo entrelazamiento de formacién para crearlo sea el minimo (ver [29]
para més detalles).

Por otra parte, para el desarrollo de este trabajo utilizaremos una métrica auxilar introducida
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por Wootters en [29] denominada concurrencia, la cual tiene el mismo comportamiento que el
EOF, pero su forma de calcular es mas simple. Por lo tanto, se define la concurrencia de un
estado bipartito como

Cp) = mix {0, VA = VA = VAs = VAi} (2.11)

donde \; son los valores propios de la matriz p(cs ® 02)p* (02 ® 03) ordenados de la siguiente
forma \; > Ay > A3 > Ay, con p* siendo la conjugada de p y 05 una matriz de Pauli.

2.5. Obesidad cuantica

Recientemente en [22, 30] se ha introducido el concepto y formalismo de una propiedad
cudantica que satisface los criterios de una correlacion cuantica: I) Es cero para estados clasico-
cudnticos de la forma pap = ). |i)(i| 4 ® pg) IT) Es invariante bajo tranformaciones unitarias
locales, I1T) Es mon6tono de entrelazamiento; es decir, se reduce a entrelazamiento para estados
puros (para mds detalles de los tipos de criterios que debe cumplir una correlacién ver [12] ). De
igual forma, cumple las siguientes propiedades; normalizada entre cero y uno, es mayor o igual
que la concurrencia para todo estado, es maximizada por el KLM-SLOCC. Dicha correlacion
denominada Obesidad cudntica esta presente en aquellos estados cuyo volumen de elipsoide de
EPR-steering es diferente de cero. El elipsoide de EPR-steering es una figura geométrica que
se forma dentro de la esfera de Bloch local de Alice con los vectores de Bloch de sus estados
"dirigidos” p4 (Ec. (2.3)), cuando Bob realiza un conjunto de medidas locales en su parte local
del estado bipartito p 45 compartido con Alice [30].

En este trabajo usamos la definicién original de obesidad cudntica como sigue: Sea un esta-
do general de dos qubits en su forma de matriz R dado por

1
P:ZZPLUU@'@?%‘ 4,7 =0,123,
ij

entonces su obesidad cudntica estd dada por

Q(p) = | det{R}|*/*. (2.12)
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Capitulo I1I
Protocolo swapping y KLM-SLOCC

En este capitulo, se introduce las nociones generales del protocolo swapping y las operacio-
nes locales KLM-SLOCC. Las cuales, son las herramientas que permiten llevar a cabo nuestro
estudio sobre cémo las correlaciones cudnticas (capitulo II ) se comportan bajo la accién con-
junta de estos dos procesos.

3.1. Protocolo swapping

Hasta finales del siglo XX se consideraba que el entrelazamiento era dependiente de la
fuente de donde se emitian las particulas y el hecho de que estas hubieran interactuado en el
pasado. Por otra parte, en los tltimos afios del mismo siglo M. Zukowski et.al. [31] probaron
que es posible generar entrelazamiento entre dos particulas que provienen de diferentes fuentes
y que ademads no han interactuado jamaés en el pasado. Este hecho puede ser logrado realizando
medidas proyectivas tipo Bell sobre el estado de dos particulas que no han interactuado an-
teriormente, este proceder recibi6 el nombre de “entanglement swapping”. Por otro lado, esta
nueva vision sobre el entrelazamiento ha marcado un antes y un después en lo que respecta a
las posibilidades de aplicacién en sistemas de intercambio de informacién [32, 33].

Entanglement swapping es una de las herramientas principales para la distribucion de entre-
lazamiento, dado que puede ser utilizado para la creacién de estados multipartitos entrelazados
a partir de estados bipartitos entrelazados [34]. Cabe resaltar que los estados que intervienen
en el protocolo no necesariamente deben tener méximo entrelazamiento, esto da lugar a que
pueden obtenerse estados con una mayor correlacion que la de los estados iniciales.

El protocolo swapping se describe como sigue, en el formalismo del operador densidad [35]:

Para un sistema de cuatro particulas, sea p4p el operador densidad del estado de la pareja A y
B,y pcp el respectivo operador densidad de las particulas C'y D, el estado total del sistema es
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descrito por el operador densidad

PAB Q PcD = PABCD-

De acuerdo al esquema mostrado en la Fig. 3.1, lo que queremos es proyectar los estados de las
particulas B y C' en la base de Bell, para ello debemos hacer uso de uno de los postulados de la
mecdnica cudntica correspondiente a la medida de un estado cudntico. Se propone el siguiente
operador de medida

II; = 1, ® | s (| ® 1o,

donde 1, corresponde a la matriz identidad de orden 2 y |¢;) representa a alguno de los cuatro
elementos de la base de Bell. Por lo tanto, el operador II; nos estd diciendo que la proyeccion
solo se realiza sobre las particulas B y C. Por consiguiente, el estado cudntico después de la
medida estard dado por

IL; papep 11
Tr [II; papep 1]
Ahora, solo nos interesa quedarnos con el estado de las particulas A y D, para ello tomamos
traza parcial sobre los estados de las particulas By C'

, J—
PABCD —

IT; paBeD Hj
Tr [II; pasep 1]

oap = Tree : (3.1)

Finalmente, la Ec. (3.1) corresponde al estado de las particulas A y D después del protocolo
swapping.

Consideremos ahora que de cada fuente en la Fig. 3.1 se produce un par EPR, es decir, dos
particulas que comparten un estado mdximamente entrelazado. El estado emitido por la fuente
Ies

1
V2

y el estado emitido por la fuente II es

[Yap) = —=(104) ® [08) + [14) ® [15)) = %(!0@ +11)),

1 1
V2 V2

Los subindices i, j = 1,2, 3,4 en |¢);;) identifican las particulas involucradas en el estado. Por
lo tanto, el estado conjunto de las cuatro particulas estard dado por el producto tensorial (por
simplicidad usaremos la equivalencia: |ix) ® |7;) = |ixJi))

[Yop) = —=(100) ©[0p) + |1o) @ |1p)) = —=(]00) + [11)).

1

[YaB) @ [Yep) = (\/§

(10408) + |1A13>)) ® (%UOCOD) + |101D>)) -
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Bell State
Measurement

Figura 3.1: Protocolo swapping: los pares de particulas (A,B) y (C,D) provienen de diferentes
fuentes y nunca han interactuado en el pasado, en la caja superior se llevan a cabo medidas
proyectivas tipo Bell (BSM) sobre las particulas (B,C). El protocolo termina con un estado
correlacionado para las particulas (A,D).

Lo cual es equivalente a

1
|¢AB> ® |1/JCD> = §(|0AOBOCOD> + |0AOBlc’1D> + |1AlBOCOD> + |1A1B101D>)‘

Como se observa en la Fig. 3.1 las particulas B y C' provienen de diferentes fuentes pero se
dirigen a un punto en comun donde se hard una medida proyectiva en una base tipo Bell. Por lo
tanto, el anterior estado nos conviene escribirlo de la siguiente forma

[YaB) @ |ep) = %(\0A> 0800) [0p) + [04) [0B1c) [1p) + |14) [180c) [0p) + [14) [181c) [1D))-
(3.2)

Ahora, podemos escribir los posibles estados de las particulas B y C' en términos de la base de
Bell, lo cual es igual a efectuar la medida proyectiva en esta base. Por lo tanto, se define la base
de Bell en términos de los estados de las pariculas B 'y C' como:

1

|¢1> = \/§

(1050¢) + [151¢)),
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|¢2) = —=(1080c) — |1B10)),

7
62 = —5(10810) + [150c)).
64) = 51150} ~ [0ae)).
De aqui obtenemos en terminos de la base de Bell que
|050¢) = 7(’¢1> + [¢2)),
0plc) = 7(’¢3> + |b4)),
[180¢) = 7(|¢3> (R
1plc) = ﬁ(lcbﬁ — [$2)).

llevamos entonces estos resultados al estado (3.2) y obtenemos

[¥aB) @ [Yep) 2\/—(|OA> (1) + 1¢2)) [00) +10.4) (I¢3) + |¢4)) 1)
+ [1a) (|63) = [64)) [00) + [14) ((I61) = |2)) [10))-

Si nos fijamos en este ultimo resultado, vemos que si la medida proyectiva llevada a cabo sobre
las particulas B 'y C'es |¢;) el estado para las particulas A y D se reduce a

1
[Yap) = E(’0A0D> + [1alp)) = [®1).

Si la medida llevada a cabo sobre las particulas B y C' es |¢,) entonces el estado para las
pariculas A y D se reduce al estado

1
anAoD) — [1alp)) = |®) .

De este mismo modo para los otros dos casos restantes, si las medidas efectuadas sobre las
particulas B 'y C son |¢3) 0 |¢4), los estados para las particulas A y D serdn respectivamente

[Yap) =

[Wap) = —=(|04lp) + [140p)) = [®3),

7
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1
V2

Este hecho, nos permite escribir el estado de la Ec. (3.2) finalmente de la forma

[Wap) = —=(104lp) — [140p)) = [®4) .

[YaB) @ |Yep) = |P1) [p1) + |P2) |d2) + |P3) |d3) + |Pa) |Pa) (3.3)

donde los estados |®;) son tnicamente funcion de las particulas Ay D y los estados |¢;) son
tnicamente funcién de las particulas By C'. Por ende, el estado de la Ec. (3.3) nos estd diciendo
que si proyectamos el estado de las particulas B y C' en cualquiera de los elementos de la base de
Bell, entonces el estado resultante del sistema total [1)45) ® |¢)cp) se verd reducido a un estado
entrelazado de las particulas A y D. Lo importante de este protocolo es que las particulas A
y D tal y como se observa en la Fig. 3.1 provienen de fuentes distintas y ademds de eso no
han interactuado en el pasado y luego de efectuar medidas proyectivas en los estados de las
particulas B y C' (las cuales también provienen de diferentes fuentes) terminan presentando
correlaciones cudnticas.

3.2. KLM-SLOCC

Dado que en mecénica cudntica las operaciones sobre los estados cudnticos representan
transformaciones observables, el conjunto de operaciones estocasticas locales y comunicacién
clasica (SLOCC por sus siglas en Inglés) son un tipo especial de operaciones que, aunque no
pueden crear entrelazamiento (mapean estados separables a estados separables), si pueden au-
mentar el entrelazamiento de estados entrelazados. La forma en que estas operaciones actian se
describe en la Fig. 3.2. Supongamos que tenemos dos personas Alice y Bob las cuales compar-
ten un estado cudntico entrelazado p 45, supongamos también que Alice y Bob se encuentran en
diferentes laboratorios y pueden efectuar sobre su estado en particular operaciones o medidas
[36].

El hecho de que Alice y Bob lleven a cabo operaciones locales sobre p4 o pp puede afectar
al estado en conjunto p4pg, es decir, afectar las correlaciones totales del sistema. Por otro lado,
el término local se debe a que Alice o Bob pueden realizar operaciones justo en el lugar donde
se encuentran y sobre su estado en particular, de igual forma el término comunicacion cldsica
se debe a que luego de efectuar operaciones locales, Alice o Bob deben comunicar por medio
de un canal clésico, el tipo de medida efectuada, esto es necesario dado que de lo contrario se
podria pensar que la informacion entre las dos partes viaja mas rapido que la luz. Como se dijo
anteriormente, las SLOCC no pueden crear entrelazamiento en estados separables, dado que
son las operaciones libres para el recurso entrelazamiento. Sin embargo, se ha mostrado que
las SLOCC ayudan a potenciar el grado de entrelazamiento [37] y permiten crear correlaciones
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Classical Comunication >
Pas

Classical Comunication

Figura 3.2: Esquema de operaciones locales y comunicacién clésica, las flechas curvas repre-
sentan que el estado p4p estéd correlacionado.

mads restrictivas como la no-localidad, el EPR-steering y la utilidad para teletransportacién [20].

Consideremos entonces que f4 y fp representan operadores locales para Alice y Bob respecti-
vamente tal que

foA S 127
f;fB < 1.

Por lo tanto, el estado conjunto de Alice y Bob luego de efectuar las operaciones locales estard
dado por

,_ (fa® fB)pan (fa® fp)'
Pap Tr[(fa® fB) pas (fa @ fB)T]

El propésito es entonces determinar la forma que deben tener los operadores f4 y fp para in-
crementar las correlaciones cudnticas.

(3.4)

En 1999 Kent, Linden y Massar (KLM) mostraron en [37] que si el estado que comparte Alice y
Bob p4p no es aleatorio, tiene EOF (entrelazamiento de formacion) diferente de cero y ademds
no es Bell diagonal, entonces existe una familia de operaciones locales estocdsticas y comuni-
cacion clasica (SLOCC) que puede aumentar el entrelazamiento de p4p con una probabilidad
diferente de cero. Lo anterior se enuncia mediante los siguientes teoremas:
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Considerese una matriz densidad general de dos qubits de la siguiente forma

1 —
PABZZ(14+O7'5®12+12®5'5+Zﬂj0i®0j)7 (3.5)

0]

donde &, 5 representan los vectores de Bloch locales de Alice y Bob, & = (0, 0,, 0,) representa
el vector de las matrices de pauli y 7;; una matriz de correlacion.

Teorema 3.2.1 Sea pap una matriz densidad de la forma (3.5) con EOF diferente de cero,
entonces existe una SLOCC invertible de la forma f4 ® fg que mapea a pp con probabilidad
diferente de cero a un estado p'y 5 con mayor o igual EOF.

Teorema 3.2.2 Sea pap de la forma (3.5) con EOF diferente de cero. Si @, E son diferentes de
cero, entonces existe una SLOCC invertible que mapea psp a un estado p'y 5 diagonal de Bell
el cual tiene el mdximo entrelazamiento que se puede obtener de p g por medio de SLOCC.

Teorema 3.2.3 Sea pap la matriz densidad de un estado con EOF diferente de cero, entonces
el estado diagonal de Bell p', 5 que puede obtenerse por SLOCC es tinico médulo tranformadas
unitarias locales. Por lo tanto p', 5 tiene el mdximo posible de EOF.

Los anteriores teoremas indican que existen operaciones locales particulares, que en este trabajo
denominamos KLM-SLOCC, cuyo efecto es optimizar (maximizar) el entrelazamiento de los
estados cudnticos. Esto implica que correlaciones basadas en dicho recurso; utilidad para te-
letransportacidn, no-localidad de Bell, EPR-steering, pueden también maximizarse bajo filtros
locales KLM-SLOCC [20].

En la representacion usada en este trabajo, el estado p 45 luego de la aplicacién de operaciones
KLM-SLOCC esta dado por

/ —
PaB =

3 3
YD) REMai@o;, (3.6)
=0

=0

| =

donde oy = 1, y REFM est4 dado por

0

0
\/’Ul/UQ 0
0 \/'UQ/’UO
0

RKL]\/[ —

o O O
)
o O O

—\/Ug/’UO
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y Vg, U1, Vg, U3 CON Uy > v1 > Uy > v3 son los valores propios de la matriz 3:

B:anRT.
Con
1 0 0 0
o =1 0 o
1o o -1 o |’
0O 0 0 -1

donde los coeficientes de R pueden ser obtenidos de la siguiente forma
Ri; = Tr[(0; ® 0j)pas] 4,5 =0,1,2,3.

Por lo tanto, el estado de la Ec. (3.6) representard el estado maximamente correlacionado que
puede obtenerse por medio de operaciones locales efectuadas por Alice y Bob sobre p4p5. Es
importante aclarar que para estados generales, aunque no es posible identificar siempre el con-
junto de SLOCC que filtran el estado a uno con mayor correlacidn, siempre es posible identificar
dicho estado final (Ec. (3.6)). Para estados especificos, como aquellos con operadores densidad
en forma de X (Anexo C), algunos autores han encontrado las KLM-SLOCC explicitamente
[38].

3.2.1. KLM-SLOCC en la representacion R

Sea la matriz IR cuadrada de dimension 4 de un estado bipartito p 45 como el de la Ec. (1.9),
cuyas componentes estan dadas por R;; = Tr[(o; ® 0;)pap] i, = 0,1,2,3. entonces la
matriz R es tranformada por operaciones locales de la siguiente forma [39]

RKLM _ AARAE det{fA} det{fB}

(3.7)
T [(fLfa® fhfm)pas

donde f4 y fp son los filtros 6ptimos de pap que cumplen — fiT fi <1y AN =7(i®
f5)YT/| det{ f;}| son las transformaciones de Lorentz ortocronas, es decir, que satisfacen (det{A;} =
1 y AY >0),7= A, B. Y esta dado por

1 0 0 1

T—L 01 1. 0
\/§ 0 ¢+ —2 O

1 0 0 -1
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Capitulo IV

Analisis de correlaciones bajo los efectos

conjuntos de los protocolos swapping y
KLM-SLOCC

En el presente capitulo, se muestran los resultados obtenidos en el transcurso de esta in-
vestigacion. En términos del protocolo de swapping, los resultados se dividen en diferentes
escenarios respecto a los estados considerados en las dos fuentes, y el conjunto de medidas
proyectivas. En adelante identificamos las particulas con letras del alfabeto latino. En la sec-
cién 4.1 se considera un estado inicial general p4p en la fuente I y un estado Bell pop en la
fuente II, utilizando medidas proyectivas de Bell en la pareja BC'. En la seccién 4.2 mostramos
el comportamiento de las correlaciones cudnticas cuando consideramos ambos estados inicia-
les generales y medidas proyecticas pertenecientes a la base de Bell. Finalmente, en la seccién
4.3 mostramos una generalizacidn analitica para el protocolo swapping utilizando proyectores
diferentes a los de Bell, que puede reducirse sin dificultad a los resultados encontrados en la
literatura.
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4.1. Escenario 1: Estado inicial general en una de las fuentes
y medidas de Bell

Resultado 1: Sea p 45 (en la fuente I) un estado general identificado con la terna (@, 5, T),
es decir, de la forma

3
1 .
paB = § <1AB+E-0A®1B+1A®b-aB+ZTijo—;“®af>,

ij=1
y pcp (en la fuente I1) un estado cualquiera de la base de Bell

3

1

pop = 7 (1"D - > (@ a)6f @of)t @ow) - n=0123
k=1

donde la forma explicita de pop depende de la escogencia de n. Entonces, utilizando
como proyector también un estado de Bell (dependiente de la escogencia de m)
3

1
I=1"® 7 <1BC - Z(l ®om)(of @) (1® am)> ®1°; m=0,1,23.
=1

El estado py7, después del swapping estd dado por
1 —
Pap = (1® onom) 1 <1AD +d-0*®1°P+1*®b-0° + ZTZJO'ZA ®O'J»D> (1® omo,)
j
4.1)

donde {o;} coni =0, 1,2, 3 es el conjunto de matrices de Pauli.

La Ec. (4.1) puede obtenerse como sigue. Sea nuestro sistema inicial dado por papcp =
paB @ pop, donde pap, pop y 11 estdn determinados como en la caja Resultado 1. Calculando
la Ec. (3.1), es posible mostrar que el estado AD después de swapping es

3
1 —
oin = <1AD +d-o*@1°+ 10 )" - o” + ) (T) "0l ® Uf) )

ij=1
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donde el vector (/)™ y la matriz de correlacién (T7;)™ estdn determinados por

7)” coP = Jnam(g- UD)aman,

<

3 3
r\m _A D A D
E (T;;)"of @0 = g T5j0; @ Opn0m0; Om0n.

ij=1 ij=1

Asi, el estado final puede escribirse como

3
1 -
pin = 1 <1AD +d-c"@1P+1% e 0n0m(b - oP)o o, + Z Tijaf‘ ® Unamajpomon) ,

ij=1

que teniendo en cuenta las propiedades de las matrices de Pauli puede escribirse en la forma de
la Ec. (4.1). La importancia de este resutado radica en el hecho de que el estado final p'y}) es
equivalente al estado inicial en la fuente I, p4p, a través de operaciones locales unitarias. Es-
to implica que las correlaciones del estado final son iguales a las respectivas correlaciones del
estado inicial general. Kirby et.al. [35] dieron una prueba parcial de este hecho para el entrela-
zamiento utilizando la concurrencia sobre operadores densidad en forma de X y simulaciones
numéricas en el caso general. En nuestro desarrollo, hemos extendido la prueba analitica pa-
ra cualquier estado general p4p. A continuacién analizamos el efecto conjunto de swapping y
operaciones KLM-SLOCC.

Con el fin de analizar las correlaciones bajo efectos de los protocolos mencionados, consi-
deramos el siguiente estado en forma de X

1— .
pcos® 0 + £ 1O 0 pcosfsin®
~ 0 e 0 w)
pAB = 0 0 Lz 0 ’ ‘
p cos 6 sin 6 0 0 psin29+%

es decir, el estado tipo Werner (1 — p)1/4 + p |y (6)) ()] en la fuente I, donde p € [0, 1],
0 € [0,7/4] y |¥(0)) = cosf]00) + sinf|11). Para la fuente II, el estado pcp = |PT)NPT|,
con |®T) = \/ii(|10> +101)), y una medida proyectiva de Bell sobre el estado singlete [)7) =
\/%(|OO) + |11)) en BC. El célculo de los valores singulares de la matriz de correlacion pa-
ra el estado inicial p,p y el estado final después de swapping p?ﬁ), son iguales; s? = p?,
s2 = p%sin? 20y s2 = p?sin® 20, lo que implica que adicional al entrelazamiento, las correla-
ciones no-localidad CHSH, EPR-steering y utilidad para teletransportaciéon de ambos estados
son iguales.

En la Fig. 4.1 se muestra el comportamiento de las correlaciones para los estados p4p (Ec.
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Figura 4.1: Correlaciones en funcion del pardmetro 6, para los estados inicial y final en el
protocolo swapping, para los escenarios (a) p = 0,8 y (¢) p = 0,9. Comportamiento de las
correlaciones después de los efectos de los filtros locales en las combinaciones KLM-SLOCC +
swapping y swapping + KLM-SLOCC, de nuevo para (b) p = 0,8 y (d) p = 0,9.

“4.2)y p?ﬁ). El comportamiento de B (CHSH no-localidad), B F;5 (EPR-steering), D (UFT), C
(concurrencia) y €2 (obesidad) en funcién del pardmetro 6 y para dos valores de p (Fig. 4.1(a)
p = 0,8 y Fig. 4.1(c) p = 0,9). Como las correlaciones son iguales para ambos estados de
acuerdo a la Ec. (4.1), solo se grafica una curva para cada cantidad. En las Figs. 4.1(b) y (d), se
muestra el efecto conjunto de los dos protocolos sobre las correlaciones; proceso pag, pcp —
KLM-SLOCC + swapping — pi’{% y proceso pag, pcp — swapping + KLM-SLOCC — pi’%.
De nuevo, solo se presenta una curva para cada cantidad debido a que en este escenario, tanto
el estado inicial psp después del filtro KLM-SLOCC como el estado final después de ambas
combinaciones de protocolos, tienen las mismas correlaciones.

Es importante anotar que un efecto positivo al adicionar los filtros KLM-SLOCC al protocolo
swapping, es que todas las correlaciones se ven aumentadas en magnitud. Y mds relevante atn;
no-localidad, steering y UFT se crean en zonas de € en las que originalmente estos recursos
eran identicamente igual a cero.
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Con el proposito de evaluar la generalizacion de nuestro resultado, ahora consideramos una
familia de estados que no tiene forma de X. Para p 45 tenemos entonces [12].

l—2z—y 0 0 0
1 0 doy+y  dxy oy
R — 4.3
PAB 2 + 8xy 0 dry  daoy+z x|’ 4.3)
0 Y x 1

donde z,y € [0,1] y 0 < 2 + y < 1. Para la fuente Il (pcp) consideramos al estado de Bell
[@*) = 7(]10) +101)).

De nuestro resultado en la Ec. (4.1), es claro que las correlaciones del estado final son iguales
para ambas combinaciones de protocolos; ya sea swapping + KLM-SLOCC 6 KLM-SLOCC +
swapping. Esto es debido a que las correlaciones son invariantes bajo transformaciones uni-
tarias y del resultado (4.1), mostramos que el protocolo swapping conserva las correlaciones
investigadas para este escenario. De esta manera, solamente el protocolo KLM-SLOCC tiene
efectos sobre las correlaciones iniciales de p 4.

El estado de la Ec. (4.3) es entrelazado para la regién dada por 1 + 10xy — 162%y?(4x +
1)(4y+1)—7(x* +y?) +2(x +y)(1+2(z* — 4zy +y*)). Para esta zona, mostramos los efectos
de los filtros KLM-SLOCC en la Fig. 4.2 sobre las diferentes correlaciones. Para el entrelaza-
miento, la zona permanece invariante (dado que las SLOCC no pueden crear este recurso). Sin
embargo, los filtros producen que la cantidad de recurso aumente; comparece las Figs. 4.2(g) y
(h) para la concurrencia. El efecto méds importante se evidencia en las demads correlaciones, don-
de la region de estados que presentan el recurso fisico se ve aumentada. En otras palabras, los
filtros KLM-SLOCC crean dichas correlaciones. En particular, la no-localidad CHSH (4.2(a))
y el EPR steering (4.2(c)), que originalmente no existen en el conjunto de estados (4.3), son
revelados por los filtros como se muestra en las Figs. 4.2(b) y (d). Para UFT, aunque si hay una
regioén con este recurso originalmente, ésta es ampliada por los filtros (véase las Figs. 4.2(e) y

).
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Figura 4.2: Correlaciones cuénticas en funcién de los pardmetros X y Y del estado (4.3) antes
de los filtros (a) CHSH, (c¢) EPR-steering, (e¢) UFT y (g) Concurrencia. El efecto de la aplicacion
de los filtros KLM-SLOCC se muestra en (b), (d), (f) y (h), respectivamente.
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4.2. Escenario 2: Estado inicial general en ambas fuentes y
medidas de Bell

Resultado 2: Sean pap y pop los estados generales en las fuentes caracterizados por
(@,b,T)y (¢,p,S), respectivamente. Entonces el estado p),, después del swapping al
proyectar en cualquiera de los estados de Bell, estara dado por

1 — —
PZxD:Z <1AD+U7'OA®1D+1A®W-UD—i-ZHZIaf@af), 4.4)
donde B
7 a—i;TNyq 7= p—l—_'S N,b o j—TNyS.
14+b-(N,9) 14+b-(N,9) 14+b-(N,9)

N, cony = 0,1,2,3, es la matriz de correlacion para los cuatro estados de Bell, y A”
representa la transpuesta de la cantidad A (vector o matriz).

. J

Es claro que el Resultado 2 es mds general que el de la seccion 4.1, dado que aqui conside-
ramos estados generales para ambas fuentes en el protocolo de swapping. Es decir, con psp y
IT como en la seccién 4.1, pero ahora considerando el estado en la fuente Il como

1
pep = 5 <1CD+q“~aC®1D+1C®p*-aD+ZSmna§L®a,?>.

mn

Luego de realizar el protocolo swapping con esta variacion, se obtiene el estado p); , en la Ec.
(4.4). Las matrices de correlacion N, estan dadas por

100 -1 00 1 0 0 10 0
No=—01 0] M= 0 1 0] No=1]0 =1 0] Ns=1(01 0
0 01 0 01 0 0 1 0 0 -1

Para discutir el comportamiento de las correlaciones en este escenario, por simplicidad con-
sideramos estados iniciales en ambas fuentes que tengan las mismas correlaciones, 6(pag) =
d(pcp), donde 6 identifica cualquiera de las correlaciones estudiadas. Asi, la comparacién de
los efectos de los protocolos puede hacerse de forma directa con el estado inicial.
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Figura 4.3: No-localidad CHSH para (a) p = 0,9, (b) p = 0,93, (¢) p = 0,96 y (d) p = 0,99
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Figura 4.4: EPR-steering para (a) p = 0,85, (b) p = 0,9, (¢) p = 0,93 y (d) p = 0,96.

38



4.2.1. El mismo estado en ambas fuentes

En esta ocasion el estado inicial en las fuentes es

pan = pen = UMl + (L-p)pa® 3 @5
donde py = Trp [|[Y)Xv]], |¢) = cosf|00) + sinf [11), § € [0,7/4] y p € [0, 1]. El estado
de la Ec. (4.5) es entrelazado para p > 1/3. Como para este escenario, las correlaciones ya no
se conservan después del protocolo swapping, y en general, son afectadas por ambos protoco-
los, definimos la siguiente nomenclatura para los estados en las diferentes combinaciones de
procesos: Estado inicial (IS), Estado después del swapping (PSS), Estado después de los filtros
KLM-SLOCC (PFS), Estado después de swapping + KLM-SLOCC (PSFS) y Estado después
de KLM-SLOCC + swapping (PFSS).

1.0 T T T 1.0

0s (@) 1 oa. (b)
a T T Te
==
Z, 08| marassrsrnnnsnsnrnnnn s fr— o8 e
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[
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2

02 ) ot
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0
..... IS -....PSS _....PFS PSFS .....PFSS

Figura 4.5: UFT para (a) p = 0,84, (b) p = 0,9, (¢) p = 0,93 y (d) p = 0,96.

El comportamiento de las correlaciones se muestra en el conjunto de Figs. 4.3 (CHSH),
4.4 (EPR-steering), 4.5 (UFT), 4.6 (Concurrencia) y 4.7 (obesidad). Todas las correlaciones se
grafican en funcion de 6 y para cuatro valores diferentes del pardmetro de mezcla p. El andlisis
general del comportamiento de las correlaciones para los diferentes protocolos es como sigue:
las correlaciones transferidas por medio de swapping se degradan en general (la curva PSS es
siempre menor o igual a la curva IS). Considerando la combinacién de ambos protocolos, los
resultados muestran que aplicar primero los filtros KLM-SLOCC optimiza las correlaciones
con respecto a la combinacion contraria swapping + KLM-SLOCC. Esto se evidencia en las
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Figura 4.6: Concurrencia para (a) p = 0,84, (b) p = 0,9, (¢) p = 0,93 y (d) p = 0,96

Figs. 4.3-4.7 dado que las curvas azules (PFSS) son siempre mayor o igual a las curvas naranjas
(PSES). Aqui, sin embargo, se produce un fendémeno interesante resultado del uso conjunto de
los protocolos; para ambas combinaciones, existen regiones respecto a los pardmetros 6 y p,
para las cuales las correlaciones se aumentan con respecto a las correlaciones de los estados
iniciales en las fuentes, sugiriendo asi un efecto positivo frente al protocolo swapping por si
solo. Nétese que en todas las Figuras, la curva horizontal azul corta en un punto (6,) a la curva
negra, por lo que para la regién 0 € [0, .| la respectiva correlacion del estado final es mayor
que la del inicial (el valor de 6. es dependiente de p y diferente para cada correlacién). Un
comportamiento similar ocurre para el estado después de swapping + KLM-SLOCC (curvas
naranjas), cuyas regiones de mejoria no ocurren para todo p, por ejemplo, en el panel (a) de
cada Figura, esta curva no sobrepasa la respectiva curva IS.

Los efectos de los diferentes protocolos en las Figs. 4.3-4.7, ocurren obedeciendo la jerar-
quia de correlaciones mostrada en la Fig. 2.1. En particular, la mejoria en las correlaciones
finales respecto a las del estado inicial se presenta primero en la obesidad cudntica y ligera-
mente después para la concurrencia. Comparece por ejemplo el punto de corte entre las curvas
PSFS y PFESS con respecto a la curva IS en las Figs. 4.6(b) y 4.7(b). Asi mismo, se observa
que no-localidad CHSH, EPR-steering y UFT son activadas por la combinacién conjunta de
los protocolos. Es decir, la regién de estados que inicialmente no tienen el recurso fisico (la
respectiva correlacion), o que pierden dicho recurso por la accion meramente de swapping, se
disminuye al combinar los protocolos.

Los efectos discutidos sobre las correlaciones cudnticas, ocurren de tal manera que el ma-
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Figura 4.7: Obesidad para (a) p = 0,55, (b) p = 0,9, (¢) p = 0,93 y (d) p = 0,96

ximo de correlacién alcanzado después de la combinacién de protocolos estd limitado supe-
riormente por la correlacion en el estado inicial revelada por los filtros KLM-SLOCC. Esto es,
como se aprecia en las Figs. 4.3-4.7, la curva roja (PFS) es la que toma mayor valor en todos
los casos. Las combinaciones de protocolos estudiadas, optimizan las correlaciones de tal forma
que solamente para p = 1 igualan el respectivo limite superior dado por PES.

4.2.2. Dos estados diferentes con las mismas correlaciones

En esta ocasion consideramos la pareja de estados

pag = (1 —=p) )| +p|00X00]  pop = (1 —p) [P)Xe| +p[11X11], (4.6)

donde |¢)) = sin 6 |01) +cos 6 |10), p € [0,1] y 6 € [0, 7/2]. Aunque pap y pcp son diferentes,
presentan un comportamiendo igual en sus correlaciones cudnticas.

Como se muestra para CHSH (Fig. 4.8(a) y (b)), y para concurrencia en la Fig. 4.8(c) y (d),
los filtros locales 6ptimos KLM-SLOCC llevan a las correlaciones a su valor maximo (curva
roja para PFS). Esto hace que la combinacién de swapping y filtros generen siempre méaximas
correlaciones, aun cuando éstas de deterioran por el efecto especifico del swapping; la curva
PSS (gris) evidencia que las correlaciones se degradan debido a swapping a medida que el valor
de 6 aumenta. El comportamiento de EPR-steering y UFT es similar al de CHSH, mientras que
el de la obesidad cudntica es similar al de la concurrencia, razén por la cual no se grafican para
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Figura 4.8: Comportamiento de CHSH y Concurrencia como funcién de 6 parap = 0 ((a) y (c))
y p = 0,01 ((b) y (d)). El estado |¢)") ha sido usado para la medida en BC' del swapping.
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Figura 4.9: Comportamiento de (a) CHSH y (b) concurrencia cuando el protocolo swapping
hace uso del estado |®T) para la proyeccién en BC'y con p = 0,11. En (c) se muestra la
probabilidad de ocurrencia de la medida con [¢)) (curva negra) y |®*) (curva azul).

La explicacion del comportamiento asimétrico de las correlaciones después del swapping
se encuentra en la escogencia del proyector de Bell. Recordemos que al final del protocolo
swapping, el estado p4p se encontrard con una probabilidad Prob = Tr [I1;p4pcp], en uno de
los cuatro estados de la Ec. (3.1). Para el caso de la Fig. 4.8 se ha usado el proyector |¢)") (el
mismo resultado se obtiene con [¢)7)). El perfil de las correlaciones cambia al seleccionar el
otro par de proyectores de Bell, como se muestra en la Fig. 4.9, el deterioro de las correlaciones
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es mayor al proyectar sobre |®*), aunque su perfil es més parecido al de las correlaciones del
estado inicial. En este escenario la asimetria respecto a # aparece después de incluir el efecto de
los filtros locales (curva naranja - PSES). Un aspecto importante de los procesos que involucran
un esquema de medida es la relacion o ligadura de los estados post-medida y su probabilidad de
ocurrencia. Como se muestra en la Fig. 4.9(c), la probabilidad de obtener el estado proyectado
sobre |®*) (curva azul) es mayor que la de obtener el estado proyectado con |1)*) (curva negra).
Sin embargo, es para éste ultimo que se obteinen los mayores valores de correlaciones despues
de swapping.

CONCURRENCE

Figura 4.10: (a): Concurrencia para estado obtenido después del protocolo swapping entre pap
y pcp utilizando dos proyectores tipo Bell distintos. (b): Concurrencia para estado obtenido
después del proceso swapping + KLM-SLOCC utilizando dos proyectores tipo Bell distintos.
|¥) (Gris) y |9T) (Rojo).

Con el fin de extender el andlisis sobre la implicacién de cambiar los proyectores de la
base de Bell, en la Fig. 4.10 presentamos la concurrencia en funcién de 6 y p, para el estado
post-medida con proyector |1)") (superficie gris) y |®™) (superficie roja). Nétese que tanto pa-
ra swapping (Fig. 4.10(a)) como para el protocolo conjunto swapping + KLM-SLOCC (Fig.
4.10(b)), el escenario 6ptimo de correlciones se obtienen con el proyector |¢)7). Incluso, en el
ultimo caso, para cualquier configuracion de pardmetros, el resultado es el maximo de correla-
cién posible.
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4.3. Escenario 3: Estados iniciales y medidas proyectivas ge-
nerales

Resultado 3: Sean pap y pcp los estados generales en las fuentes caracteriza-
dos por (a@,b,T) y (q,7,S), respectivamente. Considerando el conjunto de POVM
{Eppor {F1-ppc}}donde \/E,.. = 11 ® ppe ® 17y ppe un estado identificado con
(€, f, N). Entiéndase {E1_,,.} como el resto de elementos POVM tal que ), E; = 1.
Entonces, el estado p4p después del swapping estd determinado por

1
IOAD—Z<1AD—|—?I'O'A®1D+1A®?7'UD+ZHinU;4®U1?>7 (47)
donde
o i+ Te+ (7 fla+TNG U_ﬁ+(5-€)ﬁ+STf+STNTb
14+b-84+q-f+b-(NQ) 1+b-€+G-f+0-(NQ)
H_”ﬁTJr(T?)ﬁTJr(Jf )S+TNS
14+b-84+q-f+0b-(NQ)

. J

Con el objetivo de brindar una version mds amplia del protocolo swapping, en esta Seccién
consideramos conjuntos de medidas generalizadas o también conocidas como medidas cuyos
valores son de operadores semi-definidos positivos (POVM por sus siglas en Inglés).

Sea entonces el estado conjunto p4pcp dado por el producto tensorial de la pareja de estados
iniciales y diferentes pap y pop tal y como sigue

1
PABCD:4ZRAB‘7A®U ® — ZRSLQ g O'n, 1,7,m,n=20,1,2,3,

donde R4P y REP representan matrices 4 x 4 dadas por

1 " 1 pf
RAB: RCD: Y% )
<c7 T ) g 7S
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Por otro lado, utilizando el operador de medida

1 —
@:1‘\@1<1BC+5-03®1C+1B®f-OC+ZNm05®UzC> ®1°,  (4.8)
kil

0, equivalentemente

1
VEpe =10 1> Bifol @0l ©1° ki1=0,123, (4.9)
kl

e (1 f?
i _<5 N )

El estado resultante después del swapping sin normalizar estard dado por

_ 1
5ap = Trpe K ZRABO'A@U ® > ZR%’ ¢ ® an) <1A®4ZR§CJE®JF®1D>],

con

kl

AB pCD pBC _A
= Trpc |:64ZZZR R, R o ®a ak ® o al ® oy ]

ij mn kl

Utilizando la propiedad
Tr [Uigj] = 2(5” Z,j = 0, 1, 2,3 Og = 12,

Obtenemos

pAD = 1a Z Z Z 5jk§mlR£‘BRg@£RIgCUA & O'n )

ij mn kl

pap = — Z > RIPRIVRICoM @),

ij mn

pap = — Z > RIPRIVRICoM @),

in  jm

donde es posible verificar por expansion de las sumatorias que

> Y RIPROVRICo @ o)) =) (RYRPCRP), 0f @ o).

n  jm n
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Por lo tanto
~ 1 1 1
T (RYRPCRD);, 0f @ o)) = 1 > Z(RABRBCRCD)m ol ®@ay.

mn

Con lo cual, podemos definir la nueva matriz no normalizada como

RAD — ERABRBCRCD
1 .

pap _ L o7 1 fT 1 pt
4\a T € N qg S '

N 1+ 0T+ fTG+b'NG pl +b7ep” + f1S+bI'NS
RAD —

a+Te+affg+TNG ap’ +Tep' +aff's +TNS

Por otro lado, el estado no normalizado en términos de la matriz RAP esta dado por
~ 1 DAD _A D
PAD = ZZRZTL o ®0,.
n

Finalmente, el estado normalizado y final después del protocolo swapping estard dado por

DAD

AD ;A @ ol (4.10)

n

PAD = —=
4R4P

in

Tenemos entonces que
Ry = 20+ 0 e+ f1q+ 0'Ng) = [(1+b-e+q- f+5- (V).

Equivalentemente, podemos expresar el estado p4p de la siguiente forma

4

in

1
pap = = <1AD+ﬁ-aA®1D+1A®5~0D+2Hm024®05>7 4.11)

—

con vectores locales de Bloch (#, ¢) y matriz de correlacion H como se muestra en el Resulta-
do 3.

Es claro que los resultados de las secciones anteriores 4.1 y 4.2 se deducen sencillamente de la

Ec. (4.10) haciendo cero los vectores de Bloch del elemento proyector (¢ = f = 0) y eligiendo
correctamente la matriz de correlacién N para cada estado de Bell. De igual forma, la Ec. (4.10)
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podria ser mas realista con los resultados experimentales, dado que al efectuar un experimento
de entanglement swapping, el resultado esperado se podria ver afectado por influencia de ruido,
lo cual puede ser modelado con la Ec. (4.10) utilizando medidas proyectivas diferentes a las de
Bell cuyo entrelazamiento no sea maximo.

Con el fin de ilustrar el efecto sobre las correlaciones de un conjunto de medidas no necesa-
riamente entrelazadas, examinamos la influencia de escoger un conjunto de proyectores par-
cialmente entrelazados de la forma [i)(«)) = cosa|00) + sina |11) y los demds elementos
respectivamente ortonormales. Considerando la pareja de estados dada por la Ec. (4.5) para
p = 0,96, y llevando a cabo el protocolo swapping con el proyector parcialmente entrelazado
|¢(v)) donde o = 7/6, del resultado Ec. (4.10), se obtiene el comportamiento mostrado en la
Fig. 4.11.

10 10
(a) CHSH (b) EPR-steering
08 { os
06 ..-’.' 4 08
K .
04 ..~'. :."‘ 1 04
0z ‘.". .,-". 4 02
0.0 o e P P Y
00 02 04 06 08 00 02 04 06 08
0 0
10 1.0
(e UFT (d) CONCURRENCE .-
08 sl 08 '..'°
0.6 ..".. +1 06
04 ',"' '.:" 1 04
e oo e
00 ariitieaanert® 00 ettt
0.0 02 04 06 08 0.0 02 04 06 08
0 0
10
() OBESITY e
038 o o
06 ‘_.~'. ',-‘: ..... PSS
S PSS (partially entangled
0.4 .
® projector)
oo e
R T 04 06 08
0

Figura 4.11: La linea punteada gris representa @ = 7/4 (proyector de Bell) y la linea punteada
morada representa o = 7 /6 (proyector parcialmente entrelazado)
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La curva morada de la Fig. 4.11 muestra que utilizar un proyector diferente al conjunto
tipo Bell, provoca efectos degradantes en las correlaciones cudnticas. Esto implica que las co-
rrelaciones cudnticas de los estados resultantes de los procesos swapping + KLM-SLOCC y
KLM-SLOCC + swapping también resultardn degradas por el cambio de proyector. De ahi que,
el conjunto de proyectores {|¢%) ,|®*)} sean por el momento los mds 6ptimos para llevar a
cabo el protocolo swapping.
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Capitulo V

Analisis de obesidad cuantica bajo la
influencia de los protocolos swapping y
filtros locales

En esta Secciodn, se calcula la forma explicita de la obesidad cuantica para el estado bipartito
resultante luego del protocolo swapping al utilizar medidas proyectivas generales y ademads se
realizan simulaciones para respaldar y apoyar los resultados analiticos que permiten concluir
que el proceso KLM-SLOCC + swapping es mejor que el proceso swapping + KLM-SLOCC
para la familia de estados tipo X.

5.1. Resultado analitico para obesidad cuantica

Resultado 4: Sea psp el estado después del swapping dado por la Ec. (4.10) y
}LRAB RBCRCP su matriz en la representacién R. Entonces su obesidad cuéntica esta-
rd dada por

QP = L __qaBgBeqep. (5.1)
[4 55

Varios autores como Kirby et.al [35] han estudiado el efecto que tiene el protocolo swapping
sobre la concurrencia de estados bipartitos y domostraron parcialmente que si consideramos dos
estados iniciales Bell diagonal diferentes p4p y pcp. Entonces la concurrencia del estado pap
después del protocolo swapping estard limitada por el producto de las concurrencias de los
estados iniciales antes del protocolo.

CapCecp > Cap. (5.2)
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La desigualdad anterior es importante dado que nos permite saber de que manera esté relacio-
nada la concurrencia del estado final después del protocolo swapping con la concurrencia de los
estados iniciales. Aunque, dicha desigualdad no proporciona un valor exacto para la concurren-
cia del estado p4p sino una cota superior.

Debido a lo anterior e inspirados en el hecho de que la obesidad cuédntica cumple las propieda-
des mencionadas en la sub-seccion 2.5, hemos obtenido una expresion cerrada para la obesidad
cudntica del estado p4p después del procolo swapping presentado en la Ec. (4.10), en términos
de las obesidades de los estados iniciales generales p4p y pop y de la obesidad cudntica intrin-
seca de la parte BC' de la medida utilizada para llevar a cabo el protocolo swapping, la cual
no debe ser necesariamente un proyector perteneciente a la base de Bell, es decir, pueden ser
proyectores con entrelazamiento menor que uno. En base a lo anterior, utilizamos el resultado
de la seccion 4.3 para llevar a cabo la sigueinte demostracion.

Sea la pareja de estados iniciales generales

1 1
pan = 32 BiPol@ol  pop =) oo @al ijmn=0,1,23

1 o7 1 pf
RAB: RCD: Y% )
<6 T ) Y 7S

Para llevar a cabo el protocolo swapping, utilizamos un operador general de la forma

1
VEppe =14 ® ZZRZC"’? ®o’®1° k1=0,1,2,3
kl

Bc _ (1 qu
(1)

Obtenemos que el estado luego del protocolo swapping entre pap y pcp estard dado por la Ec.
(4.10)

donde

con

AD 024 X oP

in n

PAD = —=
4ROAOD in

donde 1 1
R = Z(RRPCRTP) 'y Ry’ = (140847 f+b- (N)).

50



Por lo tanto, la obesidad cudntica del estado p4p tendra la forma

DAD
0P — |det }f
R4y

OAD _ |4]§AD |det{RAB}‘1/4| det{RBC}|1/4\ det{RCD}‘1/4_
00

Con lo cual obtenemos finalmente que la obesidad cuéntica de p 4p estard dada por (Resultado
4.)

1/4

’ det{RABRBCRCD}‘1/4,

|4RgP

QAP = —L_qaBqECQCD. (5.3)
4550

Este es un resultado general y exacto para la obesidad cudntica. Notese que la Ec. (5.3) per-
mite calcular de forma exacta el valor de la obesidad que es transmitida mediante el protocolo
swapping.

En el escenario original de swapping, es decir, considerando una base tipo Bell para el
proceso de medida, se cumple que ¢ = 1y los vectores de Bloch €'y f son iguales a cero.
Por lo tanto, obtenemos que la obesidad cudntica del estado p4p es de la forma

1
Qe p— F8 40 5L (5.4)
[1+b- (NG|

donde NV es la matriz de correlacion de cualquiera de los estados de Bell. De aqui es claro que,
de acuerdo al factor en la Ec. (5.4),si b = 0 0 ¢ = 0 se cumple que

QAP = QAPQEP (5.5)

Similarmente, la obesidad cudntica esta acotada inferiormente como sigue:
L saBoeD AD
§Q Q-7 <0 (5.6)

Esto se debe a que el maximo valor que puede tomar el producto b- (NQ) es uno.

Cabe resaltar que nuestro resultado para obesidad cudntica es valido para estados iniciales
arbitrarios, caso contrario al resultado para concurrencia de la Ec. (5.2), que estd restringido a
estados Bell diagonal y solo proporciona una cota superior para la concurrencia del estado pp.
De esta forma, y teniendo en cuenta que concurrencia C obesidad, nuestro Resultado 4. sugiere
una generalizacion de la cota superior para la concurrencia de la forma

CasCpcCecp > Cap, (5.7)
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es decir, que la cota superior para la concurrencia transmitida en swapping estd también deter-
minada por la cantidad de entrelazamiento contenido en los elementos del conjunto de medidas
utilidados en la parte BC'.

De igual forma, con el resultado de la Ec. (5.3) es posible obtener de forma analitica la
obesidad cudntica para estados tipo X ( Anexo B ) luego de los procesos KLM-SLOCC +
swapping y swapping + KLM-SLOCC tal y como se presenta en la seccion siguiente.

5.2. Obesidad para estados tipo X luego de F+S y S+F

Bell diagonal
states

Almost Bell
diagonal states

Figura 5.1: Jerarquia de grupos de estados cuanticos

La Fig.5.1 muestra que el grupo de estados tipo X, son un caso especial de los estados ge-
nerales bipartitos. Similarmente, el grupo de estados “casi Bell diagonal” son un caso especial
de los estados tipo X y finalmente los estados Bell diagonal son el grupo de estados mas reduci-
dos en esta clasificacion. Algunos de estos grupos de estados serdn utilizados en los siguientes
desarrollos.
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Para llevar a cabo los calculos de esta seccion, utilizamos los resultados de las Secciones

4.3, 5.1, la teoria del Anexo C y la teoria de operaciones locales en la representacion R de la
Seccién 3.2.1.

5.2.1. Obesidad bajo el efecto conjunto swapping + KLM-SLOCC (S+F)

Resultado 5: Sean dos estados iniciales tipo X e iguales pap = pcp. Entonces la obesi-
dad cudntica del estado luego del proceso S+F estard dada por

Qé? :g(anfBupAD)Q27 (58)

donde g(fa, fB, pap) puede tomar dos formas diferentes, es decir, si proyectamos en los
estados de Bell [¢)") 6 [¢)~) toma la forma

g(an fB7 pAD) =
P11+ pr1(p2a + p33) + paa(pss + pas) + p2a(2p33 + pas)
2(p22p33 — p11pas)?((p22 — p33)? — (P11 — pas)? — 1)

X ((p11 + paa)\/p22p3s — \/(:0%1 + p22p33)(Pis + P22P33))-

Mientras que la proyeccién sobre los estados |®T) 6 |®~) reduce el factor a

g(fAJ f37 pAD) =
(P35 + p22pas + p3s(pss + paa) + p11(paz + P33 + 2pa4))/2
(1+ (p22 — p33)? — (p11 — paa)?)(\/Pr1paa(p2z + p33) + /(P2 + p11pas) (P23 + +p11paa))

Tal y como se demostré anteriormente, la matriz R*” después del swapping entre dos esta-

dos diferentes representados por las matrices R4? y RYP utilizando como medida la Ec. (4.9)
esta dada por

con
1
4 4

donde EQ(DOO) es la componente (0, 0) de la matriz Eg‘D . Por otro lado, la matriz R$P después

~ ~ 1 S s o
RGP = —(RAWRPYRP)  Rifpy = ~(1+b-@+q- f+b-(NQ)
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de aplicar el KLM-SLOCC estard dada por
AaRGP AL det{fa} det{ s}
Tr (fifo ® f;fB)pAD]

RSP = (5.9)

Utilizaremos por notacion ﬁ?(%o) — }NQQI?(OO) (anque tienen el mismo valor). Aqui f4, fp son
las filtros 6ptimos de pap que cumplen f; f; < 1y los operadores A; = Y(f; @ f7)YT/| det{ fi }|
son las transformaciones ortocronas de Lorentz que satisfacen det{A;} = 1 y A > 0.
Similarmente, Y estd dado por

1 0 0 1
1
v L 0 1 1' 0
\/§ 0 ¢« —2 O
1 0 0 -1

La obesidad cuantica para el estado luego del proceso swapping + KLM-SLOCC esta dada
por

1/4
Qé? — |det AARgDAﬁ det{fa} det{f5} _ det{fa} det{[p}| ‘det{RgDHlM
Te (4@ fhfs)pan) T (/44 ® S fa)pan] |
QAD |det{fa} det{fp}| OABQBCQCD. (5.10)

AR T (s fhfu)oan|

La Ec. (5.10) representa la obesidad del estado p 4 p luego del proceso swapping+KLM-SLOCC
entre dos estados generales diferentes p4p y pop utilizando como medida la Ec. (4.9). Por otra
parte, para nuestro propésito consideraremos estados iniciales tipo X iguales R4Z = R“P dado
que conocemos la forma explicita del KLM-SLOCC para esta familia de estados (ver Anexo C)
y una medida proyectiva perteneciente a la base de Bell, es decir 25¢ = 1; por tanto Q42 toma
la forma

QAD _ |det{ fa} det{fp}| o2
SF — :
[4R&R o) T (4 Flfm)oan],

(5.11)

donde Q) = QA48 = QP También cabe resaltar que en la Ec. (5.11) p4p es la matriz densidad
resultante del protocolo swapping cuando los estados iniciales pap y pcp son iguales y fa,
fB los filtros 6ptimos de p4p. Similarmente, en Ec. (5.11) Ré?(oo) toma el valor Rg‘?(oo) =

54



11+ b- (N@)), dado que f = &= 0 cuando consideramos proyectores de la base de Bell.
Siendo entonces nuestro factor

9(fa, fB,pap) = det{f4} det{fp}|
4R80T [(Fifa @ fhfnoan]|

tenemos que para estados tipo X y los proyectores de Bell |1, ) y [¢)_), éste se reduce a

9(fa, fB,pap) =
P31+ pri(pae + p33) + paa(pss + pas) + p2a(2p33 + pas)
2(pa2pss — p11paa)?((p22 — p33)? — (p11 — paa)? — 1)

X ((p11 4 paa)\/p22pss — \/(0%1 + p22p3s)(pis + P22P33))- (5.12)

Mientras que para los proyectores de Bell |, ) y |®_) se reduce a

g(fa, fB:pap) = (5.13)
P35 + p2apas + p33(pas + paa) + p11(paz + ps3z + 2pa4)
2(1 4 (p22 — p33)? — (P11 — paa)?)(\/P11paa(p2z + p33) + V(03 + pr1pas) (Pls + +p11pas))

Lo anterior implica que la obesidad para el estado luego del proceso swapping + KLM-SLOCC
depende del proyector de la base de Bell utilizado. p11, p22, P33 Y pa4 SOn las componentes de la
diagonal de alguno de los estados tipo X inicial, dado que son iguales pap = pcp (ver Anexo
B), que satisfacen

1 1
3 <,011 + paa £ \/(011 — paa)? + 40%4) >0, 3 <P22 + pa3 £ \/(P22 — p33)? + 4P§3> > 0.
(5.14)
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5.2.2. Obesidad bajo el efecto conjunto KLM-SLOCC + swapping (F+S5)

Resultado 6: Sean dos estados iniciales tipo X e iguales pap = pcp. Entonces la obesi-
dad cuantica del estado luego del proceso F+S estard dada por

Q22 = g(fh, fr, pan)Q?, (5.15)

donde ¢(f", f5, pap) toma una tnica forma, independiente del estado de Bell utilizado
como proyector. Esto es, después del proceso F+S, el factor en la Ec. (5.15), estd dado
por

1
o
4 (\/pripas + \/P22P33)

g(f;h f/B7pAB> =

Las matrices R4Z y RCP después de ser sometidas al KLM-SLOCC estardn dadas por
Ny RAPAY det{f}} det{f5}

RAB_
Eo It e
Te |(F1f4 @ fiifi)pas]

(5.16)

A4 REPAY det{ £4} det{ f5}
T (414 @ £ fipen)

REP = (5.17)

donde f'y,f5y f4.fr son los filtros 6ptimos de pap y pop respectivamente. Por lo tanto, luego
de hacer swapping entre los estados representados por las matrices B2 y REP utilizando como

proyector la Ec. (4.9), obtenemos que la matriz R4% estard dada por

HAD
Rpg

RED = =
TR

00)
con )
B8 = L(REPRPOREP).
y ﬁ?g(oo) la componente (0,0) de la matriz ﬁf}g . Por consiguiente, la obesidad cudntica del

estado luego del proceso KLM-SLOCC + swapping estard dada por

1/4
Ny RAPAE RPN ROPAG det{f}} det{f} det{f1} det{f5}

ARSI [(F113 0 Fidoan] T [(F4 4 @ 14 Fopcn

QD = |det
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Q4D — |det{f}} det{fp} det{f1} det{f5}| |det{RABRBCRCDH1/4
4B o) Tr |(F1 04 ® S Fidoan)| T (£ 4 @ 5 Fpocn) |

QAD — |det{f}} det{fp} det{f1} det{f5}| OABQBCCD.
‘4RFS 00) [( AfA ® f fB)PAB] Tr [(fHTf & f”Tf/)pCD] ‘

(5.18)

La Ec. (5.18) representa la obesidad del estado resultante del proceso KLM-SLOCC+-swapping
entre dos estados generales diferentes pap y pcp. Por otro lado, para nuestro propdsito consi-
deramos estados tipo X iguales R4? = RCP dado que conocemos la forma explicita del KLM-
SLOCC para esta familia de estados (ver Anexo C) y el proyector perteneciente a la base de
Bell, es decir, 25¢ = 1. Entonces Q42 toma la forma

2°% :
NN A |

donde Q = Q48 = QP f/ {1, son los filtros 6ptimos de p4p 6 pcp. Nuestro factor toma la

forma
[det{f4} det{f5}[* 2
’4RFS(00 ‘ Tr [( ,f f fB)pAB”

el cual, para estados tipo X y cualquiera de los cuatro proyectores de Bell, se reduce a

(fA?fB?pAB>

1
9(fa: £z, pan) = 3 (5.20)
4 (\/p11p44 + \/P22,033)

Esto implica que la obesidad para el estado luego del proceso KLM-SLOCC + swapping no
depende del proyector de la base de Bell utilizado.

5.2.3. Comparacion de los factores g(f4, f5,pap) y 9(f4. f5, paB) para
estados tipo X

Resultado 7: Se presentan simulaciones numéricas que demuestran que el factor
9(f4, f5,pap) es siempre mayor que los dos posibles valores que puede tomar el fac-
tor g(fa, fB, pap). Lo cual demuestra que para estados tipo X el proceso F+S genera
mads obesidad cudntica que el proceso S+F.
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Con el fin de comparar los resultados anteriores, es decir las Ec. (5.11) y Ec.(5.19) utiliza-
remos los siguientes factores; El factor de la Ec. (5.11) lo denotaremos como

|det{fa} det{ 5}

9(fa, fB,pap) == 7= T T : (5.21)
’4R610DT1" [(fAfA ® foB)PAD} ’
y el factor de la Ec. (5.19) lo denotaremos como
det{ f/, } det{f:,}?
9(fhs fispan) = doti fa} detifp )] - (5.22)

|| [ [ @ £ foas]

dado que tanto la Ec. (5.11) y la Ec. (5.19) son proporcionales a 2* y sélo se diferencian en los
factores de la Ec. (5.21) y Ec. (5.22) respectivamente.

La primera observacién con respecto a estos factores, es que son iguales cuando pap y pcp
son Bell diagonal e iguales. En este caso se cumple que

g(fA7fB7pAD) :g(leélvleapAB) =1

Lo anterior se debe a que los KLM-SLOCC se comportan como la identidad cuando los estados
iniciales son Bell diagonal.

Por lo tanto, a la hora de evaluar los factores de la Ec. (5.20), Ec. (5.12) y Ec. (5.13) hay que
tener en cuenta indirectamente los valores de las componentes p14 y po3 tal que las condiciones
de la Ec. (5.14) se satisfagan. Finalmente, a modo de comparacién generamos 10° estados tipo

X aleatorios que cumplan las condiciones de un sistema fisico y comparamos el factor de la Ec.
(5.20) con el factor de la Ec. (5.12).

La Fig. 5.2 muestra que el factor de la Ec. (5.20) es siempre mayor o igual que el factor de
la Ec. (5.12). Esto se evidencia dado que todos los puntos estan siempre sobre la linea diagonal
roja punteada. Lo cual implica que el estado luego del proceso KLM-SLOCC + swapping tiene
mayor obesidad cudntica que el estado luego del proceso swapping + KLM-SLOCC.

De igual forma, hemos comparado los factores de la Ec. (5.20) con el factor de la Ec. (5.13)
generando 10° estados tipo X aleatorios que tengan setido fisico.

La Fig. 5.3 muestra que el factor de la Ec. (5.20) es también mayor o igual al factor de la Ec.
(5.13) por los mismos argumentos mencionados anteriormente, lo cual confirma que para todos
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Figura 5.2: Factor Ec. (5.20) en funcién del factor Ec. (5.12).

0 > 4 5 8 10 12 14
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Figura 5.3: Factor Ec. (5.20) en funcién del factor Ec. (5.13)

los proyectores de la base de Bell, el proceso KLM-SLOCC + swapping suministra mas obesi-
dad cudntica al estado final que el proceso swapping + KLM-SLOCC.
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Por otra parte, con el fin de tener una prueba certera de que el factor de la Ec. (5.20) es siempre
mayor o igual a los factores de la Ec. (5.12) y Ec. (5.13) hemos reducido dichos factores al gru-
po de estados “casi Bell diagonal” (ver Fig. 5.1). De ahi que, los factores se reducen a solo dos
parametros para esta familia de estados teniendo en cuenta las siguientes dos consideraciones.

La primera consideracion radica en considerar p1; = p44 y teniendo en cuenta la condicién de
1—(p22+p33)

traza p11 + poz + p33 + paa = 1, obtenemos que py; = —"55, pag = pao, P33 = pP3z y
pag = M, lo cual simplica todos los factores a la dependencia de s6lo los parametros

p22 Y p3s3. De igual forma, en esta primera consideracion se cumple que los factores de la Ec.
(5.20) y Ec. (5.12) reducidos a dos parametros son iguales. Por otro lado, los factores de la Ec.
(5.20) y Ec. (5.13) reducidos a dos parametros son distintos y como se muestra en la Fig. 5.4, el
proceso F+S para esta familia de estados siempre es mejor que S+F. La superficie gris siempre
estd por encima de la superficie azul.

P22

0.0

Figura 5.4: Factor de la Ec. (5.20) (superficie gris) y factor de la Ec. (5.13) (superficie azul),
ambos reducidos a dos parametros.

La segunda consideracion radica en tomar po; = ps33 y teniendo en cuenta la condicién de
traza pu; + pao + s + pas = 1, obtenemos que py; = pyy, pop = LT Lloriton) y
pas = paa, lo cual simplica los factores a la dependencia tinica de los pardmetros pq1 y p44. Aqui,
se cumple que los factores Ec. (5.20) y Ec. (5.13) son iguales al reducirlos a dos pardmetros. Por
otro lado, los factores Ec. (5.20) y Ec. (5.12) son distintos y al igual que para el caso anterior,
la Fig. 5.5 muestra que la superficie gris siempre estd por encima de la superficie verde, esto
implica nuevamente que para esta familia de estados siempre es mejor el proceso F+S que S+F

dado que suministra mayor obesidad cudntica.
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P11

Figura 5.5: Factor de la Ec. (5.20) (superficie gris) y factor de la Ec. (5.12) (superficie verde),
ambos reducidos a dos pardmetros.

5.3. Calculo explicito de los estados después de F+S y S+F
para estados iniciales tipo X

Resultado 8: Se presenta la forma explicita de los estados luego de los procesos S+F'y
F+S utilizando estados tipo X, para todos los proyectores tipo Bell. De igual forma, se
presentan simulaciones numéricas para las correlaciones cudnticas, las cuales demuestran
que para estados tipo X el proceso F+S es mejor que el proceso S+F.

Si tomamos dos estados tipo X iniciales iguales p4ap = pcop y utilizamos los resultados
analiticos para swapping del Anexo B (proyectando sobre |®1) y |®7)) y KLM-SLOCC ana-
liticos mostrados en el Anexo C, obtenemos que el estado después del proceso swapping +

KLM-SLOCC estard dado por
ot
Psk =
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Con k1 = 2p4a(p22 + p33)

0

0

paa(p22 + p33)

(

1/2
+2p14p23 (%)

0

1/2
paa(pP3a+p11p44) (P33 +p11p44) )
P11

03y + 230 (

0

P1

P44

g)” 0

1/2
+2p14p23 (%)

P11

0

1/2
+9 p44(P§2+pup44)(0§3+011044)) /
P11

del proceso KLM-SLOCC + swapping estara dado por

Prs =
2 P44pP33P22 1/2 0 0 :l:2 pas
Pas p11 prap2s 1
1 0 P+ (P ) (ph, 4 g2, (22 0
2 0 +(pss + Pia) <Zﬁ> Py + (uQZ?‘j + ) 0
1/2
£2p14p23 <Zﬁ> 0 0 2pus <P44Z??p22)

P11

0

1/2 2 4 2 L 1/2
:E(P§3+P§4) (M) <ﬂ44(922 p11p44) (P33 911P44)> 0

paa(p22 + p33)

(5.23)

. De igual forma, el estado luego

(5.24)

1/2
- ot
Con kg = 4pyy (%) +2 <p44 (’)222%”44)). De los anteriores resultados para pgy

y /)Fs’ se puede notar que si los estados iniciales pap = pcp son Bell diagonal entonces
pE = phz. Lo cual implica que las correlaciones cudnticas de ptz y prs para este caso es-
pecial tendrdn el mismo comportamiento. Esto permite deducir que para este caso el protocolo
de swapping no actia como un degradante de las correlaciones, dado que la estructura de un

estado Bell diagonal no se ve afectada por este protocolo (ver Anexo A).

Por otro lado, cuando proyectamos sobre los estados 1)) y |¢)~) obtenemos que el estado
luego de swapping + KLM-SLOCC estara dado por

vt
Psp =
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2
2 2 2 P22P33+P
p22p33 + Piy 0 0 +(pia + P23)4 m
2 2
p22,33(P22P33+P44) p22P33FP
1 0 (P11 + paa) | —=Eoo=m=sd4r +2p14p23 44 0
22,331,711 22,331,711

2 2
K3 P22P33 1P r22,33(P22P33+0P7,)
0 +2p1ap23 | 44 (p11 + paa) | =222 Ao 0
p22p,33+P7 P22,33+P7
2
2 2 P22P33+pP 2
+(p14 + P23) 7;722033-%—;3%? 0 0 p22p33 + Pi4

(5.25)

Donde k3 = 2 (pa2pss + pis) + 2(p11 + pas) \/ pest ;;(Zifﬁ% 72 De igual forma, el estado luego

del proceso KLM-SLOCC + swapping estara dado por

Yt
Prs =

2 P11 2 P11

1 0 pua BB L (2] 0 526)
R4 0 tp14023 (%) 044\/—922?;’?’)44 0
0

i(Piﬁ‘P%g) (%) 0 (p22p33+p11p44) (&)

(p22p33+p11p44) (&) 0 0 + (p14+r33) (&)

2 P11 2 P11

Donde k4 = (p22p33 + p11044) ( > + 2p44 /%& De los resultados para pFS y PSF es

sencillo notar que si los estados iniciales pap = pop son Bell diagonal, entonces se cumple que
,0 4 s = p g F, dando lugar a que el comportamiento de sus correlaciones cudnticas sea igual.

Para corroborar numéricamente nuestros resultados sobre los estados tipo X, utilizamos la for-
ma explicita de los cédlculos anteriores, y generamos 10° estados tipo X aleatorios iniciales
pAB = pcp para obtener concurrencia y obesidad cudntica en ambos protocolos Ps Py p FS
Las Figs. 5.6 y 5.7 muestran la concurrencia y obesidad cuéntica, respectivamente, de los 10°
estados pl.; en funcién de la concurrencia y obesidad para los 10 estados p?}r

Como se observa en la Fig. 5.6 la concurrencia de los estados luego del proceso F+S es siempre
mayor o igual a la concurrencia de los estados luego del proceso S+F. Esto se evidencia dado
que los puntos estdn siempre por encima de la diagonal roja punteada, este resultado refuerza la
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Figura 5.6: Concurrencia para estado p% en funcién de la concurrencia para estado pz}
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Figura 5.7: Obesidad para estado plﬁg en funcion de la obesidad para estado pg;

idea mostrada con los factores para obesidad cudntica de las secciones anteriores. También es
importante resaltar que la UFT, EPR-steering y no-localidad CHSH presentan comportamientos
similares a los mostrados en esta Seccion.
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De igual modo, la Fig. 5.7 muestra un cdlculo para la obesidad cudntica de 10° estados, donde al
igual que la concurrencia el proceso F+S es mas optimo. El resultado importante en esta parte,
es que al igual que la discordia cudntica, la obesidad es una correlacién cudntica mas general
que el entrelazamiento. Asi, nuestros resultados son mds generales que aquellos mostrados en
la literatura para entrelazamiento y propiedades cudnticas mds restrictivas.
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Capitulo VI

Conclusiones

De acuerdo al objetivo general, Determinar escenarios de optimizacion para las propie-
dades cudnticas ligadas al entrelazamiento cudntico, mediante la investigacion de los efectos
conjuntos del protocolo de swapping y los filtros locales. Los objetivos especificos planteados
para el desarrollo de este trabajo se enumeran a continuacién

1. Estudiar el efecto del protocolo de swapping sobre las propiedades cudnticas desde no-
localidad hasta obesidad cudntica para estados cudnticos bipartitos.

2. Analizar los efectos sobre las mismas propiedades debido a los filtros locales.

3. Investigar el comportamiento de las propiedades cudnticas bajo la implementacion con-
junta del protocolo de swapping y los filtros locales.

Los objetivos 1,2 y 3 fueron desarrollados de manera conjunta en las secciones de resul-
tados 4.1 y 4.2. Donde se estudi6 y representd graficamente de forma separada el efecto
del protocolo swapping y filtros locales para familas de estados especificas y se concluyé
que los filtros locales KLM son una operaciéon mds Optima que el protocolo swapping,
dado que las operaciones locales tipo KLM llevan al estado a su forma Bell diagonal,
la cual es su forma médximamente correlacionada y ademas, el protocolo swapping actia
para algunos escenarios como un degradante de las correlaciones cudnticas . De igual for-
ma, se analiz6 el efecto conjunto de estos protocolos llegando a la conclusién de que las
correlaciones cudnticas de los estados resultantes del proceso KLM-SLOCC + swapping
son siempre mejor a las del proceso swapping + KLM-SLOCC, esto se debe en gran me-
dida a que el escenario KLM-SLOCC + swapping involucra dos estados Bell diagonal
y el proceso swapping + KLM-SLOCC involucra un solo estado Bell diagonal. Por otra
parte, también se demostré que ambos procesos son igual de dptimos inicamente cuando
los estados iniciales pertenencen a la familia Bell diagonal, esto se debe a que en este caso
los filtros 6ptimos actidan como la identidad y no tienen ningun efecto. Es mas, el hecho
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de que ambos procesos sean igual de 6ptimos también puede entenderse en el sentido de
que ambos procesos invulucran en su desarrollo dos estados Bell diagonal.

Asi mismo, en las seccidnes 5.2 y 5.3 se utiliz6 la familia de estados tipo X, dado que
para estos estados se conoce de forma explicita sus filtros 6ptimos KLM y nos permitié
reforzar la idea utilizando simulaciones numéricas para 10° estados, de que el proceso
KLM-SLOCC + swapping es siempre mejor. Similarmente, fue posible deducir para la
obesidad cudntica unos factores que permitiron fortalecer de forma grafica la supremacia
del proceso KLM-SLOCC + swapping.

4. Derivar reglas de transformacion en el protocolo swapping considerando estados inicia-
les y medidas arbitrarias en sistemas de qubits.

En la seccién de resultados 4.3 se dedujo de forma rigurosa y analitica una generali-
zacion del protocolo swapping que involucra no solo a proyectores pertenencientes a la
base de Bell, sino también a aquellos cuyo entrelazamiento intrinseco no es maximo. De
igual forma, la manera en que presentamos el resultado no se encuentra actualmente en
la literatura, dado que los trabajos escritos al respecto utilizan tinicamente proyectores
tipo Bell y nuestro resultado va més alla. Por lo tanto, es posible utilizar proyectores con
entrelazamiento degradado para simular escenarios realistas que involucren el protocolo
swapping. Asi mismo, empleando el resultado de la seccion 4.3 se encontrd una relacion
analitica en la seccién 5.1 para obesidad cudntica del estado luego del proceso swapping
utilizando un grupo de medidas en su forma general. Este resultado para obesidad po-
dria ser til a niveles experimentales, dado que permite preparar de forma exacta estados
cudnticos iniciales p4g y pop tal que luego del swapping entre ellos den como resultado
una obesidad cudntica deseada en el estado pap.

Productos de esta investigacion

= Articulo remitido para publicacién

P. Rosario, A. F. Ducuara and C. E. Susa. Quantum steering and quantum discord under
noisy channels and entanglement swapping. Remitido a Physics Letter A, 2021.

= Articulo en preparacion

P. Rosario, A. F. Ducuara and C. E. Susa. Characterising quantum entanglement-based
properties and beyond through general entanglement swapping and optimal local filtering.
En preparacion, 2021.

» Ponencia evento internacional
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P. Rosario, A. F. Ducuara and C. E. Susa. Investigating quantum properties such as co-
rrelations in open quantum systems. ICFO-UNAM-UNIANDES International School on
the Frontiers of Light, QUANTUM CHALLENGES 2021, November 8-11, 2021.
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Anexo A

Swapping entre estados Bell diagonal

Sea papecp = pas ® pep el estado inicial antes de llevar a cabo el protocolo swapping,
donde pcp y pap son estados Bell diagonal diferentes. Se cumple que el estado final p4p luego
del protoclo swapping, también es un estado Bell diagonal tal y como mostramos a continuacién
utilizando la representacién de Bloch.

Sean pop y pap dos estados Bell diagonal de la forma

1 A 1
pAB = 7 (1AB + ZszOi ® Uf) pep = o (lCD + ;Smn%c@ ® Uf) :

ij

El proyector que representa a los cuatro estados de Bell esta dado por
1
11 = HT = 1A® Z <1BC—|—;NMO’]€B®O’IC> ®1D

Donde la matriz de correlaciéon NV es tnica para cada estado de Bell. Entonces, el estado resul-
tante p4p después del swapping estd dado por

1
pap =7 <1AD+Z(TNS)MO'ZA®UT?> :

El cual es también un estado Bell diagonal con matriz de correlacién dada por el producto TN S.
Este escenario es importante, dado que al aplicarle a un estado su filtro KLM-SLOCC este es
llevado a su forma Bell diagonal y por tanto, con el resultado que acabamos de mostrar sabemos
que el proceso de swapping no cambia la estructura de un estado Bell diagonal.
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Anexo B

Swapping entre estados tipo X

Los estados cuya matriz densidad tiene forma de X, han permitido estudiar de forma exacta
propiedades cudnticas como el entrelazamiento (ver por ejemplo [40]). Por lo tanto, considere-
mos dos estados tipo X cuya forma de matriz densidad se muestra a continuacion.

pu1 0 0 pus o 0 0 O
pap — 0 pa2 p3 O Sop — 0 dg2 do3 O
0 p§3 P33 0 ’ 0 553 (533 0 ’
pia 0 0 pu 0y 0 0 Ou

donde se debe cumplir que pi; + p2o + P33 + Paa = 011 + 022 + 033 + d4q = 1. Es decir, este
hecho garantiza la normalizacion de las poblaciones. Entonces, el estado resultante p4p luego
del protocolo swapping entre pap y 0cp al proyectar en la base tipo Bell es

011p11 + 033022 0 0 £055023 £ 01414
pe 1 0 O92p11 + Oaap2a  FTO74p23 & d23p14 0
PAD = Jroe 0 +033074 £ 01453 01133 + 033pa4 0
+d03055 £ 6740714 0 0 022033 + 04414

' resulta de proyectar sobre los dos posibles estados de Bell [i+) = \/%(|OO> +|11)) ,

=) = 5(100) —[11)) y M¥* = (011 + 022)(p11 + ps3) + (035 + Gaa) (p22 + pas) representa el
factor de normalizacion. Igualmente

d11p22 + 03311 0 0 £053014 £ 14p23
o, 1 0 022p22 + O4ap11 TO74p14 T d23p23 0
PAD = e 0 +053055 £ 014p14  O11Pa4 + 033P33 0 ’
+093p74 £ 074053 0 0 022044 + 04ap33
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resulta de proyectar en los dos estados de Bell |®+) = \/Li(|10)—|—|01>) | o—) = \%(]10)— |01))
con factor de normalizacion M ®+ = (811 + 822)(paz + pas) + (p11 + p33) (033 + das).

Los factores M+ y MY+ representan también la probabilidad de obtener luego del protoco-
lo swapping a los estados pi% y p%j, respectivamente. Finalmente, el resultado de este Anexo
demuestra que el estado resultante del protocolo swapping entre dos estados tipo X es también
un estado tipo X, sin importar en cual de los elementos de la base de Bell proyectemos. También
cabe mencionar, que el resultado del Anexo A se puede obtener de este resultado dado que los
estados Bell diagonal son un sub-grupo de los estados tipo X.
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Anexo C
KLM-SLOCC para estados tipo X

Sea los KLM-SLOCC para estados tipo X dados por [38]

fAZ(nOA (1)) y fBZ(noB [1))7

con 0 < n% <1y0 < n% < 1. Donde para un estado tipo X general de la forma

pu 0 0 pus
0 pa2 p23 O
0 pa3 p3z O

Pia 0 0 puy

Si peg = phs, p1a = pi4. Entonces, f4y fp actian de la siguiente manera sobre p

__ aofppfhefh)
Te [(fa @ fo)o(fh @ fh)

Obteniendo como resultado

NANBA1 0 0 NANBP14
;1 0 Map22  Manppas O
= 0 Nanep2s  NpP33 0 ’
AT BP14 0 0 P44

con k = mAnEp11 + N4p2e + NEpss + pas y se debe cumplir que

1/2 1/2

2 [ P44pP33 o [ P44pP22

Ny = y M=\ —— .
P22P11 P33P11
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Sustituyendo los valores para 174 y 175 obtenemos la forma explicita para el estado p’ después
del KLM-SLOCC

Paa 0 0 P14 (’ﬂ)l/2
P11
) 0 (P44Zﬁps3 > 1/2 P23 %) 1/2 0
p= E paa 1/2 P44pP22pP33 1/2
0 em() (o) 0
@) e
P14 o11 P44

Puede notarse que p’ es un estado Bell diagonal.
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