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Capitulo 1

Introduccion

La distribucién logaritmica normal (LN) es una distribucién de probabilidad con
un logaritmo distribuido normalmente que se obtiene como una transformacion
de la distribuciéon normal ordinaria y se suele utilizar a menudo en situaciones en
las que los valores presentan sesgo a la derecha como, por ejemplo, para deter-
minar precios de acciones, precios de propiedades inmobiliarias, escalas salariales,
tamanos de depdsitos de aceite entre otros. En muchas de estas situaciones, la
asimetria de la distribucién y su curtosis estan por encima o por debajo de lo
esperado para el modelo LN, por lo que es necesario pensar en un modelo mas

flexible que logre tal desviacién al modelar datos positivos.

Varios autores han introducido familias de distribuciones que permiten modelar
variables con soporte positivo y diferentes grados de asimetria y curtosis. Una
de las més reconocidas corresponde al modelo In-skew-normal (LSN), la cual fue
estudiada por Mateus-Figueras (2003-2004), quien estudia las propiedades de este

modelo.

Es de notar que esta distribucion es una extensién de la distribucion LN para

modelar la estructura asimétrica presente en los datos, no obstante presenta una

12
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dificultad ya que su matriz de informacién es singular cuando el pardametro de
asimetria es cercano a cero, ademas existe dificultad para la estimacién de este
pardametro, Olmos et al. (2016) presentan el modelo bimodal Birnbaum - Saunder
(1950), el cual ademas de ajustar datos positivos, su matriz de informacién es no

singular.

Distribuciones para ajustar datos positivos se limitan generalmente a la gama,
weibull, exponencial, Birnbaum-Saunders(1950) y LN. Sin embargo, estas distri-
buciones solo ajustan datos con distribucién unimodal con alta o baja asimetria, es
decir que estos modelos no pueden ser aplicados cuando la distribucion de los da-
tos es bimodal o multimodal. Para datos positivos con comportamiento bimodal,
son pocos los autores que han propuesto distribuciones que ajusten este tipo de
informacién; destacdndose Bolfarine et al. (2011) con el modelo The log-bimodal-
skew-normal model (logBSN) que en espanol corresponde a la funcién de densidad
de la distribucién logaritmica bimodal normal asimétrica y Venegas et al. (2016)
con the Log-Alpha-Skew-Normal Model (LASN), en esparniol es la funcién de densi-
dad de la distribucién logaritmica alfa normal asimétrica. Sin embargo, estas dos
distribuciones presentan el problema que sus matrices de informacién son singu-
lares, cuando su parametro de asimetria se acerca a la frontera de cero, dado que
estas se originan como extensién de la distribucién normal asimétrica de Azza-
1ini(1985).0Otra posible solucién es la mezcla de distribuciones LN, pero como es
bien conocido en la literatura, este modelo presenta problemas de identificabilidad

en la estimacién de sus parametros.

Una solucion a los inconvenientes presentados con las distribuciones arriba mencio-
nadas es usar otras familias de distribuciones bases que no presenten problemas en
su matriz de informacion ni problemas de identificabilidad en la estimacion de sus

parametros. Como solucién a la problematica antes descrita, este trabajo presen-
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ta una nueva distribucién con la cual se pueden ajustar distribuciones de soporte
positivo de tipo bimodal o multimodal basadas en la distribucion In-alfa-potencia
(LAP) Martinez-Florez et al. (2014) y el modelo beta-normal asimétrico expo-
nenciado (PBSN), estudiado recientemente por Martinez et al. (2018).Esta nueva
distribucién incluye nuevos parametros que la hacen mas flexible en términos de
forma (bimodalidad y multimodalidad), asimetria y curtosis que el modelo LN,
puesto que se logra modelar datos con distribucién unimodal, bimodal y multimo-
dal para datos positivos, con asimetria y curtosis por fuera del rango permitido

por la distribuciéon LN.

Cabe resaltar que las distribuciones para datos no-negativos se utilizan principal-
mente en el campo de la teoria de la confiabilidad (Birnbaum-Saunders (1950)),
el cual es el andlisis de datos de tiempo de falla (es la metodologia estadistica
que se usa para determinar la confiabilidad de una poblacién de dispositivos y
predecir el porcentaje de fallas potenciales). Las distribuciones més utilizadas en
la modelacién de datos positivos son las distribuciones exponencial, weibull, gam-
ma, LN y Birnbaum-Saunders, entre otras. En los ultimos tiempos se ha estado
utilizando el modelo half-normal para el andlisis de sobrevivencia o extensiones

de este, como por ejemplo la extension realizada por Elal-Olivero et al. (2009).

A pesar de que los modelos LN y LSN Mateus-Figueras et al. (2003-2004) tienen
amplia aplicabilidad en datos positivos con fuerte asimétria positiva, el modelo
Birnbaum-Saunders se muestra como una alternativa mas utilizada para ajustar
datos de sobrevivencia y fatiga de materiales. Sin embargo, todos estos modelos
solo pueden ajustar datos de cardcter unimodal, siendo modelos no flexibles para

observaciones de tipo bimodal o multimodal.

Asi, es poca la literatura existente sobre distribuciones que logren ajustar datos

positivos que presenten comportamiento bimodal y aiin mas complejo si la distri-
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bucién presenta un comportamiento multimodal. Por otro lado, Durrans (1992) in-
trodujo la distribucién de estadisticas de orden fraccionaria, la cual genera un buen
modelo base para la creacién de distribuciones que modelen variables asimétricas,
con matriz de informacién no singular para valores cercanos a uno en el parametro

de asimetria.

Una extension de este modelo al caso de datos bimodales fue estudiada por Bolfari-
ne et al. (2013), denominada distribucién bimodal AP; este modelo también tiene
la caracteristica de que su matriz de informacién es no singular. Otra extensién
del modelo AP para el caso de datos positivos fue realizada por Martinez-Flérez et
al.(2014) quienes introducen el modelo In-potencia normal (LPN), cuya matriz de
informacién resulté ser no singular. Recientemente Martinez et al. (2018) propo-
nen una familia de distribuciones PBSN; la cual es otra extensién del modelo AP
que logra ajustar datos multimodales ademas, su matriz de informacién también

resulta ser no singular.

En vista de lo anterior, aprovechando la no singularidad del modelo AP y la flexi-
bilidad para el caso de datos bimodales de los modelos bimodal AP y multimodal
PBSN, resulta interesante estudiar el comportamiento de la distribucién resultante
que mezcla la estructura genérica AP y las distribuciones base LN, LPN, bimodal
AP y PBSN. La justificacién de esta mezcla es que dadas las caracteristicas del
modelo AP al realizar la extension de esta, se espera que la matriz de informacion
del modelo resultante no presente los problemas de singularidad de los modelos ya
estudiados en la literatura y se genere una distribucion flexible capaz de modelar
datos positivos de tipo bimodal y multimodal, si esto no sucede se llevara a cabo

una reparametrizacion adecuada.

El modelo estudiado en el presente trabajo contiene la distribuciéon LN como un

caso particular y se estudiaran sus principales propiedades estadisticas, asi como
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el proceso inferencial de estimacién de sus parametros, matriz de informacién y

distribucién asintética del vector de estimadores de los parametros.



Capitulo 2

Preliminares

En las ultimas décadas se ha observado un notorio interés creciente en la literatura
estadistica por familias de distribuciones flexibles que ayuden al modelamiento de
variables con diferentes grados de asimetria y curtosis. Distintos trabajos se han
publicado en torno a este tema siendo preciso resaltar los trabajos de Birnbaum
(1950), Lehmann (1953), Roberts (1966), O’Hagan and Leonard (1976), Azzalini
(1985), Henze (1986) y Durrans (1992) entre otros.

2.1. Distribucion Normal Asimétrica

Azzalini (1985) desarrolla una estructura general para la funcién de densidad de

probabilidad (fdp) asimétrica, skew-symmetric la cual estd dada por:
orr(z;A) =2f(2)F(Az) 2z, AeR (2.1.1)

donde f es una fdp la cual es simétrica alrededor de cero, F' es una funcién
de distribucién acumulada (FDA) absolutamente continua y también simétrica
alrededor de cero. Para el caso donde f es la densidad de la distribucién normal

estandar y de igual forma F es la FDA de la normal estandar, el modelo resultante

17
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es llamado de skew-normal, se denota por Z ~ SN () y su fdp viene dado por:
Vpa(2,A) =20(2)P(Az) z€R ,A>0 (2.1.2)

donde A es un ntimero real, llamado el parametro de asimetria, puesto que permite
modelar la parte asimétrica de la distribucién. Este es el modelo estudiado por
Azzalini (1985) quien introdujo formalmente la distribucién y estudié sus propie-
dades, cabe senalar como ya se habia dicho que esta distribucién es una extensién
de la distribucién normal para modelar la estructura asimétrica presente en los
datos, no obstante presenta un problema ya que su matriz de informacion es sin-
gular cuando el parametro de asimetria es cercano o igual a cero, también se han
observado problemas para la estimacién de este parametro. Ademés de Azzali-
ni otros aportes importantes a esta teoria de la distribucion skew-normal fueron
hechos por Henze (1986), Arnold et al. (1993), Chiogna (1997) y Pewsey (2000),
entre otros.

Una extension para el caso de datos postivos del modelo SN fue realizada por
Mateus-Figueras (2003-2004) quien estudia el modelo In-normal asimétrico (LNS),
de localizacién (p) y escala (o), definido por la fdp asi,

v (Y; €1, A) ZJ%QS{%}@{AM} y e RT (2.1.3)

2.2. Distribucion Alfa-Potencia (AP)
Lehmann (1953) propone la familia de distribuciones con FDA dada por,
F(z;a) ={F(2)}" z€eR (2.2.1)

donde F' es alguna FDA y a es un numero racional. En términos generales esta

distribucién es generada a partir de la distribucion del maximo de la muestra. En
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la literatura este modelo es conocido como modelo de alternativas de Lehmann y
es ampliamente discutido por Gupta (1959) y Arnold (2004).

Continuando el trabajo hecho por Lehmann, Durrans (1992) en un contexto hi-
drolégico extiende el anterior modelo para todo o € R, refiriéndose a este resul-
tado como la distribucién estadistica de orden faccionaria, que en la literatura es

mas conocida como distribuciéon AP, con fdp dada por:
;) :af(z){F(z)}(a_l) con z € R,a € RT (2.2.2)

donde F' es una FDA absolutamente continua con fdp f = dF. Se denota con
Z ~ AP(a). Este nuevo modelo dio origen a la familia de distribuciones AP la
cual es una alternativa como entre las familias de distribuciones que modelan altos
grados de asimetria y curtosis.

La FDA de Z en el modelo (2.2.2)) esta dada por:

Fr(z;a) ={F(2)}", con z€R. (2.2.3)
Propiedades del Modelo AP
1
(i) Si Z ~ AP(«) entonces, E(Z") = a/ [F7 ()] "ul®™ - du donde F~ es
0

la inversa de F'.

(ii) Para el caso en que f = ¢ entonces, la distribucién resultante es llamada
distribucién potencia-normal (PN) la cual tiene muchas aplicaciones en di-
versas areas del conocimiento, como por ejemplo, las mediciones no negativas

(las medidas del indice de masa corporal (IMC)).

2.2.1. Caso Localizacion-Escala

En la practica, el interés principal se centra en ajustar el modelo de localizacién-

escala de la distribucion de estadistica de orden fraccionaria AP con densidad
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(2.2.1). Es fécil, ver que si Z ~ AP(«a), entonces la extensién localizacién-escala
de Z, es decir, X = £ +wZ, donde £ € R y w € R*, es la funcién de densidad

dada por:

(a—1)
o@; €, w, ) —&f(x;g){F<$_£>} r€R,a c RY (2.2.4)

w

la cual se denotard X ~ AP(x;¢, w,a). Como comunmente ocurre esta distribu-
cion involucra parametros desconocidos, para la estimacién de estos se utiliza el
método de maxima verosimilitud, la funcién de log-verosimilitud del modelo AP,

esta dada por:

1(6;x) =n{In(a) — In(w)} + Zln {fz)} +(a@—1) Zln {f(z)} (2:255)

donde z; = &=5,
w

2.2.2. Ecuaciones Score

Asumiendo que f’ existe, las primeras derivadas parciales de la funcién de log-

verosimilitud con respecto a cada uno de los parametros son:

n

ANB:;x)  —1[ = f(z) f(zi)
¢ :7{2 flay T2 F(z»}’

ole;x) -1 = f(=) R f(=)
T S e ey
l(0;x)

G =ty m{F()}

Las ecuaciones score son obtenidas igualando las derivadas parciales a cero. Pro-

f(z) f(z)
F(z:)’ I'(z:)

y u; = In {F (zz)}, se deduce inmediatamente que la solucién a las ecuaciones

cediendo como Chiogna (1997) y Pewsey(2006), siendo w; =

v, =
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- = _ — S — _ -1
score satisfacen que 7 = (1 — a)w, 1+ (zv) = (1 — a)(zw) y a = — donde
n n
U= > Y% (Zv) = > =% | etc. Generalmente estos sistemas de ecuaciones son
n n
=1 i=1
resueltos numéricamente, usando métodos iterativos tipo Newton-Raphson.

De igual manera siguiendo esta metodologia se encontra la matriz de informacion,
tanto la observada como la esperada y podemos constatar que esta es no singular

para valores del parametro de asimetria cercanos a uno.

2.3. Distribucion Ln-Alfa-Potencia (LAP)

Una extension del modelo AP para el caso de datos positivos fue estudiado por
Martinez-Flérez et al. (2014), denominado distribuciéon LAP cuya fdp viene dada

por:

oy (y; @) :%f{ In(y) }H{F(In()}* ™", yeR". (2.3.1)

Para el caso en que f = ¢ entonces, la distribucién resultante es llamada distri-
bucion In-potencia-normal la cual tiene muchas aplicaciones en diversas areas del

conocimiento, cuya fdp viene dada por:

oy (y; @) =%¢<ln<y>>{<1><1n<y>>}<°“” con y € R, (2.3.2)

Este modelo (2.3.2)) al igual que el Modelo PN tiene la caracteristica que su matriz

de informacién es no singular.

2.4. Distribuciones de Tipo Bimodal

Ademas del interés comun del estudio de distribuciones que ayuden a modelar

estructuras asimétricas, muchos de los autores que han estudiado estas familias
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de distribuciones han propuesto extensiones bimodales, las cuales son muy ttiles
a la hora de estudiar ciertos fenémenos en el area de la cosmologia y la genética.
Una extensién de la distribucién normal es el modelo bimodal-normal, que nos
proporciona una gran herramienta para el estudio de variables con dos maximos

en el soporte, su funcion de densidad esta dada por:

fu) =u?p(u) (2.4.1)

Para el Modelo PN antes mencionado, diversas extensiones bimodales han sido

estudiadas, Kim (2005) introduce el modelo

f(u,0) =cop(u)®(0|u) (2.4.2)

donde 6 es un numero real y ¢y una constante de normalizacién. Para 6 > 0 Kim
demuestra que el modelo (2.4.2)) es bimodal. Gémez et al. (2009), define el tipo

de distribucion skew-flexible-normal cuya fdp es dada por:
f(u,0) =csp(Jul + 0)(Au) con A e R (2.4.3)

donde 9 es un nimero real y ¢s es una constante de normalizacién. Gomez et al.
(2009) demuestran que para 6 < 0 el modelo (2.3.1)) es bimodal. Arnold et al.
(2009) estudian el modelo bimodal simétrico al cual denominan La skew-normal

de dos partes con fdp:

f(u,0) = 2ex¢(u) B (Afu])(52) (2.4.4)

donde B y A son numeros reales y ¢, es una constante de normalizacion. Este es
un modelo bimodal asimétrico para ciertos valores de 5 y A. Arnold demuestra
que la matriz de informacién del modelo es singular para 8 = A = 0, es decir para
el caso de la distribucién normal, tal y como acontece con el modelo skew-normal

de Azzalini.
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Por otro lado Elal-Olivero (2009) introduce la versién bimodal de la skew-normal
y realiza un andlisis bayesiano. La funcién de densidad para este modelo esta dada
por:

1+ \y?
1+ A

fy, A\, ) :2( >¢(y)<b(ay) con yeR, NeR y aeRY. (24.5)

Una extensién bimodal para el caso de datos positivos fue estudiada por Bolfarine
et al. (2011), denominada de distribucién bimodal LN asimétrica, cuya fdp esté

dada por:

2 (/1 2
rale) =2 (52

ox

)qb(y)fb()\y) con >0, peR, a>0 (2.4.6)

donde y = W Esta distribucion al igual que el modelo 1D presenta matriz
de informacion singular para el caso donde sus dos parametros toman el valor
cero.Elal-Oliveros (2010) presenta el modelo bimodal asimétrico

(1—ay)*+1

f(z]0) :{ @+ af0 ]¢(y) conxz >0, €eR (2.4.7)

donde y = *==* | al cual denomino como AP asimétrico, este modelo al igual que

el modelo (2.4.5)) tiene matriz de informacién singular.
La extension para datos positivos del modelo dado en (2.4.7)) para el caso de datos
positivos fue estudiada por Venegas et al. (2016) y su fdp estd dada por:

(1—ay)?+1
(2+ a?)ox

f(z]0) :{ ]qﬁ(y) con x>0, aeR (2.4.8)

donde y = w , al cual denominé distribucién In-alfa-normal asimétrico, este
modelo al igual que el modelo tiene matriz de informacion singular.

Bolfarine et al. (2013) introduce dos familias de distribuciones las cuales estén
basadas en la distribuciéon AP introducida por Durrans (1992). El primer modelo

corresponde a una extension directa del modelo de Durrans (1992), con la cual
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se logra modelar datos con distribuciones simétricas y el segundo modelo incluye
un parametro que hace méas flexible el primer modelo pues se logra obtener dis-
tribuciones bimodales tanto simétricas como asimétricas. Bolfarine et al. (2013)

definen el modelo bimodal simétrico exponenciado mediante la fdp,

a—1 _
px(z;:€m, a) :%; — 1f(x p 5) {F(

donde ¢, es una constante de normalizacién. El caso f = ¢ queda dado por:

a—1 o
px(z;8,m,a) 2%23 — 1¢(x ; 5) {cb(

El caso asimétrico del modelo ([2.4.10)) viene dado por la fdp:

a—1
extzen o) =acos( 5 o |E )} 0 (570 wye eryers

a—1
ngD} , zyé& eR, neRT

(2.4.9)

a—1
xngD} , vyé& €R, neRT

(2.4.10)

(2.4.11)

Sobhan et al. (2016) proponen el modelo multimodal denominado la distribucién

alfa-Beta Skew-normal, cuya fdp viene dada por:

1— oz — B2 + 1
f(@) :(gﬂ n ?552 fziﬁi 59 (24.12)

donde y,a, 8 € R. Estos autores demuestran que este modelo puede alcanzar
hasta cuatro modas para distintos valores de a y (.

Recientemente, Martinezet al. (2018), estudian las distribuciones BSN(3) y PBSN(S, «),
las cuales resultaron con matriz de informacién no singular y con una gran fle-
xibilidad para ajustar un conjunto de observaciones con distribucion, unimodal,

bimodal o trimodal.
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Se dice que la variable aleatoria Z tiene una distribucién BSN(/3), si el modelo

viene dado por :

(1—-p2%)2+1

1) =553

o(z), (2.4.13)

donde y,a, 8 € R. Estos autores demuestran que este modelo puede alcanzar
hasta tres modas para distintos valores de 3. Mientras que el caso exponenciado

del modelo ([2.4.13)) viene representado por la fdp

4B — 153%% +2B2% — 53223 — 3225 a—1
2+ 15 ¢(2)
(2.4.14)

(1-82%2+1
2+ 1542

f(z) = ¢(2) | 2(2) +

donde z € R, a € RT y 3 € R. Entonces se dice que Z es una variable aleatoria
con distribucién PBSN. Se denotard por Z ~ PBSN (5, «).
Estos autores encontraron que la FDA acumulada del modelo dado en (2.4.14)) se

deja escribir como

483 — 1532z + 2822 — 53223 — 225 “
R
+ 2+ 1552 ¢(z)| con z€

vppsn(z) =|P(2)

(2.4.15)

2.4.1. Coeficiente de Variacién (CV)

También denominado como coeficiente de variacién de Spearman, es una medida
estadistica que nos informa acerca de la dispersion relativa de un conjunto de

datos, se denota de la siguiente forma:
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2.5. Variable Aleatoria Censurada

Los valores censurados son aquellos reportados como menos que algin valor (por
ejemplo, menor que 5 ppb), mayores que algtin valor (por ejemplo,mayor que 100
dias), o como un intervalo (por ejemplo, un valor entre 67 y 75 grados). Los valores
truncados son aquellos que no informan si el valor excede algin limite.

Ahora considere un laboratorio clinico que reporte la concentraciéon de atrazina
en una muestra de agua subterranea. Si reportan 0.02 ppb, se observa ese valor. Si
reportan que es menor 0.05 ppb, el valor es censurado. Si solo informan la concen-
tracion si excede de 0.1 ppb, los valores se truncan. La diferencia practica entre
los datos censurados y truncados es que se conoce el nimero de valores censura-
dos, pero no el nimero de valores truncados. Los datos ambientales observados y

censurados son mucho mas comunes que los datos truncados.

2.5.1. Censura a la Izquierda o Derecha

Un valor censurado a la izquierda es uno que solo se sabe que es menor que algin
valor, por ejemplo, menor qure 5 ppm. Un valor censurado a la derecha es aquel

que solo se sabe que es méas que algtin valor.

2.6. Modelos Censurados

En términos generales una variable aleatoria Y que tiene una parte de sus pro-
babilidades en puntos discretos y el resto extendido en algunos intervalos, tiene
una distribucién mixta. Sea F'(y) la FDA que representa una distribuciéon mixta.

Entonces se puede escribir

F(y) =c1fi(y) + cafa(y) (2.6.1)
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donde Fi(y) es una FDA escalonada, Fy(y) una FDA continua, ¢; la probabilidad
acumulada de todos los puntos discretos y ¢co = 1 — ¢; la probabilidad acumulada
de las porciones continuas. Para la distribucién dada en (2.6.1)) se tiene que dado

g(Y), una funcién de Y, entonces:

Elg(Y)] =1 Elg(X1)] + 2 E[g(X)] (2.6.2)

donde X es una variable aleatoria discreta que tiene la FDA Fj(y) y X, es una
variable aleatoria que tiene la FDA Fy(y).

En algunos casos ademas de la censura también las observaciones presentan al-
tos (o bajos) grados de asimetria y/o curtosis. Por tanto, el andlisis con datos
asimétricos es necesario para afrontar este tipo de situaciones, asi es usual utilizar
la distribucién SN de Azzalini(1985) 6 Normal AP de Durrans(1992).

Cuando los datos son censurados, la distribuciéon que siguen es una mixtura entre

una distribucién discreta y una continua.

2.6.1. Modelo Tobit

En los modelos de regresién censurados la variable dependiente subyacente es
aproximadamente continua, pero estd censurada inferior (censura a la izquierda)
o superiormente (censura a la derecha), debido a la forma en que recopilamos los
datos o a limitaciones institucionales.

El modelo de regresién censurado Tobit o Tobit tipo I se expresa como sigue:

c st Y <

Y st Y > ¢

¢,

Y, =
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Se ha formulado el modelo Tobit en términos de una variable latente Y™ que
satisface los supuestos del modelo de regresion clésico, distribucién normal, ho-
mocedastica y con media condicional lineal.

En algunos casos la variable en estudio puede presentar cierto grado de asimetria
que no puede ser modelada por la distribucién normal o la distribucién t-Student.
En estos casos es valido suponer que las observaciones obtenidas de los individuos

puede ser modelada por la distribucién skew-normal o APN.
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Capitulo 3

Distribucion Log-Beta-Normal

Asimeétrica.

En este capitulo se introduce el modelo log-beta-normal asimétrica (LBSN), Se
define la fdp del modelo, se halla la FDA y se prueba la no existencia de la funcién
generadora de momentos. Tambien se estudian sus principales propiedades para el
caso estandar del modelo, se dan a conocer las expresiones del momento de orden
superior para los casos par e impar, asi como también se determinan las medidas:
esperanza, varianza, asimetria, curtosis y CV.

Posteriormente se presenta el modelo de Localizacién-Escala, se argumenta la esti-
macién de sus parametros y se determinan las matrices de informacion observada

y esperada para luego determinar la no singularidad de esta.

30
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Definicién 3.0.1. Se dice que la variable aleatoria X tiene una distribucion

LBSN, si su fdp esta dada por

(1—BIn*z)? +1¢(nw)
2+ 1552 z

f(z) = con x >0 (3.0.1)

donde 8 € R. Denotaremos esta variable como X ~ LBSN(f).
Proposicién 3.0.1 La funcién de densidad del modelo LBSN() tiene a lo mas

3 modas.

Demostracion. Diferenciando (3.0.1]) con respecto a x se tiene lo siguiente:

o(In x)

@ 15y P e+ Ao + 28I s —8fIn’s —2In 742

flz) =
(3.0.2)

]

Por lo tanto f’(z) tiene a lo mas 6 raices, asi f(z) tiene a lo mucho 4 modas. Por
el teorema fundamental del algebra un polinomio de grado n tiene n raices como
es un polinomio de grado impar por lo menos tiene una raiz real por lo tanto la
distribucién LBSN(3) tiene a lo mas 3 modas, como se puede ver a continuacién

en la figura (3.1).
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Figura 3.1: fdp del modelo LBSN (53).

Para diferentes valores de 3 se tienen; las lineas de color: negra, azul, naranja
y roja que corresponden respectivamente, (a) 5 = 0.2, =0.15,4=0.12 y (=
0.1;(b) 5 =—0.05,5=-0.09,6=—-0.1 y 5=-0.2.

Proposicién 3.0.2 (FDA del Modelo LBSN Estandar).

Si X ~ LBSN(S) entonces la FDA de ®1psn(x) esta dada por:

B2’z +4—BIn°z —53In°x — 1531n =)

P = P(1
LBsN(2) (In ) + 2+ 1532

o(In z)
(3.0.3)
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Demostracion.

T (1-pIn*t)2+1¢(n t
(IJLBSN(x)Z/ ( BIn"t)” +1 ¢(In )dt pero como x > 0 se tiene

oo 2+ 15532 t
_/x2—251D3t+521n6t¢(1n D,
o 2+ 1542 t
1 ' 3 21.6
=5 1552 /0 {2¢(ln t) — 28’ to(In t) + B2 In° te(In t)]dt

L[ o [T v
ECENELE {2/0 ¢(In t)dt 25/0 In® 6 (In t)dt+ﬁ2/ % ¢ (In t)dt]

0

ST [(2 +156%)@(In z) + B(2In*x +4 — BIn° v — 531In’ v — 158 1n x)¢(In x)]

B2’z +4—BIn°z —53In°x — 1531n =)

=P(In z) + > 15 ¢(In z)
2 3 5
—o(n 2)+ 463 — 1532 In x+2§lji11§/8—25521n r— (3%In x¢(1n 2)

Proposicién 3.0.3 (Funcién de Sobrevivencia y Hazard del modelo LBSN
Estandar).

Si S(t) y h(t) denotan, respectivamente, la funcion de sobrevivencia y la funcion

hazard de la variable aleatoria T ~ LBSN(f3) en el intervalo (0,00), entonces:

+4ﬁ—15621n t+26In*t —5821In*t — B2In° ¢

S(t) =1 — |B(n #) e o(ln 1)|,
(3.0.4)
RN ) 500 e S S (3.0.5)
t(2 + 15B2) [1 — (I)LBSN(t)]
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Demostracion. Por definicién de la funcidén de sobrevivencia se tiene

S(t) =P(T > ) = / T @) de=1— F(t) = 1— ®rpen(t)

+4ﬁ—15ﬁ21n t+28In%*t —58%In*t — [21n°t

-1 —
2 + 1532

O(In t) o(In t)

Ahora la funcion Hazard estd determinada por:

(1-B1n®t)2+1 ¢(In t)
h(t) :f(t) _ 241532 t
S(t) 1— @ psn(t)
(1-BIn®t)2+1
(2+1552)t ¢(In t)

1-®rpsn
1

(1=’ +1
(2 +1582)(1 — @rpsn(t))

¢(In t)
]

En la siguiente Figura (3.2) se observa el comportamiento de la funcién de so-
brevivencia para distintos valores de 3. Se puede apreciar que a medida que /3 se
hace grande, la probabilidad de sobrevivencia decrece a una tasa mayor. Ademas,

la curva se hace 0 en las proximidades de t = 4.2 para valores de 5 < 0.
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Figura 3.2: Funcién de sobrevivencia del modelo LBSN (3).

Para las anteriores graficas, con diferentes valores de 3 se tienen; las lineas de co-
lor: azul, verde, roja y naranja que corresponde respectivamente, (a) 5 =0, § =

0.15, =025, =032y (b)) 8=—-10, B=—1, B=—0.5, 3 =0.35.

Proposicién 3.0.4 (Esperanza, varianza, asimetria y curtosis del modelo
LBSN estandar).
Sea X ~ LBSN(B), 1 y Y2 la asimetria y la curtosis del modelo estandar, res-

pectivamente, entonces:

(i)

383% — 48+ 1)
2+ 1532

E(X) _X ez (3.0.6)
(i)

((4998% — 283 + 2)(2 + 1582)e? — (7632 — 83 + 2)%)e

VX = (2 + 1582)?

(3.0.7)
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(i)

2(vi)He? — 6vyHuse? + 16v3es
- (v1)He voHuze2 + 3 vses (3.0.8)

(H(U3€2 - 2U2621!>>

s (U4H368 — 16vyv, H?e® + 24U§U3H€3 - 48?)362) (3.0.9)
H4(v5e? — 2use2)2 -

V2 =

'U3H — 2’02)%

oy =t 70 (3.0.10)

con H=2+15p% y

vy = 1182532 — 363,

vy = 383% — 48 + 1,

vy = 49957 — 286 + 2.

vy = —864182 — 1528 + 2 y
vs = 3682 — 48 + 1.

(vi) Mx(t) no existe

Demostracion. En general, debido a que el modelo LBSN (/3) es una transforma-
cién de la v.a normal Y ~ BSN(5) y X ~ LBSN(/3) con z > 0, entonces:

SiY=In X = X =¢e" = X" =" asf apoyados en esta relacién y por la
funcién generadora de momentos de el modelo BSN(3) estudiado por Martinez

et al. (2018), se tiene lo siguiente:

My (1) = {1 N Bt<f6t5 + 15812 — 2t2 4 456t — 6)}65

2 + 1532
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Por lo tanto se tiene que:

E(X™) =E(e") = My (n), entonces

Bn® + 156n3 — 2t +458n — 6 ol
(P 2 )

N

My(n) =

Ahora para n impar con n = 2k — 1, se tiene:
E(X*1) =B DY) = My (2k — 1)

:{1 + B2k — 1)x

B2k —1)° +158(2k — 1) — 2(2k — 1)> + 458(2k — 1) — 6]\ zeu2
{ 2+ 1552 ”e

(i) para k=1

S

p =E(X) = {1 + B(1) (5(1) + 15ﬁ(1)2 ;125(231 +458(1) — 6):|6

B+153—2+458 —6
()

B 615 — 8 1
Lol

766 —88+2 1
RS
(3832 — 4B + 1)
24 15p2

_21}2 1

= ez

H
con vy =383% —4B+1y H=2+ 155

N

NI

e

Para k = 2 de la misma forma se obtiene

236452 — 72842 o
=E(X?) =
:u’3 ( ) 2 _|_ 15/82 €2

2(11828% — 368 + 1)
N 2 4+ 15432
2U1 9

——2

H

N[©

(3.0.11)

e
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con H=2+153% y v, = 11823% — 363 + 1. Ahora para n par, se tiene n = 2k,

entonces,

E(X*) =E(e®Y) = My (2k)

- B(2K)° + 15B(2k)* — 2(2k)* + 455(2k) — 6\ ] wv?

_[Hﬁ(%)< 2+ 1557 )}6
326k + 1208k% — 8% + 908k — 6\ ] o

:[1+26k( i )}e%

Para k=1

o =E(X?) = My (2)
328 4+ 1208 — 8 + 905 — 6
N {1 " 25( 2+ 152 )} ¢ (3.0.12)
4998° — 288+ 2 ,
T oy ¢

Para k = 2 de la misma forma se obtiene

Ha =B(XY) = {1 + 45(
[ +4ﬁ<2164ﬁ—38>}68

10248 + 9608 — 32 + 1808 — 6\ 4
2+ 1532 ¢

2 + 1502
12+ 1547 — 48(21648 — 38)]
_ 0.1
i 2 + 1542 ‘ (3.0.13)
[2 4 1582 — 865642 + 15281 4
= (&
2 + 1502

_ [—86418% + 1526 + 2]
N 2+ 1532
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(ii) Por definicién de varianza se obtiene:

V(X) =E(X?) - E*(X)
_ 4996 — 285 + 2 5 _ (76ﬂ2 — 86 + 26;)2

2+ 1532 2+ 1532
(49982 — 283 + 2)(2 + 1552)e? — (765% — 88 + 2)2} e
B (2 + 1542)2

 (vsHe* —2v3)e
H2
con H=2+158% y vy, =385% —48+1,

vy = 49937 — 283 + 2.

(iii) Usando las expresiones (3.0.6)), (3.0.11)) y (3.0.12)), por definicién de asimetria

se tiene:

_ M~ Bpa i + 2407

84! 3
(o — p3)2
2(118282—363+1)(2+1582)2e3  6(3882—48+1)(24+1582)(49982—283+2)es | 16(3882—4B+1)3c®
(2+15p2)3 o (2+1532)3 + (2+1552)3

[N

(49982-283+2) o _ 2(3882-4B+1) 1
211532 211532 €

ool

2(vy)He? — 6vyaHuse2 + 1603e

)

con H=2+153% y v, = 11828% — 365 +1,

N

N

(H(U3€2 — 2uqe

Uy = 3882 — 4B + 1, vy = 4998% — 280 + 2.
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(iv) Por definicién de curtosis:

b= s 613 o — 3y

2)2
(,UQ - Ul)
(—864182—1526+2)(2+1582)3e8—16(3882—48-+1) (118282 —368-+1)(2+1552)2e5+24(388% —48+1)2 (49982 —283+2) (241552 ) e —48(38,
. (2+1582)4
(49952 —286+2)e2—2(3652 45+ 1)e?) 3
(2+1562)3

H% v H3e® — 16wy H?e® 4 24v2vsHe? — 481)4e
2

a H*(v5e? — 2use2)3

con vy = —86418* — 1528+ 2 y vs = 364% — 48 + 1

(v) Por la definicién de C'V se sigue que:

Var(X)
CV="——-
E(X)
\/[499,82 2853+2)(2+1582)e2— (7682 —88+2)2]e
(2+1552)2

2(3882—4B+1)e?
271552

_[(49987 — 288 4 2)(2 4 158%)e? — (768> — 83+ 2)*]ze2

2(3862—48+1)e?
271532

[N

{(49952 — 286 4 2)(2 + 154?) — [2(3862 — 45+ 1)] }
- 12(3862 — 48 + 1)

 (v3H — 205)2
|205]
(vi) Para la Funciéon Generadora de momentos del modelo LBSN(f3) se tiene lo
siguiente:
Sea u = In(u) = du = 1dv = zdu = dx

Ahora por definicién de My (t) se tiene

M) = Be) = [ QPGS e FY Y

NN Gy 2
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> tu1_532+1
:/ooe ((2;;5)52) () du

comozr >0={u>0 si ©>1 y u<0 sixz <1}, entonces

Mxlt) = B = [ Ooet“<1(; fulgﬂ;)rlaﬁ(u)dw / Ooet“(l(g fulgﬁ;)rlﬂwdu

Resolviendo el segundo término de la integral se tiene:

* (= Bud)? +1 1 o
/0 T+ 15p) o(u)du = 21 1507 /0 e (2 = 26u’ + B*u°)p(u)du

{2/ e p(u)du — 25/ e udp(u)du + 52/ et“u6¢(u)du}
0 0 0
= [ 1 —(n_z-1)2 —an =02 || 3t —n o-p2 |
= 2 {—— | —(In z—1t)% = —2e 2 +—{—lnx—t621
{\/ 2m [ ( ) ] 0 V2T ( ) 0
%) 3t2 Cn et)? 00 00
+3td(ln =z —t)| + (—62) }
V2m 0 0

+#2®(In x —t)
—(ln x—t)2 7nz7200 3t 7nz72oo
(In o —t)% S R P <12t)} +—{—(lnx—t)e O?”}
b b

V2T
o N 3t2 ( —(n 2z—t>2) o
—e
b \ 27T

b §
—(ln b—1)2 —(n b—1)2 3t —(n b= )2
=1 In b—t)? 2 — In b—t
= lim e T { (In 2 +2e } + on [ (In Je ]

+3t<1—c1>(1n b—t)) +j;(—ew) +t2(1—q’(lﬂ b—t)>}

como lim In b no existe, entonces se concluye que la funcién generadora de mo-
b—0t+

mentos del modelo LBSN(/3) no existe. O

1
C 2415832

= lim e T
b—0+t

)
xl

+ 3td(In x —t) +2®(In x —t)
-

3.1. Extension de localizacion-escala

A continuacion para el caso localizacién escala de la variable aleatoria LBSN se

hallan las funciones de densidad y de distribucién acumulada, asi como también
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el momento r-ésimo.

Definicién 3.1.1. Sea Z ~ LBSN([3), con u € R el parametro de localizacién y
o > 0 el parametro de escala respectivamente, entonces la funciéon de densidad de

probabilidad de Y estd dada por:

fly) = ll } iglfiﬁz) ' 1} ¢<ln(yi__ “) (3.1.1)

Denotando a Y ~ LBSN(6) con 6 = (u, 0, 3)’, su respectiva funcién de distribu-

cion queda expresada como:

4 —15p%2 +2B22 — 53223 — 3220

Fly) = () + e 4(2)
donde z = w

El momento de orden r de Y se obtiene de la siguinte forma:

E(Y") = Z <1:) Wk ok B(Z")

k=0

donde F(Z*) es el k-ésimo momento de la variable aleatoria Z ~ LBSN(}3).

3.2. Inferencia para el Modelo LBSN

En esta seccion se dan a conocer los resultados del estudio de estimacion para el
vector de pardmetros 6 = (i, o, 5)" del modelo localizacién-escala dado en ((3.1.1])
por el método de maxima verosimilitud, se determinan las derivadas parciales de
primer orden de la funcién de log-verosimilitud con respecto a cada uno de los

parametros del modelo. Por ultimo se hallan los elementos de las matrices de
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informacion observada y esperada para luego verificar la no singularidad de la

I(6) cuando S = 0.

Por lo tanto supongase que Y = (Y1,Ys,.....,Y},) es una muestra aleatoria, con
Y; ~ LBSN(0) y vector de pardmetros 6 = (u,o,3)’, por definicién la funcién

log-verosimilitud esta dada por:

Ligsy = Zln (1= 82}) - - sz —n[In(o) + In(2 + 154%) + ln(\/Q_)}

(3.2.1)

In(y;)—p

o

con z; =

Derivando la log-verosimilitud con respecto a cada parametro se obtienen las

derivadas parciales de primer orden del modelo LBSN (0).

8l 63(1 — 523)z
[(1—52 “Z]’
:7) 1" 63(1 — 523)z
5;[6—& _1“"2}’
az T 21— B2 158
21:1[1—& +2+15ﬂ2]'

para el modelo LBSN, A continuacién usando la definicion se obtienen los elemen-

tos de la matriz de informacién observada

. 0?
Jo,0, = —aepaquLBSN,

para p,q=1,2,3

para 0; = pu,0y = o, y 03 = 3, se denotardn los elemnetos j,., Juos Juss Joos JoB Y
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Jps, por lo tanto derivando parcialmente por segunda vez se obtiene:

1y {Gﬁzi(5ﬂz? —2)  366°2/(1 - f)° 1}
Jup = =822 +1  [(1-p823)2+1]
. 9B27(22) — 1)  183%23(1 — B2})* }
Jno = 022[(1—&) (a—ppra) T
N — [ 27(1—282}) 262;(1 - B=)°
=== {(1 — 3232 +1 " [(1—823)2 + 1}2}

L 2m@g o 12) 360701 — )
jo'U__;l:1|i (1_623>2+1 _[(1_52?)2+1]2+1—3Z7,2:|7
e O3S [HUZ2 | w2

JoB = O_i: (1—2’) +1 [(1_Bz?)2+1]2

__22":{ 28 2201 - B’ _15(2—1552)}
TS -BEP L a1 2+158)7 )

Los elementos de la matriz de informacién esperada se determinan a partir de la

siguiente expresion:

1 0?
g9, = —FE| — ——/
by = { 96,00, LBSN:|
con ¢ = u,0y = o, y 03 = [ respectivamente. Dichos elementos son denotados

COMO Ly Lo buBs loos log Y JB8-

Ahora definiendo a d, con d, = E {%—fé‘?j ,para k = 4,5,6, con Zy ~ N(0,1)
0

por lo tanto la matriz de informacién esperada es:

3662d4—758%4+2 3662d5+1883 —128d5—6
o2(2+1582) o2(2+15062) o(2+1532)
I((‘)) — 3652ds+1883 —6458%24-368%dg+1 128(15—dg)
02(24+1582) o2(241562) o(24+1542)
—128d5—6 128(15—de) 603%ds+8ds—9003>
a(2+1552) o(2+1562) (2+1532)2

En particular, si = 0 entonces la matriz de informacién estd dada por:
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L0 2
I(e): O 2(172 0
== 0 15

Usando la definiciéon para hallar el determinante de una matriz 3 x 3 se tiene:

N 0 of (-ay|o
/)0 =150 N0/ |E

g

o1~
E;J (@> -(5) ()

15
@) - <204> 201 70

Asi se verifica que I(f) es no singular.
Entonces, la matriz de varianza y covarianza del vector de estimadores de los

parametros estd determinada por

Para finalizar, utilizando la propiedad de convergencia asintética para la distribu-

cion de los estimadores de maxima verosimilitud se tiene que

0 -L N3 (0, 171(0)).
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Capitulo 4

Distribucion Log-Beta-Normal

Asimétrico Alfa-Potencia

En este capitulo se estudia la extensién log-alfa potencia del modelo LBSN(f), el
cual sera denotado de aqui en adelante como LPBSN. Se define la fdp del modelo
LPBSN(f, «), se halla la funcién de distribucién y las expresiones de sus funciones
de sobrevivencia y Hazard. También se determinan las expresiones del momento
r-ésimo y de las principales caracteristicas del modelo. Posteriormente se realiza
el proceso de inferencia estadistica para el modelo propuesto y se argumenta la
estimacién de sus parametros para luego establecer las matrices de informacién
observada y esperada y asi determinar la no singularidad de esta.

Definicién 4.0.1. Si la variable aleatoria Z tiene funcién de densidad,

(1—pIn*2)? +1¢(In z)x
2+ 1532 p
B(2In*z+4 — BIn®z — 581In® 2 — 1581n 2)
2+ 1532

fz) =

O(In z) + o(In 2)
(4.0.1)

47
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conz>0, a € Rt y B € R, entonces se dice que Z es una variable aleatoria con

distribucién LPBSN estdandar. Se denotard por Z ~ LPBSN (3, «).

A continuacién se grafica la distribucién del modelo LPBSN(3, «). Se observa
que conforme « se hace grande y [ mas pequeno la funcién tiende a tomar un

comportamiento trimodal.

Figura (4.1): Distribucién LPBSN(3, a) para valores de @ = 1 (linea negra),

a = 2.0 (linea azul), a = 3.0 (linea naranja) y a = 4.0 (linea roja), con (a)f =
0, =025y (c) B = —0.15.
Proposicién 4.0.1 La funcién de densidad del modelo LPBSN(S, «v) tiene a lo

mas 3 modas.

Demostracion. Diferenciando (4.0.1]) con respecto a z se obtiene:
f(z)=a [fLBSN(Z)(O‘ -1 (FLBSN(Z)) fresn(2) + (FLBSN(Z))Q_lfiBSN(Z)}

—a [szSN@(FLBSN(z»a-l fla- 1>f£BSN<z><FLBSN<z>>ﬂ
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donde f] gy (2) es la derivada de primer orden de la funcién de densidad de la
variable aleatoria LBSN, como « es un parametro de asimetria se puede tomar

a = 1, entonces se obtiene que

frpesn(2) = fresn(2).
Asi se concluye que la distribucion LPBSN tiene a lo mas tres modas. n

Proposicién 4.0.2 (FDA del modelo LPBSN(, «) estandar).
Si ®ppsn(2) denota la funcién de distribucién de Z ~ LPBSN(f3, «), entonces:

«

+4ﬁ —158%1In z+2B1In% 2 — 55%1In® 2 — 5% 1n’ »
241552

G ppsy(z) = |P(In 2) ¢(In z)]

(4.0.2)

Demostracion. Por definicién de la funcién de distribucién de un modelo AP
dada por (2.3.1),la FDA de Z ~ PBSN(f,«a) y con a € R, se obtiene de forma

inmediata el resultado:

B(2In*z+4 — BIn’z — 531In® 2 — 15681n 2)

2 + 1532

+46—15621n 24+ 26In*z —56%2In 2z — B2In° 2
2+ 15532

Qrppsn(z) = -CDLBSN(Z):| ) = [@(ln z) +

=|®(In 2)

¢(In z)

]

ot )
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Proposicién 4.0.3 (Funcién de Sobrevivencia y Hazard del modelo LPBSN
estandar).

Si S(t) y h(t) denotan, respectivamente, la funcién de sobrevivencia y la funcién
hazard de la variable aleatoria T ~ LPBSN(f3,«), entonces se tiene que por

definicion:

N 48 —158%In t+2B1In*t — 5621t — B2 In°t
2+ 1542

S(t) =1 — |®(In t) é(In t)] )

(4.0.3)

a—1
&¢(ln t) [(1 _ 61113 t)2 4 1} q)(ln t) 4 46—156%1n t+2§11125%_25g2 In3 t—p32 In® t¢(ln t)]

t(2+158%)[1 — ®rppsn(t)]

h(t) =
(4.0.4)

Demostracion. Por definicion de la funcién de sobrevivencia se tiene lo siguiente

+4B—15521nt—|—25ln2t—5ﬁ21n3t—ﬁ21n5t «

=1 - {fb(ln t) 51 155 ¢(In 1)

Ahora la funcién Hazard esta determinada por:

_ft) f(t)
MO =50 = T Brrpan @

[(1—ﬂln3 t)2+1} o(ln t) 48-158%1In t+281n%t—582In% t—B2In° ¢
57150 |20 ?) + 21155 ¢(ln t)

1 —®rppsn(t)

a—1

(%

. agzﬁ(ln t) (q)LBSN)a_l
(24 1582)[1 — @rppsn(t)]
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En la siguiente grafica (4.1) se observa el comportamiento de la funcién de so-
brevivencia para distintos valores de 0 y o . En estos graficos se aprecia que la
curva se vuelve cada vez mas horizontal en el intervalo 0 a 1.5 en la medida que
£ aumenta, y la probabilidad de sobrevivencia es mayor para valores de a mas
grandes, cuando [ es constante.

También es importante resaltar que, sin importar los valores de § y «, la proba-

bilidad de sobrevivencia se hace cero en la vencidad de ¢ = 1.5.

o7

05

02

Figura 4.1: Funcién de sobrevivencia del modelo LPBSN (f, a).

Néte que para valores de a = 0.75 (Linea Azul), a = 1.0 (Linea Verde), a = 2.0
(Linea Roja) y @ = 3.0 (Linea Naranja), para la figura a) con § = 0.25, b) con
= 0.75, y la figura ¢) con 5 = 1.5 respectivamente.

Proposicién 4.0.4 (Momentos del modelo LPBSN estandar)
A continuacién se presentan las expresiones generales del r-ésimo momento de la
distribucién LPBSN; asi como también las siguientes medidas (la media, varianza,

asimetria, curtosis y CV).
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Para Z ~ LPBSN(f3,a) el momento de orden r de la variable aleatoria Z viene

dado por la definicién general, a continuacion:

Hor :E(Zr)

e =8I’ 2)2 + 1] ¢(In 2)
_@/0 S S e PR

48 —156%1In z+2B1In* 2 — 55%1n® 2 — 5%1n’ » ol
®(1 1
{(nz)%— 2+ 1552 ¢(In z)

_ Sl [(1—51n3z)2—|—1}
_a/o z 1 p 1562 gb(ln Z)X

48 —156%1In z+2B1In* 2z — 55%1In® 2 — 5%1n’ 2 ol
O(1 1
on =)+ e o(n 2)

Entonces, la media, la varianza, la asimetria, la curtosis y el CV del modelo

LPBSN estandar se pueden encontrar mediante las siguientes expresiones:
() B(Z) = m

(i) V(2) = p2 — 41t

3 —3pu1 pio+2p3

iii =
(i) 7 Pt

pa—4p p3+6u3 pa—3ui

(iv) 72 = (po—p?)?

\/ Var(X)

con p = E[(Z — E(Z))"] el momento central de orden r de la variable
aleatoria Z ~ LPBSN (3, «).

4.1. Extension de localizacion-escala

A continuacién para la variable aleatoria Z ~ LPBSN(f,«a) se halla fdp y la

FDA, asi como también el momento r-ésimo para el caso localizacién escala.
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Definicién 4.1.1. Sea Z ~ LPBSN(f,«a), con € R el pardmetro de locali-
zacion y o > 0 el parametro de escala respectivamente, entonces la funcién de

densidad de probabilidad de Y esta dada por:

[(1—B2%)? +1] 43 — 1562z + 2B2% — 532?23 — 322° ol

= P

1) =l o |2t e 012
(4.1.1)

donde z = W=t cony >0, a € R* y B € R. Se sigue entonces que la funcién de

(e

distribucién acumulada del modelo localizacion escala LPBSN (u, 0, 5, «) queda

expresada por:

n 48 —156%2 + 222 — 53223 — B22°

F(z) = 12() 2+ 1532

o

qb(z)] ) donde z = In(y) —p

Proposicién 4.0.5. (Momento de orden r del modelo LPBSN).
SiY ~ LPBSN(u,o,(,a), el momento de orden r estd dado por:

B(Y") = Z <]:) Wkt (2"

k=0

donde E(Z*) es el k-ésimo momento de la variable aleatoria Z ~ LPBSN(f3, ).

4.2. Inferencia para el modelo LPBSN

En esta seccion se dan a conocer los resultados del estudio de estimacién para
el vector de pardmetros @ = (i, 0,5, «) del modelo localizacién-escala dado en
por el método de maxima verosimilitud, se determinan las derivadas par-
ciales de primer orden de la funcién de log-verosimilitud con respecto a cada uno

de los pardmetros del modelo. Por tltimo se hallan los elementos de las matrices
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de informacién observada y esperada para luego verificar la no singularidad de la

I(6) cuando S = 0.

Sea Y = (Y1,Y5,.....,Y,) una muestra aleatoria, con Y; ~ LPBSN(0) y ademés

0 = (i, 0,0,a), por definicién se tiene que la funcién de verosimilitud es:

n a—1
Lipsy =L(0:;Y) = [ [ afissn(v:) {FLBSN(%‘)}

i=1

n n a—1
anH Bsn (Vi [HFLBSN yz):|

=1 1=

Iz
1
" - (1-— S1n? vi)? + 1¢(In y;)
- H [ 2 + 1532 Ui

(a=1)
48 —1568%1In y; + 28Iy — 562 In®y; — 2 In’y;
d(In v In
{H[(nyH > 155 o(In y;)

Ahora tomando z; = ln(y% la funciéon de log-verosimilitud queda expresada

CO1mo:

gLPBSN 28(6, Z) = nln(a) + Zhl [fLBSN(Zi)} + (a — 1) Zln l@BSN(Zi):|

i=1
=(a—1) Zln {(I)BSN zl] Zln 1—62 Zz —

n[ln(o) + In(2 + 158%) + In(v2m) — nln(a)]

Derivando la log-verosimilitud con respecto a cada parametro se obtienen las

derivadas parciales de primer orden del modelo LPBSN(8).
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9 (@ —1) = dsn(z) | 1 [ 3),22 }
L = + - [t

B LPBSN Z Do (2 o2 (- 52 z

0 (=) & zdssn(z) | 1~ [68(1 = B2 ) )
a—UELPBSN— - Z Bpon (2) +;Zzl: [(1—52 I+ 2
0 Wio(z) Pl 23(1— Bz ) 158
%ELPBSN a—1) Z D (21) 2; [ T + FRTTE

0 n
—VlrLpBSN = Zln |:<I>BSN(ZZ'):| + o

Oa ;
=1

Asi, los elementos de la matriz de informacién observada por definicién son:

82
] =—— =1,2.3,4 4.2.1
76,0, (90p80q LPBSN, para p,q y 4y Oy ( )

con 0y = p, 0 =0, 03 =0 y 0; = a. Estos elementos se denotardan como

Jups Juos** » Jaa ¥ quedan establecidos por:
. :(04 — 1) - 6522(1 - 5Z3)¢( %) n 2;¢0psn (%) 4 ¢%SN(Zi>
Jpp o2 P (2 + 1552)@551\](21) q),BSN(Zi (I)%SN(ZZ'>
1 & [682:(5828 — 2) 368721 (1 = B2})? )
S [(1-B2)2 4+ (1=B2P+1P2 }
, :(04 — 1) o | 6823(1 — B22)o(z:) n (22 — 1)pasn (i) N 2z (%)
e =g — | (2+1553%)Ppsn () Do (2i) ian ()
2 <~ [9822(2823 — 1) 185227 (1 — B8z})?
_9; (1—B202+1  [(1- 8232 +1]2 _Zi]
j :(04 —1) - 3(1 - 523)¢( i) + 30B¢psn(2i) i W‘Qﬁ(zi)gbﬁSN(zi)
T L Bt s (z) | 2 )b (z) | @Ry ()

6~ [ (1 —-2828) | 2822(1 - Bz))?
e Ll—ﬁz) +K1—5ﬁﬁ+ﬂP}

=1
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Z ¢BSN Zz

Ppsn(2i)

(= 1)~ | 68241 = B)p(zi) | (2 — zi)dpsn(z) | 2R (%)
Jor T ZZI (2+1552)%SN(21')+ Dosw(z) D2y (2i)

1< [zﬁzg”@wz? —12)  3683%28(1 — Bz)
=1

P ey R (R e 1“‘34

02 &
(1) zn: 22} (1 — B2}) () . 308zippsn(2i) N 2iWip(2:) dhon (2:)
I R ) %asn(z) (2 1557 Basn (=) D2 (1)
6~ [ 22(1—282})  2Bz8(1— B2})?
N EZ {u —BE 1 (- AR+ 1]2}

Z Zz¢ﬂSN Zz

Ppsn(zi)
i W2¢<Zz)

—1) ;
o ==l Zg“ Dpsn () m(zz)]

28 228(1 — Bz3)? 15(2 — 155?%)
- 22 { =822 +1 [1-B22+12  (2+ 1582 }
Wio(z;)
Z

(I)BSN Z@
, n
Jaa :?
con
I =720 +18004° — 120z; + 27003%z; — 360327 + 9003%27 — 40z} + 900622} — 827 + 1805°2)
L (2+1562)8
W 8 —608% — 608z + 427 — 308%27 — 2082} — 432)

(2 + 15432)?

Ahora para obtener los elementos de la matriz de informacion esperada se utiliza

la siguiente expresion

, 1 0?
nggq = EE |: 89 00 ELPBSN:| , P,q = 1 2 3 4 (422)
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con bty =p, O=0, 03=0 y 0, = ayseran denotados como ¢, %0, " ,laa
Definiendo:
_ i k
hj=FE zj—¢(z) 1 , v, = E |2 (—(bBSN(z))
[ Ppsn(2) | \Pasn(2)
[ 2 ELOEING)
= F b =F
= =B+ 1%1 | YR T ()
r [k Ak
. U¢(Z)]’ . b= [V
| Ppsn(z) i (1)65N(Z>

con Z ~ LPBSN(f3,a), los elementos de la matriz esperada quedan dadas por:

; _la=1]_068
52 |2 4 1532

1
) [68(5894,1 — 291,1) — 368%(ga2 — 28972 + Fg102) — 1]

(hg — Bhs) +vi1 + Uo,2]

, a—1)[ 68
o :( g ) 57 155 (hs — Bhe) + vo1 — vo2 + U1,2}
2
- [95(2@(]571 — ga1) — 188%(gs.2 — 2B9s2 + B2g11.2) — 91,2]
. a—1)[ 2
i = _( - ) T 155 (h3 — ﬁhﬁ) + 305@071 + u071:|
: L
= [(g21 — 2B93,1) + 28(gs5.2 — 2Bgs.2 + B°g11.2)]
1
Lo :;Uo,l
) a—1)[ 6
oo :( - ) P 165ﬁ2 (hy — Bhy) + V31 — V11t U2,2}
1
o2 [25(21596,1 —12g31) — 366%(gs.2 — 26902 + °g12.2) + 1 — 92,0]
, (a=1)[ 2 306

g [(93,1 - 2596,1) + 2/3(96,2 - 2599,2 + 52912,2)}
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_ 1
(2 —_Ul,l
. 15(2 — 1532
i = (0= Dfa = bl = 2 |01 = 2oha — 20012 + Ponaa) ~ o 32
iBa = - bl
1
Lo,a :?

Ahora tomando § =0y a = 1, la matriz de informacién estaria dada por:

# %9170 _292,1 %UO,l
2 1 6 1
2010 23020 — 1 —2031 Lo,
[(,M,O',Q,O,l): ’ 2< )
—592,2 —593,1 —2¢61 + 4962 +15  —by
SV0.1 SULL —b %

Como |1,(0)] # 0, entonces I,(0) es no singular.

Asi, la matriz de varianza y covarianza del vector de estimadores de los parametros

de la distribucién /3 normal asimétrica alfa-potencia estd dada por:

V(0)=1710).

Por 1ltimo, al usar la propiedad de convergencia asintética para la distribucién

de los estimadores de maxima verosimilitud se obtiene:

6 —% Nu(6,1,1(8)).
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Capitulo 5

Distribucion Log-Beta-Normal

Asimeétrica con Datos Censurados

En este capitulo se estudia el modelo log-beta-normal asimétrica con datos cen-
surados (CLBSN), como un caso especial del modelo CLPBSN cuando o = 1, se
define la fdp del modelo, se halla la FDA, la expresién del momento de orden r, la
esperanza y la varianza de a distribuciéon CLBSN. Luego se estudia la estimacién
de sus parametros y se hallan las matrices de informacion de Fisher.

Sea Y una variable aleatoria que tiene una distribucion CLBSN. Considere una
muestra aleatoria (Y}, Y5, -+ ,Y"), donde solamente son registrados los valores
de Y* que son mayores que una costante c. Ademas para valores Y* < ¢ solo se

registra el valor de c. Por lo tanto, parat =1,2,--- ,n, los valores observados son:

c si Y < ¢

Y, = (5.0.1)
Y si V' > c

entonces la muestra resultante es una muestra censurada a la izquierda.

Sea Frpsy,denota la FDA de una variable aleatoria Y* ~ LBSN (u, o, 3), para el

60
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caso localizacion-escala se define, z, = m{’ﬁ y se tiene que:

PY =¢)=P(Y*<¢)
:FLBSN(ZC)

In ¢—
=®rpsn (TM)

48 — 1 2C 2 2 2.3 _ 02,5
oz 4 P 150 2+ 282 — 572 - 258
2+ 1542

P(2c)

Definicién 5.0.1. Si la variable aleatoria Y, tiene funcion de densidad,

c—p
ag

Qrpsn (ln ) st y< e

fly) = (5.0.2)

fresn(y) st y> c

donde frpsny es la funcion de densidad de una variable aleatoria LBSN y ¢ es
una constante, entonces se dice que Y es una variable aleatoria con distribucion
CLBSN (cebsurada a la izquierda), se denotara como Y ~ CIBSN(0) con 8 =

(1, 0,08) , su funcién de densidad también puede ser expresada como

i —i Inc—p
1) = Fissnn@lon () (5.03)
donde
0 si < ¢,
= =
1 s1 y>c

En la Figura (5.1) se presenta la funcién de densidad para la variable aleatoria

Y ~ CLBSN(0) con un punto de censura ¢ = 0.4. y ¢ = 1 respectivamente.
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25

Density
1.5
Density

1.0

05

00
1
0
1

-02 00 02 04 08 08 10 00 02 04 06 08

a) b)

Figura 5.1: fdp del modelo CLBSN(f).

Observe que la funcién esta censurada a la izquierda (drea de color) para § =

0.1y B =—0.2.

Proposicién 5.0.1 (Momento de orden r del modelo CLBSN) .
SiY ~ CLBSN(u,o,(), el momento r-ésimo esta dado por:

eruM/
E(Y") =" ®psn(z) + -
2+ 150 (5.0.4)
Inc—p
con Z, =——
g

donde

M, =2p(ze) — 285 (2) + BPug(ze) v u;(zc) = / 29" ¢(2)dz para q=0,3,6.
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Demostracion. Por definicion de valor esperado condicionado, se tiene que:

E(Y'y > ¢) = / J i (yly > c)dy

:/OO rfLBSN(fU)d
. P(Y > ¢)
0o (1-81n3 y)%+1 ¢(In_y)
r 2+15432 Y
_ d
/c Y TPy s Y
o {(1—ﬁln3y)2+1
:/C Y2+ 1580 P(Y > 0)

In y—p
g

o(In y)dy

Ahora haciendo z =

Ze = 1“% se tiene que:

[ o] Ja = asrafoce
1 B ()| 2+ 1567)

et
= X

[1 — Dpgn(ze)(2+ 1552)]

dz

/OO e"*[2 — 232° + 3%2° + 1]¢(2)dz

et
= X

1-— (I)BSN(ZC)(Q + 15/82):|

{2 /OO e"Fo(z)dz — 26 /OO 23e"7¢(2) + B /00 25" (2)dz

Zc

Tomando p(z.) = / 2%e"*¢(z)dz para q=0,3,6,y

M| = 2uf(z.) — 28uh(z.) + B*ug(z.), entonces,

y redefiniendo el limite inferior de la integral como
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e Mj

EY"y >c) =
[1 - (I)BSN(ZC):| (2+156?)

Usando la definicién de la esperanza para una variable aleatoria limitada, el valor

esperado de orden r para Y ~ CLBSN(0) es:

EY") =E(Y"|y = c)P(y =)+ E(Y'ly > c)P(y > ¢)
=E(")P(Y <c¢)+ EXY |y >c)P(y > ¢)

. In c—p e M (1 — Pgn(z))
= ‘pBSN( ) (1 —®psn(z))(2+1553%)

et Mj

=c"Ppsn(z.) + m

Proposicién 5.0.2 (Esperanza y varianza del modelo CLBSN estandar).

Sea Y ~ CLBSN(0) donde 6 = (u,0, )", entonces la esperanza y la varianza

estan dadas por:

(i) E(Y) = cPpsn(zc) + 2?1]\;22

2
. 2u 1 2cehd )M/ 0
(ii) V(Y) = *®psn () + 2e+15622 + P Phgy () + = 2islgﬁ(§ o (211551’2)

Demostracion. Utilizando la expresion dada en (5.8) y parar = 1, k = 1, se

tiene:
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i) Por definicién y utilizando la expresién ((5.0.4)),

et My
2 + 1532
2/J,M/
2 + 1532
Var(Y) =E(Y?) — E*(Y)
2;LM/
+ 1532
QCe“CIDBSN(zc)M{ N e M \?
2+ 1532 2 + 15432

E(Y) :C,(I)BSN (ZC> +

E(YQ) :CQ(I)BSN(ZC>

:Czq)BSN(ZC) ‘I' +c <I>BSN(ZC)

5.1. Inferencia para el modelo CLBSN

En esta seccidn se estudia por el método de maxima verosimilitud la estimacién de
los parametros del modelo LBSN y se hallan las matrices de informacion observada

y esperada.

Sea Y = (Y1,Y2,.....,Y,) una muestra aleatoria, con Y; ~ CBSN(0) y ademés
0 = (u,0, ), en la cual hay ny observaciones censuradas y n; no censuradas, la

funcién de verosimilitud esta dada por:

In ¢ —
Lerpsy = 0(6,Y) H (I)IBSN< > H fresn(Yi)

yi<c Yi>cC

Ahora al tomar z; = BY—H vy 5 — h‘% se tiene que la log-verosimilitud queda

o

expresada como:
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lerpsy =L(0,2) Z In [fBSN (2 } Z In |:CI)BSN Ze) }

Zi>Ze z2i<ze

= Z In [fBgN(zi)] + ngln |:(I)BSN(ZC):|'

Zi>Zc

— 1532 2.3 _ 32,5
- [q)(zc) 46— 1502 + iﬁ;@ 5520 — 2] WC)}
+ Zln{ } Zz —nl{ln (0) + In(2 + 155%) + In(v/27)| .

Por lo tanto, las derivadas de primer orden de la funcién de log-verosimilitud

quedan dadas por:

o) _ no $nsn(ze) 68(1 — B27)z)
@ECLBSN = F—CI)BSN(ZC) + = Zg {(1 — 5+ + Zz:|
0 _ noZePpsn(ze) 1 65(1 — Bz ) _ 2
e P W Z [(1 —BP 1 +}
2, o Weg(z) (1- 52 155
% CLBSN —nochSN Zc - [ 1 _52 + 2+ 1552]

8—6082—608z.+422—308222 20822 —4323
donde W, = CRSEEDE

Los elementos de la matriz de informacion observada para el modelo CLBSN
pueden ser obtenidos, por definicién, usando la siguiente expresion:

: 9”

Jo,0, = —MKCLBSN, para p,q=1,2,3. (5.1.1)
con by = p,0y = o, y 03 = (. Estos elementos serdan denotados como j,., jue, Jus, Joo, Jos

y jap los cuales se representan a continuacién, tomando o = 1 usado en el modelo

CLPBSN se tienen los siguientes resultados:
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g =0 {6522(1 - Bzg)gb(%) i 20BN (%) 4 ¢2BSN(ZC>}

HE 52 (24 155%)Ppsn(2e) Ppsn(2e) cI)BSN(ZC)

1 {Gﬁzi(5ﬁ2? —2) 36521 — ) 1}

|G-t - 1P

PO [6523(1 — B22)¢(z) N (22 = 1)¢nsn(2) N Zc¢2Bszv(Zc)]

" 0?2 (24 156%)Ppsn(ze) Ppsn(ze) DLy (2e)

2 982128z} — 1) 188%2)(1 — Bz})°
[(1—623)“1 =B +1P _4

. ng { 223(1 = B22)¢(z.) n 30B8¢psn(zc) n W¢(Zc)¢BSN(Zc)}
= (2+1582)®psn(z.)  (2+1582)Ppsn(zc) b Ohen(ze)
6 (1 =282)) | 2B82)(1 - B2)?
o Ll - 5z3>2 1 =8+ 1]2}
_ o Ppsn(2c) ¢BSN(21
pe g q)BSN ZC Z (I)BSN(Zz
. _m {65%(1 - ﬁzc)¢( o (2] — 2)PBsn (2) N Z?¢2BSN<ZC):|
7o [(24+1562)Ppsn(2) Ppsn(2c) Do (2e)
1 28:3(2182% — 12)  364228(1 — B23)?
ot 2 [ Q-6 1 (1= B+ 1P “‘32]
. g [ 222(1 — B23)p(z.) 3082z.¢psn(zc) n Zch¢(Zc)¢2BSN(Zc)]
GG (O 155)@psy() 2+ 155)Pasn(z) NN
(1—-282)) | 2B2)(1 - B2)?
“Z; { 1—52 +[(1—6z3)2+1]2}
_ 10 ZePBsn (%) 2i¢Bsn (%)
o Ppsn(ze) ZZ Ppsn(2i)
- U Wit
Jop =~ bz {%sm%) P (=)
22’?(1 — ﬁzf’)2 15(2 — 1552)
22 { [( —52?)2+1]2_ (2+155%) }

jﬂcx:_ 0 Z

2i>Zc
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donde se tiene:

[ 7208 + 18005° — 1202 + 270052 — 360827 + 9005727 — 4028 + 9005%+ — 827 + 18042
c (2 + 1532)3

8 —608% — 608z, 4 422 — 30622 — 20823 — 4522

B (2 + 1542)2

We

Los elementos de la matriz de informacién esperada se determinan a partir de la

siguiente expresion:

82

—/ =1,2,3. 1.2
aepaeq LBSN:| para p, q ) 73 (5 )

. 1
10,04 = EE |: -
Ahora considerando como en el Capitulo 3 a d, = E{%], para k =

4,5,6, con Zy ~ N(0,1) se tiene que la matriz de informacién esperada queda

determinada por los siguientes elementos:

1 {65,2 VP(2e) N 2.0psn(2e) ZC¢QBSN(ZC):| 3653%d, — 753 + 2
M o2 | (24 1562) (I)BSN(ZC) Ppsn(ze) P2 v (2e) 02(2+4 15/?)
i |:662 1 B ﬁZ (zc) + (Zc2 — 1)¢BSN(ZC) + ZC¢2BSN(’ZC):| 3662d5 + 186
' 0 [(2+ 158%)Ppsn(z) Ppsn(ze) hgn(2e) 0%(24154?)
o1 [ 2:3(1 - B28)(z) 3080msw(z) W¢(zc>¢BSN<zc>} —128d; — 6
W o |2+ 1582)Ppsn(ze) | (24 158%)Ppen(ze) | Phan(ze) o(2 + 153?2)
P {65%(1 — B2)(ze) | (& — z)¢psn () i Z?¢QBSN(ZC):| —6454” 4 363°ds + 1
7 o (24 1582)Ppsn(2) Dpsn(ze) D% v (2e) 02(2+155?)
o — l [ 22’3(1 - /BZS)¢(ZC) n 30620¢BSN(ZC) i Zch¢(Zc)¢2BSN(Zc)] n 125(15 - d6)
op (24 155%)Ppsn(2z:)  (2+ 1562)Ppon(z.) D% v (2e) (24 1542)

o U, W2p(2) ] 608%ds + 8dg — 90052
fep =~ () [%sm%) T B (e) 2+ 1577
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5.2. Distribucién Log-Beta-Normal Asimétrica
Alfa-Potencia con Datos Censurados

En esta seccién se presenta el modelo log-beta-normal asimétrico alfa-potencia
con datos censurados, el cual es una extencion del modelo CIBSN para o # 1.
Se define la fdp del modelo, se halla la FDA; tambien para el caso estandar del
modelo, se da a conocer la expresién del momento de orden r, asi como también
se determinan las medidas: esperanza y varianza. Posteriormente se estudia la

estimacién de sus parametros y se hallan las matrices de informacion.

Supongase que Y* sigue una distribucion LPBSN y que se tiene una muestra
aleatoria (Y, Yy, -+, Y "), donde solamente son registrados los valores de Y* que
son mayores que una costante c. Ademas para valores Y* < ¢ solo se registra el

valor de c¢. Por lo tanto, para ¢ =1,2,--- ,n, los valores observados son:

c st Y < .g
Y, = (5.2.1)
Y st YT > c

entonces la muestra resultante es una muestra censurada a la izquierda.

Sea Frppsn, la funcién de distribucién de una variable aleatoria Y* ~ LPBSN (u, 0, 3, «),

entonces:

B(2In?y* + 4 — By* — 56 1In* y* — 1581n y*) "
2+ 156%¢(In y*)

FLPBSN(Y*; 07 1767 Oé) = (I)(hl y*) +
= [®rpsn(y™)]”

cony*>0, aeR" y peR.
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Ahora definiendo z. = 1“%’1, se tiene lo siguiente.

PY =c¢)=P(Y*<¢)

=Frppsn(Z.)
= |:(I)LBSN <—ln - M)] )
o
48 — 15322, + 2822 — 53223 — 3222 “

por lo tanto se tiene lo siguiente.

Definicién 5.2.1. Si la variable aleatoria Y, tiene funcion de densidad,

Prppsn () si oy < o

g

fly) = (5.2.2)

frpesn(y) sioy> ¢

donde f;ppsn es la fdp de una variable aleatoria log— beta-normal asimétrica alfa-
potencia para el caso localizacion escala y ¢ es una constante, entonces se dice que
Y es una variable aleatoria con distribucion [ — normal asimétrica alfa-potencia
con datos censurados (a la izquierda). Por lo tanto denotamos Y ~ CLPBSN ()

con 0 = (u,0,B,«) su funcién de densidad también puede ser expresada como

7 —i C— U
f@) = fipesn(W)Prppsy (7) (5.2.3)
donde
0 si < ¢,
I= V=
1 st y> ¢

En la Figura (5.2)) se presenta la funcién de densidad para la variable aleatoria
Y ~ CLPBSN () con un punto de censura ¢ = 0.01.
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Figura 5.2: fdp del modelo CLPBSN (3, «).

Observe que la funcién esta censurada a la izquierda (drea de color) para § =
0y a=4.

Proposicién 5.0.1 (Momento de orden r del modelo CLPBSN).

SiY ~ CLPBSN(u,o0,f,«a), el momento r-ésimo esta dado por:

ae™ M,

E(Y™) = ¢ Dppgn(ze) + ok
(Y") =c PBSN(Z)+2+15B2

(5.2.4)

donde

]\4]/C :2w(zc) — 2BM/3(ZC> + BQM/G(ZC)

con w :/00 e’ P (z) [(I)BSN(Z)] : dz

(&
a—1

v ) = [ o) [onn()| - ds

Demostracion. Por definicion de valor esperado condicionado, se tiene que:
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By = [ Tyl > Ody

- *  frpesn(y)
_/c J P(Y>c)d

sy (1) [uasy(v)

- r d
/C Y PY > ¢ Y
In y—p . T .
Ahora tomando 2 =——— y redefiniendo el limite inferior
. Inc—p .
de la integral como z, = se tiene que:
o

-1

[ o (=) [ = 522+ 1] o) | @msna)|

P<z > I“T“) (2+ 1582)

e (e} 1= 527 +1]062) @) a_ld

{1 - <I>BSN<zc)] (2+1564?)

EY" "y >c) = dz

In c—
yaqueP(Z>z)—l—P(Z§zc)—l—P(ZS ne M)

g

=1 — ®pgn(2.), entonces,

00 a—1
a/ e"7Fe™(1 — 2823 + 3228 + D)o(z) {(I)BSN(z)}
=% dz
[1 — (DBSN(ZC)] (2+1543?)
o) a—1
oze”‘/ €' (2 — 282° + B22%) ¢ (2) [Q)BSN(z)]
= = dz

{1 —~ @BSN(ZC)} (2+1567)

00 a—1 00 a—1
ae”‘{2/ "7 P(z) [Q)BSN(Z)l dz — 20 23" P(2) |:(I)BSN<Z):| dz+ 3

c Zc

[ v

ae™t [Qw(zc) — 2844 (2) + B%(Zc)}

{1 - ¢>BSN(zc>1 (2+154?)

ae™ M|

{1 - (I)BSN<ZC)-‘ (24 1542?)
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w= / oo () {chSN(z)} "

(&
a—1

vt = [ ool [nsn()]|

Ahora usando la definiciéon de la esperanza para una variable aleatoria limitada,

el valor esperado de orden r para Y ~ CLPBSN(0) es:

EYT) =EY'ly=c)P(y=c)+ EN"|ly > )Py > ¢)

In ¢— "M,
:CT(DPBSN< - Co_ M) + ae k |:1 - (I)BSN(zc):|
|:1 — CDBSN(ZC):| (2 + 1552)

. In c—p ae™ M,
o ()

ae™ M,
—" P . k
C PBSN(Z ) -+ (2 i 15ﬁ2>

O

Proposicién 5.0.2 (Esperanza y varianza del modelo CLPBSN estandar).
SeaY ~ CLPBSN(0) donde § = (u, 0, 3, ), entonces su esperanza y su varianza

estan dadas por:

(¢) E(Y) = cPppsn(z) + 2?55%2

4 et ! aet ! 2
(zz) V(Y) = C(I)pBSN(Zc) {C(l - (I)PBSN(ZC)) - ;ﬁ;’éé} + 2+:;ﬁl2 - <2+f5uﬁl2> )
Demostracion.

(1) Parak =1 yr =1y remplazando en la exprecion ((5.2.4)), se tiene:

ae't
2+ 1532
et iy

2+ 1532

E(Yl) = Cl(I)pBSN(ZC) +

= c®ppsn(zc) +
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(14) Tomando k =2 yr = 2 en la expresion (5.2.4)) , se obtiene el valor esperado
de orden 2

aey,

E(Y?) = 2o S
(Y7) = Pppsn(ze) + 577570

entonces la varianza viene dada por:

V(Y)=E(Y?) - E*(Y)

2u,,1 w12
2 e [y et [y
=cP )+ ——— — |c® o)t ——
" ®ppsn(2c) + 21 1552 {C pBsn(ze) + 7T 1552]
2,/ 6} !
_ 2 Qe [y 252 cac'®ppsn(ze) 1
= C q)pBSN(ZC)—Fm—C (I)PBSN('ZC)_Q 2+1552
aerih \?
2+ 1542
2aet 11y ael )
=cd . 1-9 ) —
c®ppsn(ze) [C( pos(ze)) = 57 15ﬁ2} HEFSTE
aer \?
2+ 1542

5.3. Inferencia para el Modelo CLPBSN

Sea Y = (Y1,Y1,---,Y,) una muestra aleatoria con Y; ~ CLPBSN(0) con ng
observaciones censuradas y n; observaciones no censuradas. La funciéon de verosi-

militud, para 6 = (u, 0, 5, ) es:

Lerrssn(0) = L(0:;Y) = [ [ ferssv () || @rssn(v) (mc—_”)a

g
yi>c yi<c

= I[ o" frosn i) [Fssn ()] * ™ ][ {‘PLBSN(%) (mc—_”ﬂ a

ag
yi>c y;<c
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Tomando z; = m%’i Y Ze = 1“%& la log-verosimilitud queda expresada como:

éCLPBSN(Q) :E(@; Z)

=n; In(« Z In[fpsn(zi)] + (= 1) Z In (®psn(zi))

Z2i>Zc Z2i>Ze

()]

g
z;<zc

—npaIn :chSN (IDCG_ “)} +(a-1) 3 In(®psn(=))

Zi>Zc

+ gBSN +nq ln(a)

=noaIn _qD(zc) + 46 = 156%z —;i—ﬁﬁﬁg S BQquﬁ(zc)]
' 48 — 15422 2 _ 58223 — B220
Fla=1) ¥ o) + TR S

# 3w [ g | - 4 Y o) + 2+ 159

Zi>Zc Z2i>Zc
2
1 — | =1 .
+1In (\/;> n(oz)]

Por lo tanto, las primeras derivadas parciales de la funciéon de log-verosimilitud

estan dadas por:

QKCLPBSN _ oo ¢psn(z) a—1 Z Ppsn(2i) l [ 65(1 — Bz})? n Zi:|

o o @BSN(zC) o CIDBSN ) O' k (1-p23)2+1
geteunmsn =1 g - L S e L S [ 1]
%%LPBSN @B;(i((zi> (a—1) Z; @W;ng]ﬁvz; - { 125’_(16;3)5223_)1 + 5 iiﬁ ﬁQ}
8%£CLPBSN = no In[ppsn(zc)] Z In[@psn(zi)]

Zi>Zc
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Ahora los elementos de la matriz de informacién observada son
_(nOO‘) {66%2(1 - 52§)¢(Zc) i ZchBSN(ZC) 4 2BSN(ZJ}
o (24158 Ppsn(2)  Ppsn(z)  Phgn(ze)
(a—1) {652 (1= 82))p(2) | zi¢psn(z) ¢QBSN<ZZ'):|
i Z (2 +1582)Ppsn(zi) - Ppsn(2i) * Dhon(21)
6325823 — 2) 3603221 (1 — B23)?
__Z{l—ﬁz [(1—6z§)2+1]2_1]

_ (o) [652 J(1 = B223)p(2) N (22 — 1)dpsn(zc) N Zﬁ%m@c)}
(2 +1582)Ppsn(zc) Ppsn(2c) DL (2e)
(a—1) 662} (1 — B2))p(z) | (27 — 1)osn(zi) | zidpsn (%)
" Z [(2 + 1508%)®psn(2:) - Ppsn(zi) " DL (2i) }

2 {%z @) 10—y )
Dl N2 E B C I F 0 E IO
- (o) [ 223(1 = B22)p(2e) 308¢psn(zc) B(z)dpsn ()

Jus == 5 {(2 5By (z) | 2+ 15 Omen(z) T BT, (z) }

(04 - 1) 22@3(1 - 6213)¢(Zz) 305¢BSN(Z¢) '¢(Zi)¢BSN(Zi)
2 {(2 + 158%)@psn(2i) " (2+158%)Ppsn(2:) i Phsn(2) }

o

o

6 [ 2(1—2820)  2823(1— Ba)?
o - {u N R Ry 112]
no ¢BSN Z ¢BSN Zz)

‘I)BSN Zz)

poe T
o ‘I)BSN Zc

~ (noa) [652 (1 — 52 )9’5( c) n (2} — z)oBsn(2c) n Z§¢2BSN(ZC):|
g (2 -+ 1562)CI)BSN(21) CI)BSN(ZC) (I)QBSN(ZC)
(a—1) 662/ (1 — B2))p(z) | (2} — z)dpsn(2) | 2 dBsn(2)
e Z; {(2 +158%)®psn(2i) - Ppsn(zi) " DL (2i) }

1 2823(21823 — 12)  368225(1 — B23)?
N [(1—5z3>2+1 = B+ 1P “‘32}

0—2
J Noc { 2z,(1 — B22)¢(2c) i 30Bz.9psn (%) 1 ZCWC¢(ZC)¢QBSN(ZC>]
i o |2+158%)Ppsn(z)  (2+ 1552)Ppon(z) 2. (z)
+ (a—1) Z [ 22}(1 — B27) (%) + 308zippsn (%) n Zim¢(zi)¢2BSN(zi):|
(2 + 1562)@35]\[(22') (2 + 15/82>¢BSN(Z’£) <D2BSN(ZZ)

6 1 — Qﬁz ) 2825(1 — B23)?
> [ TRy 1]2]

Z>Z

oo

g

:@ZcQSBSN(Zc) + l Z Zi¢BSN(Zi)
o

o Ppan(ze) = P psn(zi)



5.3. INFERENCIA PARA EL MODELO CLPBSN 77

o U, W2o(z)
Js = — nod(ze) |:<I>BSN<ZC) - q)QBSN(ZC)]

—m—n}jmw[ - ]

Ppsn (Zz) (I)QBSN (Zz)

5 o 228(1 — B23)? 15(2 — 153?)
Z: { 1— ﬁz (=822 12 (2+ 15p2)2 ]
. c¢(Zc> . WZQS(ZZ)
I =T (I)BSN(ZC> Zg Ppsn(2i)

n
Jaa —;

donde se tiene:

[ _=T208 + 18004° — 120z + 27008%2; — 360827 + 9004%22 — 4029 + 9004%23 — 827 +
c (2 + 1532)3
W 8 —6083% — 6032 + 422 — 303722 — 20523 — 462}

(2 + 1552)?

Los elementos de la matriz de informacion esperada son:

1 0?
) =—F|——+—/ =1,2,3,4 5.3.1
16,0, n [ 09p09q CLPBSN:| y D4 y 4y Oy ( )
con bty =pu, Oy =0, 03=0 y 0, =ayseran denotados como ¢, %0, " ,laa
Definiendo:
[ o) }  (%m@0k
h,=FE |z —/————|, vip=F | | —/—/———=~
’ | Ppsn(2) Tk I Ppsn(2)
[ 2 [2IWF ¢ (2)dppsn(2)
— b =F
it L[(1—B2%)2 + 1]’“} ’ o | Phan(?)
r R P
PTICCON o [
| Prsn(2) [ Phon(2)

con z ~ CLPBSN(f,a), asi los elementos de la matriz esperada quedan dadas

por:
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i :g {Gﬂzg(l - Bzg)gb(%) 4 ZcﬁbBSN(ZC) 1 ZcﬁbQBSN(ZC)}
B0 (24 158%)Psn(z)  Pasn(z)  Phen(z)
Lo- 1 [ 63

a? 241542
- % [68(58941 — 291.1) — 366%(g.2 — 28972 + F°g10.2) — 1]
P, =2 [65202(1 — B22)$(z) N (22 — Dppsn(ze) N quS?BSN(ZC)}

(hg — Bhs) +vi1 + UO,Q}

a—1 6

2
— = [98(28g51 — g2.1) — 185%(g52 — 2B9s2 + B°g11.2) — 912

P (a) [ 223(1 — B22)o(2c) n 308¢psn(2c) +W¢(2’c)¢sszv(zc)}
BT o 24+ 158)Paen(2) | 24 158)Ppen(z) 1 Phen(z)
_ Oé; 1 {2 +21552 (hs — Bhe) + 30Bvp1 + U0,11
0 [(92 1 —2B8931) +2B(gs2 — 28952 + B g11.2)]
1 ¢BSN(Zc)
e = o (I)BSN(zC) _001
() [6/32 c(1 = Bz2)o () n (2 — z1) P (zc) n ZgébQBszv(Zc)}
77 o (2 + 1552>¢BSN<22'> (I)BSN<Z(:) cI)ZBSN(ZC)
a—1 60
+ [2 155 (hg — Bh7) +v31 —v11 + 02,2]
- % [25(21596,1 - 1293,1) - 3652(96,2 - 2599,2 + 52912,2) +1- 92,0]
i - _ |: 2221(1 _ BZ§)¢<ZC) + 30520¢BSN(20) + 20WC¢(ZC)¢2BSN(ZC):|
i o [(2+158%)Ppsn(2.) (2+156%)Ppsn(zc) DL (2e)
a—1 2 308
g [2 + 152 (ha — Bhz7) + mvm + U1,1}
- g [(g931 — 2B96,1) + 28(g6,2 — 28902 + B°G12.2)]
o 1 ZC¢BSN(ZC) 1
lo,a —;W + ;U1,1
o U, _ W3¢(26) }
ina = =000 |~
_ 2
—(a—Dla—by] -2 [96,1 — gos — 2Bgaz + Porza) — %
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Capitulo 6

Ilustraciones

En este capitulo se presentan 2 ilustraciones con datos reales de las distribuciones
propuestas en los capitulos anteriores, y se comparan los ajustes con otros modelos

propuestos en la literatura.

6.1. Ilustracion 1.

La erosién del acero de refuerzo es un problema serio en estructuras de concreto
localizados en ambientes afectados por condiciones climéaticas severas. Por esta
razon los investigadores han estado estudiando el uso de barras de refuerzo hechas
de un material compuesto.

En Ehsani et al.(1996) se muestran las 48 observaciones de un estudio donde se
mide la fuerza adhesiva para adherir barras de refuerzo reforzadas con fibra de
vidrio a concreto.

La Tabla muestra algunas estadisticas descriptivas para los datos.

Tabla 6.1: Resumen de estadisticas descriptivas.

n X S? Median

48 8.079  23.702 5.950
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Los modelos LN, Birnbaum Saunders bimodal (BSB) (ver Olmos et al.(2016),
LBSN y LPBSN son ajustados para el conjunto de datos.
Para comparar el ajuste de los modelos se utilizaron los criterios de Akaike(1974)

o AIC y el criterio Bayesiano o BIC, definidos por

AIC = =20(-) + 2k,

BIC = =2{(-) + k1n(n),

donde k es el nimero de parametros en cada modelo. De acuerdo con estos cri-
terios, el modelo con mejor ajuste es aquel con menos AIC o BIC. De acuerdo a
los criterios AIC y BIC el modelo con mejor ajuste es el LPBSN seguido en ese
orden por el modelo BSB y el modelo LBSN. Las estimativas de los parametros
fueron calculadas maximizando numéricamente la funcién de log-verosimilitud,
esta maximizacién se realiza usando la funciéon optim, disponible en el software

estadistico R-Project.

Tabla 6.2: Estimativas de maxima verosimilitud para los modelos ajustados cen-

surados
estimativas ~ LN(SD) BSB(SD) LBSN(SD) LPBSN(SD)

fu 1.940(0.076)  0.317(0.050)  2.077(0.045)  1.103(0.169)
o 0.528(0.053)  7.380(0.330)  0.252(0.016)  0.469(0.056)
& —1.307(0.372)  0.441(0.083)  0.216(0.046)
& 7.893(3.141)

AIC 265.3 260.0 263.6 258.2

BIC 269.0 265.6 272.2 265.6

Usando los resultados de la Tabla [6.2] podemos realizar una prueba de hipétesis
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del modelo LPBSN contra el modelo LBSN(SD), es decir,

Hy: a=0 versus Hy: a#0

usando la estadistica de razén de verosimilitud basada en
A = Lypsn(ii,6,58)/Lippsn(it, 6. B, Q).

Reemplazando los valores de las estimativas en la razén anterior, nosotros obte-
nemos —21In (A) = —2(125.13 — 128.83) = 7.4, el cual es superior al valor del
percentil del 95 %de la distribucién ci-cuadrado, dado por, x? = 3.84, llevando al
rechazo de la hipdtesis nula, lo cual indica claramente que el modelo LPBSN(5, «)
presenta un mejor ajuste que el modelo LBSN(/3).

La figura [6.1}(a), muestra que el modelo LPBSN(SD) presenta el mejor ajuste
comparado con el resto de modelos ajustados mientras que el grafico de la figura
[6.1}(b) muestra la FDA de los modelos LBSN y LPBSN note que, estos presentan

un buen ajuste.
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Figura 6.1: (a) Histograma para las 48 observaciones del estudio. Las lineas re-
presentan las distribuciones ajustadas usando las estimativas de maxima vero-
similitud: LN (linea discontinua con puntos), BSB (linea de puntos), LBSN
(linea discontinua) y LPBSN (linea continua). Tambien se grafica de la FDA
para la parte (b) donde: Empirica (linea continua), LBSN (Linea de puntos) y
LPBSN (linea discontinua).

6.2. Ilustracion 2.

Una ilustracién préactica del uso del modelo CLPBSN(f3, «) se lleva a cabo ahora
con datos de un gran estudio de seguridad e inmunogenicidad de vacunas contra
el sarampién realizado en Haiti durante (1987-1990), ver Moulton et al. (2007).
El estudio tuvo como objetivo demostrar que altas dosis de la vacuna podran
inmunizar eficazmente a bebés de hasta 6 meses de edad. La inmunogenicidad
estaba indicada por las respuestas de anticuerpos, mucho mas altas entre los
receptores con altas dosis de la vacuna. Se realizaron ensayos de anticuerpos de

neutralizacién en sueros a 330 ninos de hasta 12 meses de edad. El limite de
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deteccion fue 0.1 unidades internacionales (UI) o In(0.1) = —2.306 en la escala del
logaritmo natural. Se encontré que 86 (26.1 %) de los nifios cayeron por debajo del
limite de deteccién y todos se registraron como 0.1. En este caso se ajustaron los
modelos censurados Tobit (CN), LN, LBSN y LPBSN. Las estimativas de maxima
verosimilitud son dadas en la Tabla|6.3] De acuerdo a las medidas de comparacién
AIC y BIC el modelo que presenta el mejor ajuste es el modelo CLPBSN, seguido
en su orden de los modelos CLBSN y LN.

Tabla 6.3: Parametros estimados para los modelos ajustados con datos censurados
estimativas CN CLN(SD) CLBSN(SD) CLPBSN(SD)

i 1.202(0.116) —0.736(0.071) -1.125(0.101)  -1.808(0.242)
& 2.105(0.082)  1.297(0.050)  1.137(0.054)  1.162(0.063)
6 -0.100(0.022)  -0.134(0.022)
& 1.729(0.350)
AIC 1423.1 623.0 607.3 597.9
BIC 1430.7 630.5 618.7 613.1

La figura (a), muestra que el modelo LPBSN(SD) presenta el mejor ajuste
comparado con el resto de modelos ajustados mientras que el grafico de la figura
6.1f(b) muestra la FDA de los modelos LBSN y LPBSN donde se puede observar

que estos presentan un buen ajuste.
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Figura 6.2: Histograma de la distribucién del conjunto de datos para el estudio de
la vacuna contra el sarampion. Las lineas simbolizan las distribuciones ajustadas
usando las estimativas de maxima verosimilitud: LN (linea con puntos), LGSN
(linea discontinua) y LPBSN (linea continua). (b) Para la FDA: Empirica (linea
continua), LGS N (Linea de puntos) y LPSSN (linea discontinua) .
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