UNIVERSIDAD DE CORDOBA

TESIS DE MAESTRIA

K-Marcos en espacios p—adicos

Autor: Director:
Miguel Alfonso Vergara Dr. Osmin FERRER VILLAR
Ramirez .

Codirector:

Dr. Edilberto ARROYO ORTIizZ

Tesis enviada al Comité Curricular como requisito
para optar al grado de Magister en Matemdticas

Grupo de Investigacién Matematicas Unicérdoba
Departamento de Matematicas y Estadistica

12 de diciembre de 2023


http://www.unicordoba.edu.co
http://www.paginawebdelautor.com
http://www.paginawebdelautor.com
http://www.paginawebdelautor.com
http://www.paginawebdelautor.com
http://researchgroup.university.com
https://www.unicordoba.edu.co/index.php/facultad-ciencias-basicas/matematica

II

K-Marcos en espacios p—adicos

Tesis de Maestria aprobada por:

Dr. Osmin Ferrer Villar

Director de Tesis

Dr. Edilberto Arroyo Ortiz

Codirector de Tesis

Jurado de Tesis

Jurado de Tesis

Dr. Ricardo Miguel Guzmén Navarro

Jefe de departamento de Matematicas y Estadistica



I11

Declaracion de Autoria

Yo, Miguel Alfonso Vergara Ramirez, declaro que esta tesis titulada, « K-Marcos
en espacios p—4adicos» y el trabajo presentado en ella es de mi autoria, por lo tanto

confirmo que:

» Este trabajo se realiz6 principalmente mientras me encontraba en la candida-
tura para obtener el titulo de Maestria en Matematicas en la Universidad de
Coérdoba. Si alguna parte de esta tesis ha sido presentada previamente para un
titulo o cualquier otra titulacion en esta Universidad o cualquier otra institu-
cidén, esto ha sido claramente establecido. Cuando hemos consultado el trabajo
publicado de otros, esto siempre se atribuye claramente. Donde hemos citado
el trabajo de otros, la fuente siempre se ha dado; con la excepcién de tales citas,
esta tesis es completamente un trabajo de mi propia autoria. Reconociendo asi

todas las principales fuentes de ayuda que sustentan el presente trabajo.

f ) ap
/ 4 // ‘///f/
Firmado: L 2 .
rcaFes .
7 J__ﬁL —
7/

/

Fecha:
11/12/2023




v

«"Los fisicos tedricos aceptan la necesidad de la belleza matemdtica como un acto de fe. ..

Por ejemplo, la razén principal por la que la teoria de la relatividad es tan universalmente
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Resumen
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Departamento de Matematicas y Estadistica

K-Marcos en espacios p—adicos

Por Miguel Alfonso Vergara Ramirez

En el presente trabajo se dard una resefia de la teoria de marcos en espacios de
Hilbert, realizando una descripcién de los aspectos fundamentales via a la teoria
de operadores, haciendo uso de [15] como guia principal. De igual forma se lleva-
rd a cabo un estudio de los K-marcos asociados a un operador acotado en espacios
de Hilbert. Adicionalmente, se utilizard como herramienta elementos del anélisis
p—adicos permitiendo la construcciéon de los marcos y K-marcos en espacios de Hil-
bert separables denotados por H,;(Q}), por otro lado se dard un ejemplo concreto de
un marco en H;(Qj), el cual no es una base para dicho espacio.

Finalmente se realizard la construccion de un operador pseudodiferencial
Ay 2 Hi(Qp) — Hi(Qp), con el objetivo de garantizar la existencia de los K-marcos

asociados al operador A, en los espacios H;(Q}).
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Abstract
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K-Marcos en espacios p—adicos

By Miguel Alfonso Vergara Ramirez

In this paper, We will give an overview of the theory of frames in Hilbert’s spa-
ces, describing its various fundamental aspects of Hilbert’s spaces, carrying out a
description of the fundamental aspects from the operators theory, using [15] as a
main guide.

In the same way a study of the K-frames associated to an operator in Hilbert spa-
ces will be developed. In addition to this we will use as a resource the elements of
the p — adic analysis in the construction of the p — adic the frames and K-frames in
separable Hilbert spaces denoted by ;(Q}). On the other hand, we will give an
example of a frame in H;(Q}), which is not a basis for the space previously mentio-

ned.

In conclusion, a pseudo-differential operator will be built. A; : H;(Q}) — H;(Q}),
with the purpose of guarantee the existence of the K-frames associated to an opera-

tor on the spaces 1;(Q}).
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INTRODUCCION

Los marcos en espacios de Hilbert son una herramienta fundamental en el ana-
lisis de sefiales y en la teoria de la representacién. Introducidos originalmente por
Duffin y Schaeffer [9] en la década de 1950, los marcos son una generalizacién de
las bases ortogonales, permitiendo una mayor flexibilidad en la representacién de
sefiales.

Un marco en un espacio de Hilbert es una suceccion de vectores {x, }° , en H que
cumple ciertas propiedades. En particular, se requiere que existan constantes A y B,

llamadas cotas del marco, tales que para todo vector x € H se cumpla la desigualdad
Allx|* < Y [{x, x4} [ < B||x|)?, para todox € H. (1)
n=1

Esta desigualdad establece que los coeficientes de la expansién de x en términos
de los elementos del marco estan acotados en términos de la norma de x. Esto im-
plica que los vectores del marco generan un sistema sobredeterminado (un sistema
sobredeterminado significa que hay mds vectores en el marco de los necesarios, lo
que puede llevar a la falta de unicidad en la solucién o a la existencia de multiples
soluciones).

Los marcos tienen diversas aplicaciones en el procesamiento de sefiales ver [7] y
[6]. Por ejemplo, en la compresion de imdgenes, los marcos pueden utilizarse para
representar una imagen original con un nimero reducido de coeficientes, permi-
tiendo una compresion eficiente. Ademads, los marcos pueden usarse en el disefio de

filtros y en la deteccion de sefiales en el andlisis de sefiales.

Por otro lado, los ntimeros p—adicos son una extensiéon de los nimeros raciona-
les que se introdujeron en la década de 1930 por el matemaético aleman Kurt Hensel.

Los ntimeros p—adicos se basan en una idea central: la posibilidad de representar



numeros no solo en base 10, como estamos acostumbrados, sino en otras bases.

En particular, los niimeros p—adicos se definen en base p, donde p es un nimero
primo. Por lo tanto, en los ntiimeros p—adicos, los digitos van desde 0 hasta p — 1,
en lugar de solo 0 — 9 como en los niimeros decimales. También es importante des-
tacar que los nimeros p—adicos pueden tener una cantidad infinita de digitos a la

derecha del punto decimal.

La teorfa de los nimeros p—4adicos es muy diferente de la teoria de los ntime-
ros reales. Por ejemplo, en los niimeros p—adicos, la nocioén de cercania es diferente.
Dos nimeros p—adicos se consideran cercanos si tienen una gran cantidad de digi-
tos comunes en la parte fraccional. Esta idea puede parecer extrafa al principio, pero
proporciona resultados interesantes y poderosos en la teoria de ntiimeros.

La valuacion p—adica es una forma de medir el tamafio de un nimero de acuerdo
con su divisibilidad por un ntimero primo especifico, denotado como p. En lugar de
utilizar la métrica usual (o "valor absoluto") para medir el tamafio de un ntimero, los
nameros p—adicos utilizan una métrica llamada métrica ultramétrica; esta métrica
asigna un valor a cada ntiimero de acuerdo con cudnto se puede dividir por p: mien-

tras mas veces se puede dividir un ntimero por p, mas pequefio es su valor p—adico.

Por ejemplo, consideremos el niimero p = 2 con la métrica p-adica, el namero 8
tendria un valor p—adico més pequefio que el niimero como 16, porque 8 se puede
dividir méas veces por 2 que 16. Esto puede ser algo contrario a nuestra intuicién con
la métrica usual, donde 16 es mayor que 8.

Los ntimeros p—adicos también tienen propiedades interesantes en el ambito del
analisis [13]. Por ejemplo, los nimeros p—adicos se pueden sumar, restar, multipli-
car y dividir de manera similar a los niimeros reales. Sin embargo, algunas opera-
ciones pueden tener resultados diferentes en los nimeros p—adicos en comparacién
con los nameros reales. Por ejemplo, en los ndmeros p—4adicos, la suma de una serie

infinita de niimeros puede ser finita.



En resumen, los ntimeros p—adicos son una fascinante extensioén de los ntimeros
racionales que se definen en una base p. Estos ntimeros tienen propiedades intere-
santes y se aplican en diferentes dreas de la matemadtica, como la teoria de nameros y
el andlisis. Su estudio ha llevado a importantes resultados y ha abierto nuevas lineas

de investigacion en matemadticas.






Capitulo 1

PRELIMINARES

En este capitulo se exponen algunas caracterecristicas de los espacios de Hilbert,
los conjuntos ortonormales y los operadores lineales entre otros, los cuales nos serdan
de ayuda al momento de desarrollar la tematica presentada en el Capitulo 2, donde

se daran algunas descripciones de los marcos en los espacios de Hilbert separables.

1.1. Espacios de Hilbert

Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial, generalmente de dimension infi-
nita, que estd equipado con un producto interno que permite definir una nocién de
longitud entre vectores. Estos espacios son nombrados asi en honor a David Hilbert,
un matemdtico aleman que hizo importantes contribuciones a la teoria de nimeros,
la geometria y el analisis. En un espacio de Hilbert, los vectores pueden ser suma-
dos entre si y multiplicados por escalares, de manera similar a un espacio vectorial
convencional. Sin embargo, la diferencia radica en la existencia de un producto in-
terno, que es una funcién que asigna a cada par de vectores un ndmero complejo y

satisface ciertas propiedades algebraicas.

Definicién 1.1. Sea H un espacio vectorial sobre el campo de los niimeros complejos, una

funcion || - || : H — [0, 00) es una norma si verifica las siguientes condiciones:
(i) ||x|| = 0siysélosix=0.
(ii) ||ax| = |a|||x]||, para todox € Hy a € C.

(i) |x -+ yll < x]] + |yl para todo x,y € H.
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La condicion (iii) en la Definicién(1,1), se conoce como desigualdad triangular. Denota-
remos la norma sobre H por || - ||. Si H estd dotado de una norma, decimos que H es un

espacio vectorial normado.

Definicion 1.2. Sean (H, || - ||%) un espacio vectoral normado y {x, }$° | una sucesion de

elemetos H.

(i) lim x, = x, con x € H siy solo si
n—00

lx — x|l — 0, cuando n — oo.

(ii) {xn}5y_q es una Sucesion de Cauchy, si para cada € > 0 existe N € IN tal que

|xm — xu||l2 < €, siempre que n,m > N.

Observacion 1.1. Una sucesion convergente es automdticamente una sucesion de Cauchy,
pero lo contrario en general no es cierto. Sin embargo, los espacios vectoriales normados en
los que una sucesion es convergente si y solo si es una sucesion de Cauchy se denominan

espacios de Banach.

Definicién 1.3. Sea H un espacio vectorial sobre el campo de los niimeros complejos, un

producto interno en H es una funcién

() HxH—>C

tal que para cada x,y,z € H y cada A, B € C se satisfacen las siguientes condiciones:

(i) (Ax+ By, z) = Ax,z) + B(y, z),

(ii) (x,y) = (y,x) para todo x,y € H. (Aqui, (y,x) denota el conjugado del niimero

complejo (x,y)),

(iii) (x,x) > 0, para todo x € X. Mds aiin, (x,x) = 0 siy sélo si x = 0. (En este caso se

suele decir que (-, -) es una funcién definida positiva).
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El par (#, (-,-)) se denomina espacio con producto interno.

Ejemplo 1.1. Consideremos el espacio vectorial R" := {(x1,---,x,) : x; € R}, sean

x=(x1,-,xn),y = (1, -, yn) € R", la siguiente férmula

(x,y) =Y xyi,
i=1

determina un producto interno en IR" sobre el campo de los niimeros reales R.

Ejemplo 1.2. Consideremos el espacio vectorial C", en él definimos el siguiente producto

interno en C"

dondez,w € C",z = (z1,- - -, zn), w = (wWy, -+ ,Wy).

Ejemplo 1.3. [5] Consideremos el conjunto de sucesiones cuadrado sumables, el cual deno-

taremos por £%(IN), definido por:

2(N) = {x ={an}y: 0y €Cy i|fxn|2 < oo}.

n=1

El producto interno usual dado en ¢>(IN) le da estructura de espacio de Hilbert, este producto

interno estd definido por

<', ~>42 : fz(]N) X gz(N) — C
{en} = {Bn}=) = (n B = 21 B,

para todo {a, }_ 1, {Bn}>, € 2(N).
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Teorema 1.4. [14](Desigualdad de Cauchy-Schwartz). Sean (H, (-,-)) un espacio vec-

torial con producto interno, entonces para todo x,y € H se cumple la desiqualdad

[y < llxlyll-

Demostracién. Sea x,y € H.

Caso 1. Supongamos que existe A € C, tal que x = Ay, entonces

(x| = [{Ay, y)]

Myl = My )l
Ayl = 1Ay Iyl = Ay Iyl

[l

Caso 2. Supongamos que para todo A, x — Ay # 0, entonces

Sea A =

siguiente,

()
(v.y)

(x = Ay, x — Ay) (1.1)
(x,x) = {x, Ay) — (Ay, x) + (Ay, Ay) (1.2)
(x, %) = A{x,y) — Ay, x) + AM(y, y). (1.3)

(podemos suponer que y # 0) Sustituyendo A en (1.3) tenemos lo

multiplicando en ambos lados por (y, y), tenemos

0 < {x,x){yy) — (0 y)lxy)
() (o y) < Pyl
[ )2 < Nl lly )2

[y < llx(lyll-
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Teorema 1.5. [14] Si (H, (-, -)) es un espacio vectorial con producto interno, definimos una

norma sobre ‘H de la siguiente forma

]l = 4/ {x, x).

Esta es la norma inducida por el producto interno.

Demostracion. Notemos que ||x|| > 0 para todo x € H y que ||x|| = 0 si y sélo si

x = 0. Por otro lado, si « € C, entonces
e [|x[|* = oz (x, x) = (ax, ax) = [Jax|?,

Asi

ax|| = |al||x||. Finalmente, para la desigualdad triangular, utilizamos la des-

igualdad (1.4) tenemos,

Ix+yl*> = (x+yx+y)

= (vx)+(xy) +{yx)+ Yy

(x,x) + (%, ¥) + (5, ¥) + (¥, y)

< (x,x) +2Re(x,y) + (1, y)
< (xx)+2/ )+ vy
= x|+ 2/ )] + [lyll?
< (llxll =+ llylh>

O]

La conocida ley del paralelogramo, nos permite verificar, cudindo la norma de un

espacio normando proviene de un producto interior para dicho espacio.

Teorema 1.6. Sea (H,(-,-)) un espacio vectorial con producto interno y x,y € H, se
cumple lo siguiente

I + Y112+l = ylI* = 2([1x 1> + [ly[1*)-
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Demostracion. Sea (H, (-,-)) un espacio vectorial con producto interno.

Six,y € H, entonces se tiene que:

lx+yl> + lx—ylP=(+yx+y)+{x—yx—y)
= [(xx) +xy) +yx)+ .yl +Kox) —(xy) —(y,x) — vy
= 2(x,x) +2(y,y)
= 2([|x [+ [lyl*).
0

Definicién 1.4. Sea (H, (-, -)) un espacio Pre-Hilbert. Se dice que (H, (-,-)) es un espacio
de Hilbert si es completo con respecto a la noma inducida por el producto interno, es decir, si
toda sucesion de Cauchy en H converge a un elemento x € H (la convergencia se tiene con

respecto a la norma asociada al producto interior).

Definicién 1.5. [14] Un espacio de un espacio de Hilbert (H, (-,-)) se dice separable si

admite una base ortonormal numerable.

Ejemplo 1.7. [14] Los espacios mds destacados de espacios de Banach son los espacios
LP([a,b];C), con 1 < p < oo. Dichos espacios se definen del siguiente modo. Sean [a,b] €

R un intervaloy 1 < p < oo. Entonces
b
17([a,b];C) = {f: [a,b] — C: / F(x)|Pdx < oo}.
a
Se puede demostrar que los espacios LP ([a,b];C),1 < p < oo, equipados con la norma

||f||p:</0|f(x)|pdx>; si 1<p<oo,

es un espacio de Banach.

Enelcasop =2. | - |2 es la norma asociada al producto interior

V)= [ S@gGIx paratodo fig < 12,

con lo cual L*([a, b]; C) es un espacio de Hilbert.
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1.2. Conjuntos Ortonormales

En el contexto de los espacios de Hilbert, los conjuntos ortonormales desempe-
flan un papel fundamental. Un conjunto de vectores se dice que es ortonormal si
todos los vectores son ortogonales entre si (su producto interno es cero si los vecto-
res son diferentes) y tienen una norma igual a 1. Estos conjuntos son especialmente
importantes en los espacios de Hilbert ya que permiten expresar cualquier vector
del espacio como una combinacién lineal de vectores del conjunto ortonormal. Este

resultado es conocido como la expansién en términos de una base ortonormal.

Definicién 1.6. Sea (H, (-, -)) es un espacio vectorial con producto interno. Dos elementos
x,y € H son ortogonales, y escribimos x L y , cuando (x,y) = 0. También, dos conjuntos
A,B C H son ortogonales si x L y, para todo x € A, y € B. Dado un subconjunto

A C H, el complemento ortogonal de A es el conjunto
At ={xeH:x LA}

El siguiente resultado muestra la continuidad del producto interno.

Lema 1. Sean (H, (-, -)) un espacio con producto interno y {x, };>_1, {yn} - dos sucesio-

nes en H convergentes con limites x e y respectivamente, entonces (X, Yn) — (X,y).

[ee]

Demostracion. Sean {x,}5> 1, {yn}r4

sucesiones en (H, (-,-)) que convergena x e y,

respectivamente con x e y € H. Entonces

[, yn) = | = [ yn) — (s y) + (X, y) — (2, 9)|
= [{xnyn —y) + (xn —x, 1)

< [l yn =)+ [l = x,9)|

IN

12alllyn =yl + |20 = x|y ]| = 0,

yaquey, — ¥y x, — x cuando n — oco. Por tanto (x,, y») — (X, V). O

A continuacion resaltamos algunos resultados importantes en la teoria de espa-

cios de Hilber, sus pruebas pueden ser consultadas en (Ver [5]).



12 Capitulo 1. PRELIMINARES

Lema 2. Sea (H, (-, -)) un espacio de Hilbert. Entonces, se cumple lo siguiente:

1. Para cualquier x € ‘H

[} = sup [{x,y)] (1.4)
lyll=1

2. Si ‘H es un espacio de Hilbert complejo, entonces para cualquier x,y € H,
1 ) ) . .
(y) = x4yl = lx =yl +ilx+ iyl —ilx—iy*); @15
en caso que H sea un espacio de Hilbert real,
1 2 2

(oy) = U4yl = lx = yl%).
3. Supongamos que x,y € H satisfacen que

(x,z) = (y,z), para todoz € H. (1.6)

Entonces, x = y.
4. Para cualquier sucesion {xn}n:1 en ‘H, las siguientes proposiciones son equivalentes:

(i) {xn}5> 1 es completaen H,

(ii) si (x,x,) = 0 para todo n € IN, entonces x = 0.

Definicién 1.7. Sea H un espacio vectorial con producto interno (-,-) y S un subconjunto
de H. Se dice que S es un conjunto ortogonal de vectores de H, si cada par de vectores
distintos son ortogonales.

En particular, si S = {v1, 2, ...0x}, S sera ortogonal si y s6lo si
2 . . .
loill™sii=]
(vi, v5) =
0 si i#]
Si ademads cada vector del conjunto ortogonal S € H tiene norma 1. El conjunto

S se le llama conjunto ortonormal.
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En forma general, un conjunto indexado o familia {x, }4cs es llamada ortogonal si
xy L xgparatodow, B € I cona # B. La familia se llama ortonormal, si todos los x,

tiene noma 1, de modo que para todo «, € I tenemos

<xa/yﬁ> - 504,,3 -

Donde 4, g es conocida como la Delta de Kronecker.

Definicién 1.8. Sea (H, (-,-)) un espacio de Hilbert con producto interno, una sucesion

{en}>, € H es un sistema ortogonal si

<€a, Eﬁ) = (Sa,‘B

Una base ortonormal es un sistema ortonormal {e,}?° ,, tal que span{e,}5 ; = H.

Teorema 1.8. Para un sistema ortonormal {e, }$°_, en un espacio de Hilbert H, las siguien-

tes afirmaciones son equivalentes:
(i) {en}, es una base ortonormal,

(i) ) |(x,e,) > = ||x||?, para todo x € H,
-1

(iii) x = Y _(x,eq)e,, paratodo x € H,

n=1
(iv) (f,8) i (x,en)(en,g), paratodox,g € H,
(v) spanfen}y, = H,
(vi) si(x,e,) =0, para todon € IN,entonces x = 0.

La igualdad presente en (ii) se conoce como La identidad de Parseval.
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Definicién 1.9. Un espacio de un espacio de Hilbert (H, (-, -)) se dice separable si admite

una base ortonormal numerable.

Teorema 1.9. [14] (Desigualdad de Bessel) Sea(H, (-, -)) un espacio de producto interno

v {x;}I, una familia ortonormal de vectores en H, entonces

[ee]

Y )2 < x|

n=1

Para cada vector x € H.

Demostracion. Sean x € H fijo y {x;}!; un conjunto ortonormal finito. Entonces

tenemos

i=1 j=1
= <x,x - Z(x,xj>xj> - <Z(x,xi>xi,x - Z(x,x]->xj>
j=1 i=1 j=1
=(x,x) — <x,i(x,xj>xj> - <i<x,xl>xl,x> - <i<x,x1)xi,i<x,x1>x]>
j=1 i=1 i=1 j=1
=||x||* — i (x, (x,xj) xj) — Xn; ({x,x;) x;, x) + il il ((x, x7) %3, (x, %)) Xj)
i=j i= i=1j=
:HxHZ _ i <x,x]'> <x,xj> . ‘” <X,xi> <xi,x> + i i <x,xi> <x,xj> <xi,Xj>
j=1 i=1 i=1j=1
=||x||* - Zn; (x,xj) (x,xj) — Zn; (x, x;) {x, x;) + i (x,xj) (x,x)
j= i= j=

n n

—Jlx|? - i\<x,xj>rz Y P+ Y )2
L

i=1 =1

n
=xl? = Y] (x x) [
i=1

n
Por lo tanto, Y |(x,x;)|* < |x||*. Ahora si {x;}"_; es un conjunto ortonormal arbi-
i=1

n
trario la conclusi6n anterior implica facilmente que ) _ [(x, x;) 12 < [|x|* O
i=1
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1.3. Operadores lineales

Los operadores lineales son una herramienta fundamental en el estudio de los
espacios normados, estos operadores son funciones que transforman elementos de
un espacio vectorial en elementos de otro espacio vectorial de la misma dimensién.
En el contexto de los espacios normados, los operadores lineales también preservan
la estructura de la norma.

Es decir, si tenemos dos espacios normados (H1, || - [11), (H2, || - [l2), un operador

lineal T : H1 — H; es lineal si cumple las siguientes propiedades:

Definicién 1.10. Sean (H1, | - ||1), (Ha, || - ||2) espacios normados sobre C, una aplicacién
T : H1 — Hy es un operador lineal, si para todo par de vectores x,y € Hq y para todo

escalar « € C, se cumple lo siguiente

i) T(x+y)=Tx)+T(y),

ii) T(ax) = aT(x).
Definicién 1.11. Sean (H1,|| - ||1), (Ha, || - ||2) espacios normados sobre C. Se dice que
T : H1 — Ho un operador lineal acotado, si existe una constante M > 0 tal que

IT(x)]2 < Mllxl[, Vx €Mt

De ahora en adelante en lugar de escribir T(x) escribiremos Tx para denotar la
imagen de x bajo el operador T. El conjunto de los operadores lineales y acotados
de H; en H; se denota por B(#H1, Hz). En caso que H;1 = H; lo denotamos s6lo como

B(H).

Definicién 1.12. Dado un operador T : H1 — H lineal y acotado, la norma del operador

T se define de la siguiente manera

IT|| = inf{k € R: || Tx||2 < k||x||1, para todox € H1}.
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Teorema 1.10. [14] La norma de un operador se puede expresar mediante las siguientes

equivalencias:

[ Tx|
[x

[E3(Id

(@) ||IT|| = supyy
(i) || T[]l = sup <1 T[],
(iii) ||| = supygj—y [T

Ejemplo 1.11. Si I : H — H es el operador identidad, entonces ||I|| =1 y

si 0:Hi — Hy es el operador nulo, entonces ||0|| = 0.
Teorema 1.12. [14] Sea (H, (-, -) un espacio de Hilbert y T € B(H ), entonces

(i) Existe un iinico T* € B(H), llamado operador adjunto de T, tal que (Tx,y) =

(x, T*y) para todo par x,y de elementos H. Ademds
Tl =1T{, T%=T,

y para todo operador T, S en B(H), se tiene que

(T+S)*=T*+S* (AT)* =AT* paratodo A € C,y

(TS)* = S*T*, donde TS es el operador en H definido por TSx = T(Sx), para todo
xeH.

Definicién 1.13. Sea (H, (-, -)) un espacio de Hilbert y T € B(#H). Diremos que es posi-

tivo, (se escribe T > 0),si T € B(H) y (Tx,y) > 0, para todo x,y € H.

Definicién 1.14. Un funcional es un operador cuyo rango estd en el conjunto R o C. Un
funcional lineal es un operador lineal f : H — E, donde H es un espacio vectorial y E su
cuerpo de escalares. Un funcional lineal y acotado es un operador lineal acotado cuyo rango
estd en E, cuerpo de escalares del espacio normado H, es decir si existe k > 0 : [f(x)] <
k||x||, para todo x € H.

Ejemplo 1.13. La aplicacion f : (*(N) — R, definida por f(x) = iaixi donde a; €
(%2(IN) fijo, es un funcional lineal y acotado pues, por la desigualdad deizlhauchy—Schwarz,

se tiene |f(x)| < [|x||2]|a]|2.
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Definicién 1.15. Sea H un espacio normado; el espacio dual de H es H* := {f : H — E :

f  lineal y acotado}. Si dimH < oo, este concepto coincide con el dual algebraico.

El espacio H* siempre es completo por serlo el cuerpo de escalares de H. A me-
nudo es conveniente estudiar el espacio dual de un espacio normado, para obtener

propiedades del mismo espacio.

Ejemplo 1.14. [14] El dual de R" con la norma euclidea es R", en realidad es un espacio
isométrico a R":
Como dimIR" = n, todo f lineal es acotado.

n

n
Six =Y wey, f(x) =Y aif(e;). Por la desigualdad de Chauchy-Schwarz,
i=1 i=1

f@I < iraiﬂems(iw) (immﬁ)

donde || < (2 If(ei)IZ) |

i=1

n 7
Tomando en particular x = {f(e1), ..., f(en) }, se obtiene la igualdad. Asi || f|| = (Z |f(e;) ]2>
i=1

coincide con la norma euclidea y la funcion f — {f(e1), ..., f(en)} es un isomorfismo iso-

métrico del (R™)* en R™.

Teorema 1.15. [14](Teorema de Representacion de Riesz) Un funcional f : H — E
de un espacio de Hilbert es lineal y acotado si y sélo si existe un iinico y € H tal que

f(x) = (x,y), para todox € H. Ademds || f|| = ||y||-

Demostracion. =)Si f es el funcional lineal cero el Teorema es vélido haciendo y = 0.

Supongamos entonces que f no es el funcional lineal cero y sea

M:=kerf={xeH: f(x) =0}

M es un subespacio propio y cerrado de H pues f es continuoy M = f~1(0).

Entonces H = M @ M+. Como f no es el funcional cero, M+ #£0.
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Seaz € M+, z# 0talque f(z) = 1(z = % conw # 0). Para todo x € H se tiene

x=(x—f(x)z) + f(x)z (1.7)

donde x — f(x)z € My f(x)z € M+ pues z € M. Multiplicamos ambos lados de

la igualdad (1.7) por z y usando el hecho que z L M obtenemos

(x,2) = ((x = f(x)2) + f(x)z,2)

= f(x)llz]*.

paratodox € H.Seay = ﬁ, entonces

(x,y) = 2 = f(x), patatodox € H.

Supongamos que existen y,y’ € H tales que (x,y) = f(x) = (x,y’) paratodo x € H,

entonces
0= (x,y) = (xy) = (xy) + (x,—y) = (x,y—y), para todox € H.

y—y =0, porlo tanto y = y'. Esto termina de probar la primera afirmacién del
Teorema.

<) Si ||x|| <1, entonces por la desigualdad de Cauchy — Schwarz

F = 1y | < DIxlHlyll = Iyl

por lo tanto || f|| < ||y||. Por otro lado x = ﬁ es un vector unitario, entonces

Nyl Wy lvl?
A=V @T= 2 = Tl = Tl

= [lyll-

Ast[|f] = llyll- N
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Definicién 1.16. Dados dos espacios vectoriales H1, Ho, una forma sesquilineal es una
funcién h : Hy x Hy — E tal que h es lineal en la primera variable y antilineal en la

segunda.

Si ‘H; e Hp son espacios vectoriales normados, i esta acotada, si existe ¢ > 0 tal

que |h(x,y)| < cllx|||y|| y se define ||h| = SUp, g % como la norma de h.

Teorema 1.16. [5]Sean U, : H1 — Hp una familia de operadores acotados, que converge
puntualmente a una funcion U : Hy1 — Hop. Entonces U es lineal y acotado. Ademds, ||U, ||

esta acotada y ||Uy || < Uminf ||U,||.

Un operador U : H; — H» es invertible si U es sobreyectivo e inyectivo. Para

un operador acotado e invertible, el operador inverso es acotado.

Teorema 1.17. [5] Un operador biyectivo acotado entre espacios de Banach tiene inverso

acotado.

En el caso H1 = Hj, tiene sentido hablar del operador identidad I en #;. El
teorema de Neuman afirma que un operador U : H; — H; es invertible si es su-
ficientemente proximo al operador identidad; una demostracion se encuentra en la

pagina 48 en [12].

Teorema 1.18. [5] Sea U : H1 — H1 un operador lineal acotado y ||I — U|| < 1, entonces

U es invertible, y

u't=Y @a-uF (1.8)

mas atin
1

A e
1=

(1.9)
Notemos que [|[U~" — YN (I —U)¥|| — 0si N — co.

Demostracién. Consideremos el operador T = Zi":O(I — U)k, entonces

[ee]

<Y1 - W sgnu—mnk <o

k=0

1T =

i([ —u)*
k=0
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Ya que Y32, ||(I — U)||* es una serie geométrica con ||(I — U)| < 1. Es decir, existe

M > 0tal que ||T|| < M. Asi

[ Tx]]
]

T
< supHxxH — ||T|| < M de donde ||Tx| < M||x||,
o

o |IX]

Por tanto T es acotado. Por otro lado

ur = Ui(l— u)k = i Ul —u)k = i(l— (I—U))(I—U)k
k=0 k=0 k=0
= Y- W (- wY
k=0

entonces

1Zn = Il 1= (=Wt =1 = [|(1 = )"

= [[(I=W)"I =Wl < [[(I=W)" [T =ull < [[(T=w)"] = I[(T ="

Asi ||Z, — I|| = 0 cuando n — oo.

Por tanto, UT = Y2 o [(I - W) — (I - W) =T—-(I-U)"' =1

De forma similar, TU = I. Teniendo de esta forma que U es invertibley T = U-1 es
decir,

[ee]

uUu'l=1r=Yy (I-uy

k=0
quedando demostrado (1.8). Luego,
u = [ I-wk =Y [[(I-w*| =Y I(I-U)|*(serie convergente)
k=0 k=0 k=0
1

= ———vaque |[I-U| <1.

queda demostrada (1.9).



1.3. Operadores lineales 21

O]

Definicion 1.17. Sean (H1,(-,-)1) y (Ha, (-, -)2) espacios de Hilbert y T : Hi — Hp un
operador, no necesariamente lineal. Se dice que T es continuo en hy € H1 si para todo € > 0

existe 6 > 0 tal que

|Th — Thy|| < € siempre que ||h — hy|| < 6 parah € H.

T es continuo en H si T es continuo en todo h € H.
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Capitulo 2

MARCOS EN ESPACIOS DE
HILBERT

Un marco para un espacio de Hilbert es una generalizaciéon de una base orto-
normal y es una herramienta que permite escribir cada vector del espacio como una
combinacioén lineal de elementos del marco, sin que se requiera independencia lineal
entre los elementos del marco. Dichos marcos juegan un papel importante en el ana-
lisis de wavelet, en el procesamiento de sefiales, en ingenieria, en fisica, etc.

Los marcos en los espacios de Hilbert son utilizados, por ejemplo, en el procesa-
miento de sefiales con funciones que tengan las estructuras de Wevelet, las cuales
se usan para realizar aproximaciones de datos con variacién o con discontinuidades

abruptas, ver [7, 6].

2.1. Marcos y sus propiedades

De ahora en adelante H denotara un espacio de Hilbert separable con producto
interno (-, ).
Definicion 2.1. Una sucesion {x,}5_, de elementos de H es llamada sucesién de Bessel si
existe B > 0 tal que para toda x € ‘H

[ee]
| (x, xu) [ < Bl x]|%.
=1

n

A la constante B se le conoce como una cota de Bessel para {x, }_.
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El siguiente resultado muestra una caracterizacion de las sucesiones de Bessel.

Teorema 2.1. [5] Sean (H, (-, -)) un espacio de Hilbert separable, {x, }5>_, una sucesién en

My B > 0. Entonces {x,,}}"_; es una sucesién de Bessel con cota de Bessel B si y solo si

T : *(N)—H

(e} — T ({an)5y) = i

es un operador acotado, bien definido y || T|| < v/B.

Demostracion. Supongamos que {x, }%_; es una sucesion de Bessel con cota de Bessel

B. Sea {a,}%_; € (*(N). En primer lugar notemos que T ({a, }%°_;) estd bien defini-
(o]

do, es decir ) _ a,x, es convergente.

n=1
En efecto, consideramos M, N € IN, con N > M. Entonces,

N M N
Z“nx;q — Z “n.Xn - Z “n.Xn
n=1 N=1 n=M+1
N
= sup Z (0nXn, g)
gl =1 |n=M+1
N
< sup Z |on (2, )|
llgll=1 n=M+1
1 1
N 2 N 2
< ( Y. IoénIZ) Sup( Y |<xn,g>|2>
n=M+1 lgll=1 \n=M+1
1
<

\/E( 5" |an|2)2.

n=M+1

oo
) 2 . 2
Puesto que {a,,}$*; € ¢*(IN), sabemos que la serie ) _ |a,|* es convergente y en con-
n=1
secuencia la sucesién de sumas parciales es de Cauchy en C.

Los calculos anteriores muestran que la sucesién de sumas parciales de la serie
[e0]

Z ay X, es una sucesion de Cauchy en H y por tanto una sucesiéon convergente en
n=1

H.Asi T : £2(IN) — H estd bien definido.

Claramente T es lineal; ya que

IT{an il = SUP. IT{an}izr, 81,
g =
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un calculo como el anterior muestra que T esta acotado y que ||T| < v/B.

En efecto,

IT {antya) | = &pXn|| = SUup Z anXn, 8)| < sup Z oy (X0, x) |
n=1 [x[[=1 |n=1 lxl=1n=1
1 1
(o) 2 o) 2
< (Z\MZ) HSlulp (Z X, X 2) < VB|[{an}y1 -
n=1 x||[=1 \n=1

Para la otra implicacién, suponemos que T estd bien definido y que ||T|| < v/B

Ahora bien, dado que:
Z x, %) > < || TIP[|x]1* < (VB)?||x||* = B||x||%, para todo x € .

Entonces,{x, }$_; es una sucesion de Bessel con cota de Bessel B. O]
Definicién 2.2. Una sucesion {x,}:>_, de elementos de H es un marco para ‘H si existen
constantes 0 < A, B < oo tales que

Allx|* < Z x, xx)|? < B||x||%, para todox € H. (2.1)

Los niimeros A, B se denominan cotas de marco. No son tinicas. La cota de marco superior
optima es la minima sobre todas las cotas de marcos superiores, y la cota de marco inferior

optima es el supremo sobre todas las cotas de marcos inferiores.

Definicion 2.3. Sea {x, }°_, un marco para H con cota superior A y cota inferior B decimos

que:
(i) {xn}$ 1 es un marco ajustado si A = B,
(it) {x,}5"_, es un marco de Parseval si A =B =1,

(iii) {xn}5"_1 es un marco exacto si deja de ser un marco cuando se elimina un elemento

arbitrario de la sucesién {x, }_.

A continuacién, daremos algunos ejemplos de un marcos en espacios de Hilbert

H.
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Ejemplo 2.2. Sea {e, }$_, una base ortonormal para H y x un elemento arbitrario de H.

(i)

(ii)

Repitiendo cada elemento en {e, }7> ; dos veces obtenemos

{xn};o:‘l - {61,61,62, €, - }/

un marco ajustado con cotas de marco A = B = 2. Ya que

(0] (0]
Z X, Xy) |2 = Z x,eq)? = 2||x|2

Si solo se repite e;, obtenemos.

{xn}ne]N = {ell €1,€2,€3,° - }/

un marco con cotas A =1, B = 2. Ya que
Z X, x0) > = [ (x, e1) |* + Z [(x,en) > = [(x,e1) * + 1]
n=1

n=1

Luego,

[e0]
1lx|* < Z x, ) |* < 2] x|,

Sea

nfin=1 - 1, \/E 2/ \/E 2/ \/g 3/ \/g 3/ \/g 37 (7
es decir, {x,}? ; es la sucesién donde cada vector ﬁen se repite n veces. En-

tonces, para cada x € H,

2 2
=[xl

(o] (o]
Y [ x> =) n
n=1 n=1

Asi, {x,}%_; es un marco ajustado para H con cota de marco A = 1, es decir,

un marco de Parseval.
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Definicion 2.4. Sean (H, (-, -)) un espacio de Hilbert y {x, }3°_, un marco para H. Dado

que un marco {x, }°_; es una sucesién de Bessel, el operador

T:*(N) = H

{‘Xﬂ}n 1 —T {‘xn}n 1 E‘xnxn

estd bien definido y es acotado, este operador T se denomina operador sintesis u operador

pre-marco.

Observacion 2.1. [5] El adjunto del operador pre-marco esta dado por:

T* :-H — (*(N)

x = T'x = {{(x,x0) }54

este operador es llamado operador de andlisis.

Demostracion. Sea {a,}>_; € (>(N),x € H y {x,}_; un marco para H.

(T{an}ile) X)u = <i0‘nxmx> izxnxn,
— y =

= Z W (X, X) 3y = i (X, Xn) 3
n=1
= <{“n}n L ) i) e = {an il Thx) e

Ast, (T ({an} ), x)n = {an iy, THx) 2.

Por lo tanto T*x = {(x, x,) }$*_; es el operador adjunto de T. O

Observacion 2.2. Realizando la composicion de T y T*, obtenemos el operador marco

[oe]

S:H—-H, Sx=TT*x = Z(x, Xp )X (2.2)
k=1

Notemos que {x, }5_, es una sucesion de Bessel, la serie que define a S es convergente para

toda x € H, a continuacién enunciamos algunas propiedades importantes de S.
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Teorema 2.3. [5] Sean (M, (-,-)) un espacio de Hilbert y {x,}5" 1! un marco para H, con
operador de marco S y cotas de marco A, B. Entonces (Sx, x) Z |(x, x,)|?, para todo

x € H.

Demostracion. Sea x € H, entonces

O]

Lema 3. [5] Sean (H, (-, -)) un espacio de Hilbert y {x, } ", un marco para H, con operador

de marco S y cotas de marco A, B. Entonces se cumple lo siguiente:

(i) S es acotado, invertible, autoadjunto y positivo.

(ii) {Silxn};’f’:1 es un marco con cotas B=1, A=Y, Si A, B son las cotas optimos para

1

{xn}%_,, entonces las cotas B~1, A~1 son dptimos para {S~'x,}_,. El operador de

marco para {S~1x, }°_, viene dado por S~1.

Demostracién. (i) Puesto que S es la composicién de operadores acotados, pode-

mos afirmar que S estd acotado. Luego tenemos que:
ISI =TT = ITINT*|l = ITIITI| = IT||* < B.

Como §* = (TT*)* = (T*)*T* =TT* = S, el operador S es autoadjunto.
Usando el Teorema (2.3), (Sx,x) Z |(x,x,)|", para todo x € H, como

{xn}?>_, es un marco para H, tenemos que.
o0
Allx|* < (Sx, x) Z x,x,)[* < B||x||?, paratodo x € H,
n=1

de lo anterior se tiene que S es positivo, ademds AI < S < BI, de donde se
deduce que 0 < I — B~1S < B24].
Luego,

_A<1.

IT—B1S| = sup |(I—B'S)x,x)| <
[|lx][=1
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Haciendo uso del Teorema (1.18) se tiene que S es invertible.

(ii) Notese que para x € H,

Y [ x 87 P = ) (ST x, x)? < BJISTx|)?

n=1 n=1

< BJ|STH? x|

Es decir, {5*13C,1}~,;"’:1 es una secuencia de Bessel, por el Terorema (2.1) se de-
duce que el operador marco de {S~1x, }°°; estd bien definido. Por definicion,

acttia para todo los elementos x € H, es decir

ZxS an Iy, =871 (S~ xxnxn_Slss x=S1x. (2.3)
n=1 n=1
Lo anterior verifica que el operador marco para {S1x,}®_; es igual a S~1.

Usando el hecho que el operador S~! conmuta con los operadores I y S, ade-

mas el hecho que AI < S < BI podemos verificar facilmente que
B I<s <A,

es decir,

B7Yx|? < (57 x,x,) < A7 x||2,  Vx€H.

De donde se deduce que:

B x[? < ) [, S7he) P < A7 Ix|?, VxeH;
n=1

por lo tanto {S~!x, }n = 1% es un marco con cotas de marco B~!, A~1.

Para probar la optimizacién de las cotas (en caso de que A, B sean 6ptimos pa-
ra {x,}7" ;, sea A el limite inferior 6ptimo para {x,}$ ;, y supongamos que
la 6ptima cota superior para {S1x,}% ; es C < %. Aplicando lo que ya ha

demostrado al marco {S _lxn}lg"’:1 teniendo el operador de marco S—1 obte-

nemos que {x,}% ; = {(S71) 715 1x,}; tiene la cota inferior & > A, pero
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esto es una contradiccién. Asi {S1x,}%_; tiene la cota superior 6ptima %. El
argumento para la cota inferior 6ptima es similar.

O]

Observacioén 2.3. El Teorema de descomposicion de marcos, que se indica a continuacion,
es el resultado crucial en la teoria de marcos. Muestra que si {x,}5’ | es un marco para
H, entonces cada elemento en H tiene una representacion como una superposicion de los
elementos del marco. Asi es natural ver un marco como una especie de generalizacion de las

bases para espacios de Hilbert.

Teorema 2.4. [5] Sean (M, (-,-)) un espacio de Hilbert y {x,}°°_, un marco para H, con

operador de marco S. Entonces

(x,S’lxn>xn, para todo x € H, (2.4)

Il
e

n=1

E X, x,)S Vx,, paratodo x € H. (2.5)

Ambas series convergen incondicionalmente para todo x € H.

Demostracién. Sea x € H usando las propiedades del operador marco en el Lema 3,

se tiene

x=S8S"1x = Z(S X, Xn)Xn = Y _(x, S L)
~1

3
I
—_
3

Como {x,}5_; es una sucesion de Bessel y {(x,S7!x,)}>_, € ¢*(N), podemos
afirmar que la convergecia es incondicionalmente para todo x € H, ver [5] Capitulo

3. La expansién (2.5) se prueba de manera similar, usando que x = S~1Sx. O

Observacion 2.4. El Teorema (2.4) muestra que toda la informacion dada sobre el x €
H esta contenida en la secuencia {{x,S™'x,)}°_. Los niimeros (x,S™'x,) son llamados

coeficientes de marco.
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2.2. K-marcos en espacios de Hilbert

En esta seccién se estudiaran los marcos asociados a un operdor K : H — H
acotado, en espacios de Hilbert y se analizaran las equivalencias que estos tienen
con los sistemas atémicos. Esta seccion es muy importante para este trabajo ya que

permite realizar la construccién de los K-marcos p-ddicos.

Teorema 2.5. [8] Sean (H1,(-,-)1), (H2, (- -)2) , (H3,(-,-)3) tres espacios de Hilbert y
sean Wy € B(H1, H3), Wa € B(Hy, H3) operadores acotados. Las siquientes afirmaciones

son equivalentes:
(i) R(Wp) C R(Wa);
(i) WiWy < /\2W2W2* para algiin A > 0;
(iii) Existe un operador acotado K € B(H1, Hz), tal que Wy = W,K.

Definicién 2.5. [10] (K-marcos en espacios de Hilbert) Sea (H, (-, -)) un espacio Hilbert
y K : H — H un operador acotado. Se dice que {x,},_ es un K-marco para H si existen

constantes A, B > 0 tales que:

A|K*x[|> < Y I{x, xa)||* < Bl|x||*,  para todox € H.
n=1
Definicion 2.6. Sea K € B(#). Decimos que {x, }5y_; C H es un sistema atémico para K,

si las siguientes condiciones se satisfacen:

(i) Laserie Y cyx, converge para todo ¢ = {c,};o, € (*(N);
n=1

(ii) existe C > O tal que para todo x € H existe ay = {a,}>, € (*(N) tal que

laxll 2y < Cllxlly Kx = ) anin.

n=1
Observacién 2.5. La condicién (i) en la Definicion (2.6) dice en realidad que {x,}>_; es

una sucesion de Bessel, ver [5] Capitulo 3.

En el siguiete teorema mostrado en [10], se establece que los sitemas atémicos
para un operador acotado, son equivalentes a los K-marcos en los espacios de Hil-

bert.
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Teorema 2.6. [10] Sean K € B(H) y {xn}iy_y C H. Entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes
(i) {x,}3>_, es un sistema atémico para K;

(ii) existe0 < A, B < oo tal que

A|K*x|?* < ) |(x,x,)|* < B||x||?>, para cadax € H;

n=1

~ . . iy oo
(iii) {xn}5°_, es una sucesion de Bessel y existe una sucesion de Bessel {y,}5"_; tal que

[ ]

Exyn

Demostracion. (i) — (ii). Tenemos ||K*x|| = sup [(K*x,y)| = sup |{x,Ky)|.
lyll=1 lyll=1
Tomando y en lugar de x en la condicién (ii) de la Definicién (2.6) obtenemos que

Ky =Y auxy.

n=1

1/2 1/2
o0 o0
< sup (Z|an|2> <E X, Xp) )
lgll=1 \n=1 n=1

o 1/2
< sup |y <Z |<x,xn>\> ,
n=1

lyll=1

Entonces

i (X, xy)

n=1

IK*x[| = sup
lyll=1

por lo tanto,
1 oo
C—ZHK*XH2 Z X, Xn)

(ii) — (iii) Como {x,}_; es una sucesién de Bessel (ver Observacion 2.5) se
sigue que x, = Te,, donde T : £2(IN) — H es un operador lineal acotado.
Luego
A x| < i (v, Ten) 2 = ¥ [{T%,e0) 2 = | T
n=1 n=1

Del Teorema (2.5) sigue que existe un operador lineal acotado M : H — (?(IN) ta

que K = TM.
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Consideramos que
F,:H—C, F,x = (Mx), = a,(x)

Denotamos a = Mx = (Mx),. Tenemos

o 1/2
|an| < <E \anlz) = [lall;z < [|M][{]x].
n=1

Se sigue que |a,(x)| < ||[M]|||x]|. Por el teorema de representacion de Riesz se sigue

que existe g, € H tal que

an = an(x) = (x,&n)-

Por tanto

[ee] [ee]

Kx=TMx=T{an}) =Y anfu =Y (%, gn) fu.

n=1 n=1
Ademas,

[ee]
(%, &) [P =) lanl® < IMI?|| %],
1 n=1

e

n

[e]

~_, es una sucesion de Bessel.

por lo tanto, {g,}

(iii) — (i) ¥y |(x, gn)| < BJ|x||*>. Tomamos para x € H, a(x) = {(x,g.)}.

O]
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Capitulo 3

ELEMENTOS BASICOS DEL
ANALISIS p-ADICO

3.1. Elementos basicos del andlisis p-adico

En esta seccion se hace un breve estudio de los hechos més importantes del anali-
sis p—adico que sirven como base para el estudio de los marcos en espacios p-adicos.
En el presente trabajo no se presentan pruebas de los resultados expuestos para fa-
cilitar la lectura del mismo, sin embargo, esta parte de la teoria se puede encontrar

en el libro de Vladimirov que es una referencia bdsica en al drea (Ver [13]).

3.1.1. Numeros p-adicos

Volovich en la decada de los 80 propuso utilizar ntimeros p-adicos en lugar de
nimeros reales en modelos fisicos que tratan con situaciones a nivel de la escala de
Planck, mds exactamente, propuso que a distancias en la escala de Planck, el espacio-
tiempo tiene una estructura no Arquimediana. Por otro lado, las mediciones fisicas
producen siempre niimeros racionales, no irracionales. Asi que el punto de partida

son los nimeros racionales Q y la nocién de distancia o norma.

Ejemplo 3.1. Se puede pensar en la forma de representar un entero en base p. Por ejemplo
podemos tener la expansion binaria de 77. Para ello, podemos convertir al sistema binario el
niimero decimal 77 haremos una serie de divisiones secesivas, que arrojardn los siguientes

resultados:
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77 méd 2 =1,
38 méd 2 =0,
19 méd 2 =1,
9 méd?2 =1,
4 méd 2 =0,
2 moéd 2 =0,

Ultimo cociente 1.
Ahora tomando el 1iltimo cociente y los residuos en orden inverso, el resultado es: 1001101(2)

( binario),

1001101 = (1)2° 4 (0)2! + (1)22 + (1)2° + (0)2* + (0)2° + (1)2°
= 20422425 4+2°

= 14+4+8+64=77.
Tomando el niimero binario 111, 1(p), tenemos el miimero decimal

11,1 = (D271 (1)2° + (1)2" + (1)2?

1
= 5+1+2+22

= 75

Definicién 3.1. [11] Sean K un campo y Rt = {x € R : x > 0}. Un valor absoluto
sobre K es una funcion

|- ]: K — R"
que satisface las siguientes condiciones:
(i) |x]| =0 siysélosix =0,
(ii) |xy| = |x||ly| paratodox,y € K,

(iii) |x+y| < |x|+|y| paratodox,y € K.
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Definicién 3.2. [11] Un valor abosluto sobre un campo K es llamado no arquimediano si

satisface
[x +y| < max{|x], |y[},
para todo x,y € K. En otro caso, se dice que el valor absoluto es arquimediano.

Ejemplo 3.2. Se define un valor absoluto sobre Q como:

x six>0.
|x| =
—x six <0.

Este valor absoluto se conoce como valor absoluto usual, usualmente se denota por | - |e y

es un valor absoluto arquimediano.

Tomando K = Q y p un primo en Z. Todo niimero entero n € Z se puede
escribir de la siguiente forma n = p?("n’ con p { n’, esta representacion es tnica,
dado que v estd en términos de 7 y p, tiene sentido definir una funcién v,, de modo

que v, es la multiplicidad de p como divisor de 7.

Definicién 3.3. [11] Sea R un anillo conmutativo. Una funcion v : R — Z U {co} es una

valuacion si cumple las siguientes propiedades para todo x,y,z € R :
(i) v(x) =00 siysélosix =0,
(i) o(xy) = o(x) +0(y),
(iii) v(x +y) > min{o(x),v(y)}.

Definicién 3.4. [11] Para todo x € Q no nulo, definimos el valor absoluto p—ddico de x
como

[xfp = p~*

Extendemos esta definicion a todo Q, definimos 0|, = 0.

Observacion 3.1. Esta definicion de |x|, tiene el efecto de que las altas potencias de p “se

vuelven pequerias ”, en particular |2"|, = 1/2"
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Proposicion 3.3. [11] La funcién | - |, es un valor absoluto no arquimediano.

Demostracién. Para realizar la demostracion, basta comprobar que se cumple la de-
finicion (3.1).

(i) Por definicién sabemos que |x|, = p~*&¥) > 0,

(i) [x], = p~*@) = :plv(x) =0,siyso6losiv,(x) =oo,siysslosix =0,
(ili) |x| - |y| = p7?@p=oW) = p=CEFW) = |xy],,
(iv) Sin pérdida de generalidad, supongamos que

[xlp > [ylp

p 2 p7 = 0, (x) 2 0y(y) = min{op(x),0,(1)} = vp().
De lo anterior y la definicién de valuacién (3.3), tenemos que

vp(x +y) > vp(x)

—vp(x +y) < vp(x)

p_v(x)p_v(y) S p—U(X)

|x+y’p < ‘x|p = méx{|y|p, ‘x|p}-

O]

Con la anterior prueba, la funcién | - |, es un valor absoluto, puesto que cumplen

las propiedades cldsicas de un valor absoluto y ademads es no arquimedino.

Ejemplo 3.4. 63/550 =271.32.5°2.7.11"1

2 si p=2,
1/9 si p=3,
63 25 st p=35,
550 P_ 1/7 si p=7,
11 si p=11,
1 si p>13.
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Ejemplo 3.5. |135 — 105 = |125|5 = |5°|5 =5
135 — 10[5 = [25|5 = |52|5 = 572,
notemos que, para p = 5 la distancia entre 135 y 10 es mds pequefia que la distancia

entre 35 y 10.
A continuacion, introducimos una métrica para el espacio Q,

Definicién 3.5. [11] Sea K un campo y | - | un valor absoluto sobre K, se define la distancia

d(x,y) entre dos elementos x,y € K como

d(x,y) = |x —yl.

La funcién d(x,y) es llamada la métrica inducida por el valor absoluto.

Definicién 3.6. [11] Un espacio métrico (X,d) en el que se cumple la siguiente propiedad

para todo x,y,z € X es un espacio ultramétrico

d(x,z) < méx{d(x,y),d(y,z)} (Desigualdad ultramétrica) (3.1)

Con la métrica inducida por el valor absoluto usual el campo Q no es un espacio
métrico completo, la completacion de Q con respecto a este métrica da como resulta-
do el campo de los ntiimeros reales, IR; por otro lado, Q con la métrica inducida por
un valor absoluto p-adico, | - [,, no un espacio métrico completo, su completacion
da como resultado el campo de los nimeros p-ddicos, Q,. De hecho, estas son las
tnicas completaciones no triviales de Q via un valor absoluto, como lo establece el

siguiente teorema:

Teorema 3.6. [13](Ostrowski) Cada valor absoluto no trivial sobre Q es equivalente a uno
de los valores absolutos | - |, donde p es un niimero primo o p = oo, recordando que | - | €s

el valor absoluto usual.
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Teorema 3.7. [11](Caracterizacion de sucesiones de Cauchy).

Una sucesion (x,)nen en Q es de Cauchy, si, solo si:
1m [[x 1 — 2l = 0. (3.2)

Demostracién. (=) Definicién de sucesion de Cauchy.

(<=) Supongamos (3.2), entonces para todo € > 0 existe N tal que n > N implica:
%51 — Xnllp <€
Ahora, sea m > n > N, entonces:

1Xm = %ully, = N%m — Xma1 + X1 — Xmy2 + .o — Xalp

< max{[xn — sl [2ost — xallp} <e.

snes
P

Q,(Vd) R

@.11 @5
Q7

FIGURA 3.1: Completaciones respecto a las distintas normas en Q[11]
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Observacioén 3.2. [13]Entonces para cada niimero primo p, se construye el campo de los

niimeros p—ddicos, Qp, a manera de resumen se presentan los siguientes hechos:

1. Hay un valor absoluto no arquimediano, | - |,, sobre Q, y Q, es completo respecto a

este valor absoluto.

2. Existe una inclusion Q — Qy cuya imagen es densa en Qy, y la restriccion del valor

absoluto | - |, a la imagen de Q coincide con el valor absoluto p—ddico definido en Q.
3. El conjunto de valores de Q y Qp bajo | - |, es el mismo, especificamente,

{reR":x=Ap, eQ} = {xeR":x=|A|p,A €Q,}

= {p":nez}u{oh.

4. Como consecuencia del inciso anterior se tiene que para cada x € Qp, x # 0, existe

un entero vy, (x) tal que |x|, = p o),

5. Cada x € Qp puede ser escrito en la forma

X=b_pop " b y1p O bt bip b =Y byp”
n>—ngp
con0 < b, < p—1yb_,, # 0. Esta representacion es rinica y ademds v, (x) = —ny.

Definicién 3.7. [13] La parte fraccionaria de un mimero x € Q,, denotada como {x},,

es el siguiente niimero racional:

ol =1
p* Y bip' siv(x) <0,
{x}p = i=0

0 siv(x) > 0.
Asi, para todo x € Q,
-1 ) 00 )
X = Z bipl —+ Z bipl
i=0v i=0

x = {x},+ [
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Definicion 3.8. [13] El anillo de enteros p—ddicos es el conjunto

Observacién 3.3. El anillo de enteros p—ddicos Z., es compacto.
Un espacio p—ddico se puede representar naturalmente como un drbol que se ramifica en

el siguiente nivel de modo que es mds pequerio que el anterior por un factor 1/ p.

/N\/N

Xo+ 313+ %532 + x33% + x,3% +
x; €{0,1,2}

FIGURA 3.2: Arbol 3-4dico[13]

oy

FIGURA 3.3: Arbol 3-4dico finito[13]
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Topologia en Q,.

Para habalar de la tépologia que envuelve el campo de los nimeros p—adicos,
definimos la distancia entre dos ndmeros cuales quiera a travéz de la nocién de
valor absoluto p—4adico. Teniendo una métrica, podemos definir conjuntos abiertos,

cerrados y con esto la topologia en Q.

Definicién 3.9. Se define la bola con centro en a y radio p" al conjunto

B(a) ={x€Qp:|x—al, <P}, reZ

Observacioén 3.4. Debido a las propiedades de la ultramétrica es irrelevante hacer distincion

entre la bola abierta y la bola cerrada, en este caso tenemos
Bi(a) ={x€Qp:|x—a|l,<p'}={x€Qp:|x—al, <p '} =B,1(a).
Definicién 3.10. La esfera con centro en a y radio p” es el conjunto
Si(a) ={xe€Qp:|x—al,=p"}, reZ
Observacién 3.5. [13] La bola B,(0) se denotard por B, y la esfera S,(0) se denotard por

Sr.

Las principales propiedades topoldgicas del campo Q,, se resumen en la siguien-

te lista:

1. El campo Q, es un espacio de Hausdorff, totalmente disconexo y localmente

compacto.
2. By(a) es un conjunto abierto y cerrado.
3. Sib € B,(a) entonces B,(a) = B.(b).

4. Sia,b € Qp entonces B,(a) N Bs(b) # @ siy solosi B,(a) C Bs(b) 6 Bs(b) C

B,(a).

5. Las esferas son conjuntos abiertos y cerrados.



42 Capitulo 3. ELEMENTOS BASICOS DEL ANALISIS p-ADICO

6. Las esferas y las bolas son conjuntos compactos.

Definicién 3.11. La norma p—ddica sobre Q para un niimero primo p es la siguiente

six =0,
[y =
p~) six £0.

La normas p—addicas pueden extenderse al espacio n dimencional Q) tomando
— 1 . — n
x|l == max |xillp,  parax ={x1,...,xn} € Q.

Asi, Qj) con la distancia d(x,y) = [|x — y||, es un espacio métrico cuyas distancias
pertecen al conjunto discreto {p?} U {0}, con ¢y € Z; entonces, los abiertos basicos

estan definidos por:
Bi(a) ={x€Qp:|x—all, <p"}7cZ
Lema 4. Sean x,y € Qy tales que ||x||, # ||y||p. Entonces

I+ yl| < max{|x[lp, [lyllp}

Demostracién. Sin perdida de generalidad, sea || x|, < |ly||,, luego

Ix+yllp < llyllp-

Por otro lado,

ylly = lly +x =yl
< max{|[x +yllp, [|x[lp}, como|[x[|, < |yl

< lx+yllp-

Entonces,

[x+ylly = llyllp
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Un resultado simple, pero sorprenderte, es el siguiente:
Corolario 3.1. [11] Todos los tridngulos en Q) son isdsceles.

Demostracion. Sean x,y,z € Q, distintos, luego:

lx=ylp=llx—y+z—zlp = l[(x=2)+ =yl

= max{||x —z|[, l[x = yl[y}, por(4).

lz =yl lz = =],

Y
1z = wllp

FIGURA 3.4: Todos los tridngulos en Q, son is6sceles[11]

3.1.2. Integracion en Q,

Un grupo localmente compacto es un grupo topolégico localmente compacto
como espacio topolégico.
Sea G un grupo localmente compacto. Denotemos por R y L la accién derecha e

izquierda del grupo G sobre si mismo:

Ri(x) =xt"!, Li(x)=tx txeG
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Puesto que Q, es un grupo conmutativo localmente compacto con respecto a adi-
cion, en Q, existe la medida aditiva de Haar(3.8), que es una medida positiva posi-
tiva dx invariante bajo desplazamientos, d(x +a) = dx, a € Qy. Si la medida dx se

normaliza por la igualdad

entonces dx es Gnica.

Teorema 3.8. [11] En todo grupo topolégico compacto G, existe una iinica medida de pro-
babilidad de Borel m, reqular, la cual es invariante bajo traslaciones izquierdas (derechas), en

el sentido que:

1. [, fdm = [ (Lif)dmt e G, f € C(G),

2. [ofdm = [((Rif)dm t € G, f € C(G), y satisface que,

3. fo f@)dm(x) = [, f(x~V)dm(x), f € C(G).
Esta es llamada la medida de Haar.

La medida invariente bajo desplazamientos dx en el campo Q, se extiende a
una medida invariante bajo desplazamientos d"x = {dlx, cee,d"x} € Qz de forma

estandar, tenemos
d'(x+a)=d"x, acQ, d"(Ax)=|detA|,d"x,

donde A : Q’;, — Q’;, es un isomorfismo lineal tal que det A = 0.

Definicién 3.12. Sea A un subconjunto medible en Q};. Denotamos por LF(A) el conjunto

de todas las funciones medibles f : A — C, A C Qj, tales que

[f@lpdry < (1<p)

Para f € LP(A) la norma se define

it = ([ )™
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Definicién 3.13. [13] Una funcién ¢ : Q, — C se dice que es localmente integrable,

@ €L}

loc’
(P d
/K (x) *

existe para cada compacto K.

Definicién 3.14. [13](Integral impropia)

Una funcién ¢ € L} se dice que es integrable en Q, si

lim ¢(x)dx = lim Z/

N—+o0 /By N%+m.

Si el limite existe, se denota por pr @(x)dx y se dice que la integral impropia existe.

Observacion 3.6. Se tiene que

o s = £ [ otc

]_OO

Como las propiedades de ser completo, totalmente disconexo y localmente com-
pacto se conservan en la topologia producto se obtiene que QZ es un espacio métrico
completo, totalmente disconexo y localmente compacto. La bola y la esfera se defi-

nen de manera similar al caso unidimensional.

Definicién 3.15. La esfera con centro en a y radio p” es el conjunto

Sp(a) ={xeQy:lx—al,=p"} r

La bola y la esfera son conjuntos cerrados y abiertos en Q7, ademas,

sia = (ay,az,--- ,a,), entonces
Bl'(a) = By(a1) X B,(a2) X - -+ X By(ay).

A continacién, definimos los caracteres aditivos para Qy, los cuales nos ayudaran
hacer la costrucién de los espacios de Bruhat-Schwartz, en los que definiremos un

producto interior.
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3.2. Funciones localmente constantes

La teorfa de las distribuciones p—adicas (funciones generalizadas) desempefia
un papel importante en la resolucién de problemas matematicos del andlisis p—adico
y sus aplicaciones. Se pueden encontrar resultados fundamentales en la teoria p-

ddica de distribuciones en [13].

Definicion 3.16. Una funcion de valor complejo § definida en un conjunto avierto O € Qj
se denomina localmente constante en O si para cualgquier x € O existe un entero 1(x) € Z

tal que
plx+y) =9p(x), yEBj,, x€O. (3.3)

Ejemplos tipicos de funciones localmente constantes son los cardcteres aditivos(3.5) y tam-

bién la funcion caracteristica de la bola Bl”( )"

Nf(x—a) =Q(p Y x—aly), acQ) xeQj (3.4)

donde

0 sit>1.

Es una funcién caracteristica del intervalo [0,1].

3.2.1. Espacio de Bruhat-Schwartz

El conjunto de todas las funciones localmente constantes con soporte compacto
sobre Q forma un C-espacio vectorial denotado por ID(Q}), este espacio vectorial
se conoce como espacio de Bruhat-Schwartz de Q, y un elemento ¢ € ID(Q}) se co-
noce como funcién de Bruhat-Schwartz (o simplemente funcién de prueba) sobre
Q.

Se denota por ID} el espacio vectorial de dimensi6n finita que consiste de las funcio-
nes cuyo paramétro de constancia es mayor o igual a / y cuyo soporte estd contenido

en By.
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Para cada conjunto compacto K C Q7, sea ID(K) C ID(Q,) el subespacio de funcio-
nes de prueba cuyo soporte estd contenido en K. El espacio ID(K) es denso en C(K),

el espacio de funciones continuas con valores complejos.

3.2.2. Carécteres aditivos en Q,

Definicién 3.17. Un cardcter aditivo del campo Q, es una funcion continua x : Qp — C

que satisface

x(x+y)=x(x)x(y), [x(x)|=1 paratodox,y € Q. (3.5)

De forma similar definimos un carécter aditivo del grupo abeliano B, . Todo ca-
racter aditivo del campo Q, es un caracter de cualquier grupo B,,.
Si x(x) es un carécter aditivo arbitrario, la formula (3.5) implica las siguientes rela-

ciones

x(0) =1, (3.6)
x(=x) = x(x) = x"'(x), (3.7)
x(nx) = (x(x))", neNN. (3.8)

Notemos que para cada ¢ € Q,, fija, la funciéon

x(x) = xp(x&) = ¥iieh (3.9)

es un caracter aditivo del campo Q, y del grupo abeliabo B,, donde {(}, es la parte
fraccionaria de x € Q, definida por la formula (3.7). Si x(x) es un caracter aditivo
arbitrario La funcion x,(x) = exp(27i{x},) define un caracter aditivo canénico de
Qy que es trivial en Z, y no trivial fuera de Z,. De hecho, todos los caracteres de Q,

son de la forma x,¢(x) = x(¢x) con ¢ € Q,.
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3.2.3. Transformada de Fourier en Qg

Definicién 3.18. La transformada de Fourier de una funcion de prueba ¢ € D(Qj) es

dada por la formula

Fo() = 9(&) = [ onp(E-2dx, (e Qp)

donde xp, (G- x) = {xp(¢1-x1),- -, x(&nxn)}, ¢ - x es el producto escalar de vec-
tores y la funcién x, (¢ - x) = L1185 para cada & € Q, fijo.
La transformada de Fourier es un isomorfismo lineal y continuo del espacio D(Q})

sobre si mismo que, también se satisface la férmula de inversion:

o(x) = [ #@x, (), (p D@},

Ademas, se cumple la igualdad de Parseval-Steklov:

/(D P(x)P(x)dx = /‘Q PP, (9,9 € D(QY)).

p P
3.2.4. Operadores pseudodiferenciales en Q)

Definicién 3.19. Sea a : Q, — C una funcion medible. El operador pseudodiferencial

A : Dom(A) C L*(Q}) — L*(Q}) definido por la formula

para cualquier ¢ en el dominio

Dom(A) = {f € 12(@Q}) - a(@)f € 1@},

se llama un operador pseudodiferencial con simbolo a(¢).
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3.3. Una base de Wavelet para los espacios H,;(C)

3.3.1. Los espacios H; (C)

Denotamos el conjunto de los enteros no negativos por N, y sea [¢],, := méx(1, [|Z]|)

para ¢ € Q}. Definimos para ¢, 6 € ID(Qj), y I € N, el siguiente producto escalar:

0.0 = [ [ 9@ (3.10)
P

Ademés, se tiene que ||g0||l2 := (¢, ¢),, adicionalmente se cumple que ||-[|, < [|-]|,,

paral < m.

Denotamos por H;(C) := H;(Qj, C) el espacio Hilbert complejo, obtenido al com-

pletar D(Q}) con respecto a (-, -);.

Observacion 3.7. Los espacios H;(C), para cualquier | € IN, son espacios Nucleares y en
consecuencia son espacios separables. Los espacios H,(Q}, C) fueron introducidos en [16] y

[4].

3.3.2. Bases de Wavelet para los espacios H; (C)

En esta seccién introducimos una base ortonormal para los espacios H; (C), don-
de [ es un entero no negativo.

Consideremos el sigiente conjunto de funciones

p2 x(p12- (p7x —)Q(lp"x — 1ll,)
[max(1, pt=7)]!

,conx € Q), y€2Z, (3.11)

1
Pl (x) =

neQp/zy, n=>0"%,. .. 90", V=Y nip, pez,
i=p

’71',Cl € {0,1,...,p—1}, g: <g1/€2/"'1€7’l)1

donde al menos uno de los {; no es igual a cero.

(0)

Ny coincide con la base

Observacion 3.8. En el caso que | = 0, el conjunto de funciones

n-dimensional de wavelets p-ddica de Q¥ introducida por Albeverio y Kozyrev en [1].
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Proposicién 3.9. [3] La transformada de Fourier de gbg),] ¢ estd dada por

ny

I)U(l) 7,17,§ (g)

= max(1 pl_y)]lx(p‘”é-n)ﬂ(llp‘"*éw‘lé\!p) (3.12)

Demostracién. Es suficiente calcular la transformada de Fourier de funciones del ti-
po ¢z (x) = x(p~17- x)Q(]|x||»). Para el calculo de la férmula (3.12), aplicamos los
resultados presentados en [13],Capitulo VII, Teorema 2.17 aplicados a las funciones

anteriores. O

Observacién 3.9. Sean I,k € Z con | < k. Recordamos que el producto de funciones

indicadoras es nuevamente una funcion indicadora o cero, ver por ejemplo [2] o [13]:
Q(llp'x = allp) (| px = bll,) = Qllp'x — all,)QIp* 2~ b]l), (3.13)

con x,a,b e QZ.

Lema 5. [3]

—_—

1. El soporte de las funciones ‘/J%g viene dado por

—

l — n n -
N S

2. El producto tp(l)%mg(g)gb(l)vtﬁw(g) noescerosiy ="yl =¢"
Demostracién. (1) Se siguie de la observacién:

—

cesupply ) & Ip7EHp il <16 ediseweZy, y

pE+p ii=weie—p i+ pZ
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—

(2) Consideremos ¢ € supp <1P§27 §> M supp <1P t ot §+>/ entonces ¢ € supp (EUE,)M)
y&=—-p” 17+ pYw para algtin w € ZZ' Usando la férmula (3.12) se tiene que

0, @0 (8) =
N(y+7H)
p 2 _ B
= fman(1, 1) mn(1, o AP IR DR

x(p" " w- Qw7 w + p I = P ).

Como [|p7~"w|l, < p? =7, lp7'¢M, = p, P77 Q)| = p?' 7, si considera-
mos v # 7' se tiene que Q([|p" " w + p~1¢T — p7T 1Y) |,) =
iy =7ty £, por lo anterior O(Jw + p~1¢* — p1) ) = 0

—

Si & pertenece a supp (4’51,27@)' v ="y =" el producto 1’1;(1)7,,7,@(5)1/] O] ottt (¢)

no es cero. Un resutado similar se obtiene cuando consideramos ¢ € supp < Yot ) . gf) .
O

El siguiente resultado muestra que las funciones ll]’()‘ljﬁé son una base para los
espacios H;(C).
Teorema 3.10. [3] El conjunto de funciones

—ny
2

(0 _ p
V1t ) = fmd(1, p)

X(P - (P = m)Qllp™x —7ll,), (3.14)

con 1y, {,  como antes, es una base ortonormal para el espacio H; (C).

Demostracién. Primero mostramos que el conjuto de funciones (3.14) son ortonorma-

les, con respecto al producto escalar (-, -); dado anteriormente:

—

Wil o= 4T; pO @90, o (2)d7E

NGaziid)
= [max(Lpl—f)]l[maxa,pl—v*)]l /,, G2 x(p - mx(=p " & n")

Qlp7e+p el Qp ™ e+ p it )dme.
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Por la parte 2 del (Lema 5), el producto escalar es distinto de cero sélo cuando
vy=7"yl=0"
Por lo tanto la integral anterior se combierte en

ny
(g Yot t)1 = 0000 [méax(1, p1=7)

< [ R e (=gl + e

4

—

Supongamos que { € supp <¢$31€> . Entonces & € —p7 17 + P"Zyy gl = pl=7.

ny
_ ) 1=y \12
(Yo, Yoyt gt )1 = 610 gt [max(1, p1—7)]2 [max(L, p™7)]

x /(Q X(p77E- (= ")Q(lp7E + p g, E

Z
Haciendo el siguiente cambio de variables en la integral anterior z = p~7¢ + p~1¢, d"¢ =

p~"7d"z, ontenemos que

<ll)7/’7/§’ ltb'ﬁ,n*,@* > I

= Sybegp™ [ x(p 70— = p OOzl )
r

= bypdpox (=) -0) [ xlln =) -2zl

=06, 10 ox(—=p Y1 =) - DQln —1'llp). (3.15)

Sin # n', entonces || — %], > p > 1y la integral anterior es cero. Consecuente-

mente se tiene que

<¢’W],Cr 1P7+,;7+,g+>l = 5%7* (SC/G* 5’1ﬂ7+'

En conclusién, el conjunto de funciones (3.14) son ortonormales.

Para probar la completitud del conjunto de funciones (3.14), usamos el hecho
que el espacio D¢ (Qj) es denso en H;(C) y que el conjunto de funciones w’(yl,)g,n son
invariantes bajo traslaciones y dilataciones, por lo tanto, es suficiente verificar la

identidad de Parseval para funciones carécteristicas Q(||x|| ).
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En efecto,
(el #5000 = Tt 5777 , oy 57 Q1B @
T o oy I8 QIEI P 2 7E O+ gl )

(3.16)

Iniciamos suponiendo que 0 < —7, luego usando la ecuacién (3.13), obtenemos que

el producto de las funciones indicadoras es cero:

Qgll)dlp™E + p~'2llp) = gl Qdlp~2lp)-

Ahora bien, tomando — < 0, nuevamente usamos la ecuacién (3.13), tenemos que

el producto de las funciones indicadoras es distinto de cero:

Qllp™¢ + pllp)lcly) = QP78 + P el = P77 llp), siy > 1.

Por lo tanto tenemos que

(O Y0 = Gt p T o e 15 277 S0,
X Q(lp~7¢ + p g )"
_ pHmax(up P :
= “ima =P ) /Qp/ pTCn)

ax(1, pt=m) ]
< Qllp77 +pellp)d"e

(-l [ a6 p D) )y

P

(= x(E) [ xzmQ(zl)ae

p

=p I x(=p'¢- Q). paray > 1. (3.17)

Sin # 0, el producto anterior es cero. Por lo tanto siz7 = 0, y v > 1 tenemos que

Q(llxl), 9l =p%.
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Recordamos que el niimero de vectores ( es igual a |{| = p" — 1.

Finalmente,
- 0] o P 1 ny
Y (QIxlp), o al> =3 Y, (p72)?
YEZ, n€Ql/ 2y, 1§]=1 7=1|7]=1
=Y (" -Dp " =1= (], (318
=1
O

Introducimos la definicién de operador pseudodiferencial para los esacios #,;(C),

como la imagen de una funcién que va del espacio de Bruhat-Schawartz a L?(Q,).

Definicion 3.20. Seaa : R™ — C una funcién fija. Definimos el operador pseudodiferencial

A con stmbolo a (||¢||) como sigue:

D@ — [A(Q)
9 — (Ag)(x),
donde

(Ag) (x) = Fa(llg]lp) F o} (3.19)

Teorema 3.11. [3] El conjunto de funciones

¥ine ) = oty X (T =y =l 620

con vy, ¢, 1, valores propios del operador pseudidferencial A; dado en la defiicion (3.20). Los

correspondientes valores propios son A = a(p'~7).

1
Observacion 3.10. Recordamos que la funcion [méax{1, |&||,}] 2, ¢ € Q%, se denomina
simbolo del operador A;. Adicinalmente se tiene por la pruba del teorema anterior que A; es

un operador acotado en H;(Q}).
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3.4. Marcos p-adicos

0

En la seccion anterior se demostro que las fuciones ¢, e

forman un base para
los espacios de Hilbert separables 7;(Q}). A continuacién, mostramos un ejemplo
de un marco que no es una base, adicinalmente construimos un operador pseudo-

diferencial el cual deja invariante los espacios H;(Q}), permititiendo introducir K-

marcos p-adicos en estos espacios siguiendo [10].

Ejemplo 3.12. Consideremos

(1) o 1 o 1 o 1 ¢ 1 ¢ 1 o
{l/)%q’é}'yeZ*U{O} U {lpl,qlgl \ﬁ%,q,gz Elpz,qlgl \7@1*/]3,11,@ %1/13,)7/@’ %lp:s,q,g ’

(1)

. (l) *z 2 . 1
para v > 0, consideramos {lpmlg}yezﬁ es la sucesion donde cada término thmé

es

repetido «y- veces y los pardmetros 11, { como antes. Entonces para cada f € H;(Qj),

2
o0 ey ’ L0
,YEZZU{O}HJC 4]y,n,g>| ,YGZZ_'_I)/ <f ﬁlp'y,r/,€>
=Y L) AP =1FI2
YEZ

L) M 1,0 1.0 1.0 1 .0 1.0
Ast {ww,é }7EZ*U{0} U {lpl,ﬂ,é" VaVane abane aYane aVane va¥ane }

es un marco ajustado para H;(Q}) con cota de marco A = 1.

A continuaci6n, definimos el operador pseudodiferencial para los espacios H;(Qj),

demostraremos que ese operador es acotado.

Definicién 3.21. Para f € H;(Q}) definimos:

AR = Fol. (Imaxtt, Iel,)] 7o)
= xo(=2-0) [max{L, 2l,)] F F@E, para f € Hi(Q)).
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Teorema 3.13. El operador A; : H;(Qp) — H,(Q}) es un operador pseudodiferencial bien
definido.

Demostracion. En efecto, para f € H;(Qj) se tiene que

AOEE = [ max e IFAG @ @)

p

= [ Imax{a, fei 1

p

2
a"g

—

F [fg—;z (fmax1, Héllp}]_éf(é)ﬂ

2

=, el | (maxtn 1,1 ) )|

= a2l 1 max(, el

p

~ 2
f@)| ae

=, lmax{y 2,3 (@) P

P
como 1< [max{1,[|¢]l,}] paratodo{ € Qj, se tiene

< Imax{n ) f@)Pee

P
= IflIf < oo

O]

Observaci6n 3.11. El anterior teorema muestra que el operador A, : H,(Q}y) — H,(Q}),
deja invariante los espacios H,(Qy}), adicionalmete muestra que || A;(f)(z)[l; < [/ fl; para

todo f € H,(Qyp), es decir el operador pseudodiferencial es acotado.

A continuacion garantaizamos la existencias de K-marcos en espacios p-adicos.
Especificamente garantizamos la existencia de K-marcos asociados al operador

Ap = Hi(Qp) — Hi(Qj) para los espacios H;(QJ).

Teorema 3.14. Sea A; : H;(Qy) — H;(Q}) el operador pseudodiferencial como antes.

Entonces A, tiene un sistema atémico para ‘H, (Q’;).

Demostracién. Recordemos que H;(Qj) es un espacio de Hilbert separable (ver Teo-

oy
rema 3.10), con una base ortonornomal 1/J£Y2§(x) = Wj}l,m,x(;ﬂ*%- (p'x—n))Q(||pTx —

11llp) con v, ¢, 1 como antes, ademds el ntimero de vectores { es iguala || = p" — 1.
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Consideremos f € H;(Q}), entonces

pr-1

f= ). fon o ¥

Y€Z, neQy/ 2y, |7 =1

Por lo tanto,
pi-1

Alf —= Z <f’ ll)’(yljj,§>l Alll)’()’llz//’g,

V€Z, neQy/ 2y, |7 =1

Denotamos fW(ZZIC = Alwg,)r;,gf ag,)r],é = (f, gbg,)w) 1, con y,{, 7 como antes.

Por la anterior notacién tenemos que:

_ OO
Aif = ) aycfone (3.21)
YEZ, neQ}/Z}
Luego,
P! ) P! )
Z ’<f’f'y,11,g>l‘2 = Z ’<f"All/J'y,;7,€>l’2
VEZ, neQ)/ZY, ||=1 V€Z, neQ)/ZY, |{|=1

En el anterior Teorema (3.13), mostramos que el operador pseudodiferencial es aco-

tado y existe su adjunto, por tanto

= ) = )
[(f, fy ol = Y [(ALf gy ol
VEZ, neQy/ZY, |7]=1 YEZ, neQi/Zy, 17|=1

= AL FIIF < IATIPIAIIE

" 0 " ()
a0 = ) F e P =111
YEZ, neQ}/Z}, |7|=1 VEZ, neQ}/ZY, [7]=1

donde utilizamos la relacién de Parseval.
Finalmente, usando usando la Definicién (2.6), hemos demostrado que fn(rl% = A 1/1527 7

es un sistema atémico asociados a el operdor psuedodiferencial A, : H;(Qp) —

H,(Qp), para H;(Q}). O
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Comentario 3.15. El Teorema anterior (3.14), nos garantiza la existencia de sistemas atémi-
cos 511)75 = Algb%,g asociados para el operdor psuedodiferencial A; : H;(Qj) — H1(Qp),
para H;(Qp). Usando el Teorema de equivalencia (2.6) y las definiciones (2.5) y (2.6), lo

que hemos construido es un K-marco asociado al operador A; : H;(Qjy) — Hi(Q}), para

Hi(Qp).
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Capitulo 4

CONCLUSIONES

4.1. Conclusiones

En el presente trabajo de grado realizamos un estudio de los marcos asociados a
un operador en espacios p-adicos (K-marcos). Primeramente, se establecio un ope-
rador pseudo-diferencial acotado el cual deja invariante a los espacios de Hilbert
H; (Q%\I), (ver Teorema 3.13) lo cual nos permite garantizar la existencia de los mar-

cos asociados al anterior operador, (ver Teorema 3.14).

Una contribucién significativa de este trabajo es mostar que en los espacios H; (er[,\}),
podemos encontrar ejemplos de marcos los cuales no son bases, ver Ejemplo (3.12).
Adicionalmente se logro construir un operador psuedodiferenaial A; : H,; (Qﬂp\l) —
H; (QHF,\I), siguiendo el trabajo de Garuta, (ver [10]), posteriormente a esto, se estable-
ce la existecia de los K-marcos asociados al operador A; en los espacios de Hilbert

separables H;(Q}').

4.2. Trabajos futuros

Como futuros trabajos, se podria pensar en la construcciéon de los marcos duales
asociados los K-marcos en los espacios H,;(Qj}). Siguiendo los trabajos de Gavruta
[10], de igual forma analizar si es posible construir un operador L : £2(N) — H,;(Q})

el cual permita reconstruir los K-marcos introducidos en el presente trabajo.
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