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Resumen.

El proyecto del modulo de ecuaciones diferenciales, esta basado en el desarrollo e
innovacion de la ensefianza y el aprendizaje, que tiene como objetivo apoyar el
proceso de formacion de las ecuaciones diferenciales de los estudiantes de la
facultad de Ingenierias de la Universidad de Cordoba especialmente los estudiantes
de cuarto semestre que estdn empezando su proceso en esta area. Este médulo
estd compuesto por cinco (5) unidades basicas del aprendizaje de las ecuaciones
diferenciales como son: Ecuaciones diferenciales de primer orden, ecuaciones
diferenciales de segundo orden, ecuaciones diferenciales de orden superior,
soluciones en serie de las ecuaciones lineales de segundo orden y la transformada
de Laplace; y estas unidades a su vez estan subdivididas en capitulos. Los
estudiantes pueden ademas, de desarrollar su conocimiento, pueden afianzar su
comprension realizando los ejercicios propuestos para medir su capacidad de
aprendizaje. Con la herramienta de aprendizaje se espera que los estudiantes
desarrollen las estrategias que los conduzcan al aprendizaje autonomo y al

mejoramiento de su nivel de competencias en el area de ecuaciones diferenciales.

Palabras Claves: Modulo, Ecuaciones, Diferenciales, Aprendizaje.



Abstract.

The project module differential equations, is based on the development and
innovation of teaching and learning, which it aims to support the formation of
differential equations of the students of the Faculty of Engineering of the University
of Cordoba especially fourth semester students who are starting the process in this
area. This module is composed of five (5) basic units of learning differential
equations such as: First order differential equations, second order differential
equations, higher order differential equations, series solutions of linear equations of
second order and Laplace transform; and these units are in turn subdivided into
chapters. The students can also develop their knowledge, can strengthen their
understanding by performing the exercises to measure their ability to learn. With the
expected learning tool for students to develop strategies that lead to autonomous

learning and improving their level of competence in the field of differential equations.

Keywords: Module, equations, differential, Learning.



Introduccion

El desarrollo de este proyecto surge de la busqueda de un soporte de aprendizaje
y a la vez para estar en vanguardia con la tecnologia, ya que la digitalizacion de los
modulos ha inducido una cadena de transformaciones y ha obligado a la industria
editorial a una nueva forma de produccion de libros, transportando el medio
tradicional de impresion en papel a un medio que tiene lugar en un ordenador;
disminuyendo asi significativamente los costos de elaboracion y distribucion de los
libros como también aumentando la poblacion de lectores; convirtiendo a este en un

navegante de la informacién de un libro blando, poliédrico y navegable.

En cuanto a su estructura, esta monografia esta dividida en cinco (5) unidades de
aprendizaje, organizadas de tal forma que no se escape ningun detalle ya que hay
temas que dependen de otros, y por esta razén es necesario llevar dicho orden.
Cada una de estas unidades, se subdividen en capitulos, en los cuales se expone
la respectiva teoria y se resuelven ejercicios y al final del capitulo se plantean
ejercicios, para que el estudiante ponga a prueba los conocimientos adquiridos.
También cuenta con material extra (videos, pdf, etc.) con los cuales se busca una
mejor comprensién del tema a tratar y demostrar asi que este tipo de aprendizaje

resultados significativos en la formacion del profesional.



Objetivos.

Objetivo General

X/

% Disefiar y elaborar una monografia digital de la asignatura de ecuaciones
diferenciales para el programa de ingenieria de sistemas, para la ensefianza

de estas a los alumnos en el curso de ecuaciones diferenciales.

Objetivos Especificos

% Determinar los temas mas importantes a tratar en la monografia para
fortalecer la teoria y la practica de las ecuaciones diferenciales.

% Investigar y desarrollar la temética seleccionada para el area de ecuaciones
diferencias.

«+ Formular problemas sobre la tematica escogida para el area de ecuaciones
diferenciales.

.

« Estimular y desarrollar la capacidad de analisis y de razonamiento l6gico-

deductivo del estudiante.



Semana 1



Temas

= Clasificacion de las ecuaciones diferenciales

Objetivos

= Conocer la clasificacion de las ecuaciones diferenciales

= Hallar soluciones generales a las ecuaciones diferenciales de primer orden.

Actividades

= Socializar y retroalimentar los conceptos basicos sobre la clasificacion de las
ecuaciones diferenciales.

= Solucién de ejercicios sobre la clasificacion de las ecuaciones diferenciales.

Recursos

» Videos

1. Titulo: Que es una ecuacion diferencial parte 1

Descripcion: Explicacion del concepto de ecuacién diferencial y como se pueden
clasificar de acuerdo al tipo (ordinaria o parcial), al orden (primer orden, segundo

orden y demas) y si la ecuacion diferencial es lineal o no.

Link: https://www.youtube.com/watch?t=82&v=94Y QF2BWis0

2. Titulo: Que es una ecuacion diferencial parte 2

Descripcion: Se explica el concepto de ecuacion diferencial lineal con ejemplos.

Link: https://www.youtube.com/watch?v=wAhAzJ219KQ



https://www.youtube.com/watch?t=82&v=94YQF2BWis0
https://www.youtube.com/watch?v=wAhAzJ219KQ

3. Titulo: 1. Clasificacion de Ecuaciones Diferenciales
Descripcion: Tematica clasificacion de las ecuaciones diferenciales de primer
orden, ejemplos, etc.

Link: https://www.youtube.com/watch?v=0g4DnRUrXQE

> PDF

1. Titulo: capitulo-1.pdf
Descripcion: Definicion de los conceptos basicos de las ecuaciones diferenciales
de primer orden, como la clasificacion, tipo, linealidad, solucion, etc. Pag. 2 —
11.

Link: https://deymerg.files.wordpress.com/2011/07/capitulo-1.pdf

» Paginas Web
1. Titulo: Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden
Descripcion: Definicion de conceptos basicos de las ecuaciones diferenciales.

Link:http://es.scribd.com/doc/9112757/Ecuaciones-Diferenciales-de-Primer-

Orden

2. Titulo: Leccion 6: Ecuaciones con variables separables
Descripcion: Conceptos basicos y ejemplos sobre las ecuaciones diferenciales de
primer orden.

Link:http://datateca.unad.edu.co/contenidos/100412/modulo exe/leccin 4 clasi

ficacin de las ecuaciones diferenciales.html



https://www.youtube.com/watch?v=Og4DnRUrXQE
https://deymerg.files.wordpress.com/2011/07/capitulo-1.pdf
http://es.scribd.com/doc/9112757/Ecuaciones-Diferenciales-de-Primer-Orden
http://es.scribd.com/doc/9112757/Ecuaciones-Diferenciales-de-Primer-Orden
http://datateca.unad.edu.co/contenidos/100412/modulo_exe/leccin_4_clasificacin_de_las_ecuaciones_diferenciales.html
http://datateca.unad.edu.co/contenidos/100412/modulo_exe/leccin_4_clasificacin_de_las_ecuaciones_diferenciales.html

> Libros

1. Titulo: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera, 4ta
edicion.
Autor: William E. Boyce; Richard C. DiPrima,
Descripcion: Conceptos basicos, ejercicios resueltos y problemas sobre la
Clasificacion de las ecuaciones diferenciales. Paginas 17 — 26.

2. Titulo: Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado.
Descripcion: Conceptos basicos, ejercicios resueltos y problemas sobre la
Clasificacion de las ecuaciones diferenciales. Paginas 2- 36.

Autor: Dennis G. Zill,



Unidad 1

ECUACIONES DIFERENCIALES
DE PRIMER ORDEN.

Introduccion

En esta unidad se estudian ecuaciones diferenciales de primer orden,

dy
i ACRD)

Sin embargo, para una funcion arbitraria f, no existe un método general para resolver esta
ecuacion en términos de funciones elementales. En lugar de ello, se describen varios
métodos, cada uno de los cuales es aplicable a cierta subclase de ecuaciones. En otras
secciones de este capitulo se abordan algunas de las aplicaciones importantes de las
ecuaciones diferenciales de primer orden y algunas cuestiones tedricas relacionadas con la
existencia y la unicidad de las soluciones.

También daremos a conocer técnicas para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias. Como
lo es la solucién de ecuaciones por el método de separaciéon de variables, solucion de
ecuaciones diferenciales homogeéneas, solucidn de ecuaciones exactas y utilizacion del factor
integrante. Entonces se da a conocer los procedimientos respectivos y a su vez ejemplos que
afianzaran el aprendizaje (1).



1.1 Clasificacion de las ecuaciones diferenciales.

Cuando se plantean en términos matematicos muchos problemas importantes y significativos
de la ingenieria, las ciencias fisicas y las ciencias sociales, se requiere determinar una funcion
que satisfaga una ecuacion que contiene una o mas derivadas de la funcion desconocida.
Estas ecuaciones se denominan ecuaciones diferenciales. Quiza el ejemplo mas conocido es
la ley de Newton

Cdu(t) du(t)
R @)

Para la posicion u(t) de una particula sobre la cual actla una fuerza F, que puede ser una
funcion del tiempo ¢, de la posicion u(t) y de la velocidad du(t)/dt. Para determinar el
movimiento de una particula sobre la que actla una fuerza F es necesario hallar una funcion
u que satisfaga la ecuacion anterior.

El objetivo primordial es analizar algunas propiedades de las soluciones de las ecuaciones
diferenciales y describir algunos de los métodos que han probado su eficacia para hallar las
soluciones o, en algunos casos, dar aproximaciones de las mismas. A fin de contar con un
marco de referencia para la presentacion, en principio se mencionaran varias maneras Utiles
de clasificar las ecuaciones diferenciales. (1)

Ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales. Una de las clasificaciones mas evidentes
se basa en el hecho de si la funcién desconocida depende de una sola variable independiente
o0 de varias variables independientes. En el primer caso en la ecuacion diferencial sélo
aparecen derivadas ordinarias, por lo que se dice que es una ecuacion ordinaria; En el
segundo las derivadas son derivadas parciales, por lo que la ecuacion se denomina ecuacion
diferencial parcial.

Ademas de la ecuacidn (1), dos ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias son

d?Q(t) | _do(y) 1 _
L e +R i +EQ[t]—E(t] (2)

Para la carga Q(t) en un condensador en un circuito con capacitancia C, resistencia R,
inductancia L y voltaje aplicado E (t), y la ecuacion que rige el decaimiento con el tiempo de
una cantidad R(t) de una sustancia radiactiva, como el radio,

dR (t)
dt
En donde K es una constante conocida. Ejemplos tipicos de ecuaciones diferenciales
parciales son la ecuacion del potencial

= —kR(t) 3)



La ecuacion del potencial

At u(x, v % u(x, v
(5y) , Puxy)

=0 4
dx? dy? )

La Ecuacion de la difusién o conduccion de calor
e 0 u(x,t) _ du(x,t) (5)

dx? ot

Y la ecuacion de onda

o2 ﬂ‘u[;i,t:] _ ﬂ‘u(sf,t:] ©)
dx* dt®
En donde a? y a? son ciertas constantes. La ecuacion del potencial, de difusién y de onda
surgen de diversos problemas en los campos de la electricidad y del magnetismo, elasticidad
y mecanica de fluidos. Cada una de ellas es tipica de fendmenos fisicos distintos (observe los
nombres) y cada una es representativa de una gran clase de ecuaciones diferenciales
parciales. (1)

Sistemas de ecuaciones diferenciales. Otra clasificacion de las ecuaciones diferenciales
depende del nimero de funciones desconocidas que intervienen. Si hay que determinar una
sola funcidn, entonces basta una ecuacion. Sin embargo, si existen dos 0 mas funciones
desconocidas, entonces se requiere un sistema de ecuaciones. Por ejemplo, las ecuaciones de
Lotka-Volterra, o del depredador-presa, son importantes en la creacion de modelos
ecologicos; estas ecuaciones tienen la forma

(7)

En donde H(t) y P(t) son las poblaciones respectivas de las especies presa y depredadora.
Las constantes a, @, c y y se basan en observaciones empiricas y dependen de las especies en
estudio.

Orden. El orden de una ecuacién diferencial es el orden de la derivada mas alta que aparece
en ella, asi, las ecuaciones (1) y (2) son ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden
y la (3) es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden. (4), (5) y (6) son ecuaciones
diferenciales parciales de segundo orden. De manera mas general, la ecuacion



F[x,u[x],u’ (x), .., ut™ [:x]] =0 (8)

Es una ecuacidn diferencial ordinaria de n-ésimo orden y representa una relacion entre la
variable independiente x y los valores de la funcion w y sus n primeras derivadas
u',u", ..., u™. En las ecuaciones diferenciales es conveniente y se acostumbra escribir y en
vez de u(x), asi como y',y”, ...,y™, en vez de u'(x), u"(x),...,u™(x); por tanto, la
ecuacion (1) se escribe como

F(x, %5, . y™)=0 )
Por ejemplo,
}:l'II|III —|— Eex}:r” —|— }:r}:l'|I = xq' (10)

Es una ecuacion diferencial de tercer orden para y = u(x). En ocasiones se usan otras letras
en lugar de y; el resultado resulta evidente a partir del contexto.

Se supone que siempre es posible despejar la derivada de orden mas alto en una ecuacion
diferencial ordinaria dada y obtener

y™ = flx,y,y,y", .,y (11)

Lo anterior se hace principalmente para evitar la ambigtedad que pudiera surgir debido a que
una sola ecuacién de la forma (2) puede corresponder a varias ecuaciones de la forma (4).
Por ejemplo, la ecuacién

yZ*+xy' +4y =0

Da las dos ecuaciones

,  —x+qx*—16y ,  —x—q/x*—16y

y = > o ¥y = >

Solucion. Una solucion de la ecuacién diferencial ordinaria (11) sobre el intervalo «< x <
£ es una funcion ¢ tal que existen ¢’, d”, ..., d™ y se satisface

¢ () = flx, dx), ¢' (), .., TV ()] (12)

Para toda x en x< x < . A menos de que se diga otra cosa, se supone que la funcion f la
ecuacion (11) es una funcién de valores reales, y se tiene interés en obtener las soluciones
y = &(x) de valores reales.

Es facil comprobar por sustitucion directa que la ecuacion de primer orden (3)

dR/dt = —kR



Tiene la solucién
R =¢@{t)=ce™, —o< t < oo, (13)

En donde c es una constante arbitraria. De manera semejante, las funciones y,(x) = cosxy
y,(x) = sen x son soluciones de

y'"+y=0 (14)

Para toda x. Como un ejemplo un poco méas complicado, se comprueba que ¢;(x) =
x? In x es una solucion de

x2y"— 3xy' + 4y = 0,x > 0. (15)
Se tiene

d1(x) = x?Inx,
1
@' (x) = x? (;) +2xInx =x+2xInx,

¢" (x)=1+2x(1/x)+2Inx=3+21Inx
Al sustituir en la ecuacion diferencial (15) se obtiene
x2(3 + 2Inx) — 3x(x + 2xInx) + 4(x% Inx)
=3x2—3x> + (2— 6 + 4)x*Inx = 0,

Con lo cual se comprueba que ¢,(x) = x?Inx es una solucién de la (15). También es
posible demostrar que ¢, (x ) = x? es una solucion de la ecuacion (15); se deja esto Gltimo
como ejercicio.

Aunque para las ecuaciones (3), (14) y (15) es posible verificar que ciertas funciones sencillas
son soluciones, en general no se tienen con facilidad esas soluciones. Por tanto, una pregunta
fundamental es: dada una ecuacién de la forma (11), ¢como es posible decir si tiene una
solucion? Esta es la cuestion de existencia de una solucién. El hecho de que se haya escrito
una ecuacion de la forma (11) no necesariamente significa que exista una funciony = ¢(x)
que la satisfaga. De hecho, no todas las ecuaciones diferenciales tienen soluciones, ni su
existencia es un asunto puramente matematico. Si un problema fisico que tenga sentido, se
plantea matematicamente de manera correcta como una ecuacion diferencial, entonces el
problema matematico debe tener una solucién. En este sentido, un ingeniero o un cientifico
cuenta con un medio para comprobar la validez del planteamiento matematico.

En segundo lugar, suponiendo que una ecuacion dada tiene una solucion, ¢tendra otras
soluciones? En caso afirmativo, ¢qué tipo de condiciones adicionales es necesario especificar



para singularizar una solucion especifica? Esta es la cuestion de unicidad. Obsérvese que
para la ecuacion de primer orden (3) existen una infinidad de soluciones, que corresponden
a la infinidad de posibilidades de eleccion de la constante ¢ de la ecuacion (13). Si se
especifica R en algun instante t, esta condicion determinara un valor de c; sin embargo, aun
asi no se sabe todavia si la ecuacion (3) no tiene otras soluciones que también tengan el valor
prescrito de R en el instante predeterminado t. Las cuestiones de existencia y unicidad son
dificiles de responder; a medida que se avance se analizaran estas dudas y otras relacionadas.

Una tercera pregunta, mas practica, es: dada una ecuacion diferencial de la ecuacion (11),
¢como se determina realmente una solucion? Observe que si se encuentra una solucion de la
ecuacion dada, al mismo tiempo se responde la pregunta de la existencia de una solucion.
Por otra parte, sin conocer la teoria de la existencia posible, por ejemplo, usar una
computadora para hallar una aproximacion numérica a una “solucion” que no existe. Aunque
fuese posible saber que existe una solucion, puede ser que ésta no sea expresable en términos
de las funciones elementales usuales: funciones polinomiales, trigonométricas,
exponenciales, logaritmicas e hiperbolicas. No obstante, esto es lo que sucede para la mayor
parte de las ecuaciones diferenciales. Por tanto, al mismo tiempo que se analizan los métodos
elementales que pueden aplicarse para obtener soluciones de ciertos problemas relativamente
sencillos, también es importante considerar los métodos de naturaleza mas general que
puedan aplicarse a problemas mas dificiles (1).

Ecuaciones lineales y no lineales. Otra clasificacion decisiva de las ecuaciones diferenciales
es si éstas son lineales o0 no lineales. Se dice que la ecuacion diferencial ordinaria

F(x,y,y',....y") =0

Es lineal si F es una funcion lineal de las variables y,y’,..., y™; se aplica una definicién
semejante para las ecuaciones diferenciales parciales. Por tanto, la ecuacion diferencial
ordinaria lineal general de orden n es

ag(x)y™ + ay ()™ + -+ a,(x)y = g(x) (16)

Las ecuaciones (2) a (6), (14) y (15) son lineales. Una ecuacion que no es de la forma (16) es
no lineal. La (10) es no lineal debido al término yy’. Un problema fisico sencillo que da
origen a una ecuacion diferencial no lineal es el péndulo oscilante. EI &ngulo 6 formado por
un péndulo oscilante de longitud [, con respecto a la vertical (ver la figura 1.1.1) satisface la
ecuacion no lineal

d2g
— 1 E.':nt:ﬂ =20 (17)
dt: |




La teoria matematica y las técnicas para resolver ecuaciones lineales estdn bastante
desarrolladas. Por el contrario, para las ecuaciones no lineales la situacién no es tan
satisfactoria.

!

mg

Figura 1.1.1 Péndulo simple
Fuente: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. Cuarta edicion. Pdg. 17

Faltan en gran parte técnicas generales para resolver las ecuaciones no lineales y la teoria no
asociada con ellas también es mas complicada que la correspondiente de las ecuaciones
lineales. En vista de lo anterior, resulta conveniente que muchos problemas importantes
originen ecuaciones diferenciales ordinarias lineales o, por lo menos en una primera
aproximacion, ecuaciones lineales. Por ejemplo, para el problema del péndulo, si el &ngulo 6
es pequefio, entonces sen 8 = 6y la ecuacion (17) puede sustituirse por la ecuacion lineal

d*8 g
Zg=0 (18)
dt? +1

Por otra parte, existen fendmenos fisicos importantes, en los que no es posible dar una
aproximacion de las ecuaciones diferenciales no lineales rectoras por medio de lineales: la
no linealidad es decisiva.

En un texto elemental es natural hacer hincapié en el analisis de las ecuaciones lineales. Por
consiguiente, la mayor parte de este libro esta dedicada a las ecuaciones lineales y a diversos
métodos para resolverlas. Sin embargo, a lo largo de todo el texto se intenta mostrar por qué
las ecuaciones no lineales son, en general, mas dificiles y por qué muchas de las técnicas
utiles para resolver ecuaciones lineales no pueden aplicarse a las no lineales.

Campos direccionales. A partir del proximo capitulo se analizaran con detalle muchos
métodos para resolver varias clases de ecuaciones diferenciales. Sin embargo, antes de
proceder a ese analisis, vale la pena hacer algunos comentarios acerca de la interpretacion



geomeétrica de las ecuaciones diferenciales y sus soluciones. Un punto de vista geométrico es
particularmente util para las ecuaciones de primer orden, es decir, ecuaciones de la forma

dy

) (19)

Dado que una solucion de la ecuacion (19) es una funcion y = ¢(x), la representacion
geométrica de una solucién es la grafica de una funcion. Geométricamente, en la ecuacion
(19) se afirma que, en cualquier punto (x, y) la pendiente dy/dx de la solucion en ese punto
esta dada por f(x,y). Esto pude indicarse si se traza un pequefio segmento rectilineo que
pase por el punto (x,y) con la pendiente f(x,y). La coleccion de todos esos segmentos
rectilineos se llama campo direccional de la ecuacién diferencial (19). EI campo direccional
puede observarse si se trazan pequefios segmentos rectilineos en algin conjunto
representativo de puntos en el plano xy. Aungue hacer esto manualmente es tedioso, resulta
una tarea sencilla para una computadora, ya que sélo se requiere la evaluacion repetida de
f(x,y) para valores diferentes de x y y. Por lo general se elige alguna rejilla rectangular de
puntos. Una vez que se obtiene un esquema del campo direccional, a menudo es posible ver
de inmediato el comportamiento cualitativo de las soluciones, o quiza observar regiones del
plano que tienen algan interés especial. (1)

Por ejemplo, en la figura 1.1.2 se tiene el campo direccional de la ecuacién

dy 33—y
- = - (20)
dx 2
y
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Figura 2.1.2 Campo direccional de y' = (3 — y)/2.
Fuente: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. Cuarta edicién. Pdg. 23



Para esta ecuacion, f(x,y) solo depende de y, de modo que los segmentos rectilineos tienen
la misma pendiente en todos los puntos sobre cualquier recta paralela al eje x. Por ejemplo,
sobre la recta y = 2 la pendiente de cada segmento rectilineo es 1/2. Cualquier solucién de
la (20) tiene la propiedad de que, en todo punto, su gréfica es tangente al elemento del campo
direccional en ese punto. Por tanto, como puede observarse a partir de esta figura, el campo
direccional proporciona una informacion cualitativa acerca de las soluciones. Por ejemplo,
con base en la figura 1.1.2 parece evidente que las soluciones son funciones decrecientes
cuandoy > 3, quesoncrecientescuandoy < 3,y que, aparentemente, todas las soluciones
tienden al valor 3 cuando x — co. En la seccion 1.2 se estudia con mayor detalle esta
ecuacion; alli se encontraran sus soluciones y se confirmaran estas conclusiones tentativas.
Como otro ejemplo, considere la ecuacion

— =g F =2y (21)

Ahora la funcién f(x,y) = e ™ — 2y depende tanto de x como de y, de modo que es una
ecuacion méas complicada que la (20). En la figura 1.1.3 se muestra el campo direccional de
la ecuacion (21). Una vez mas, el patron general de las curvas solucién resulta evidente con
base en esta figura y parece que todas las soluciones tienden a cero cuando x — oo (1).
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Figura 3.1.3 Campo direccional de f (x,y) = e* — 2y
Fuente: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. Cuarta edicion. Pdg. 24.



Problemas s —

En cada uno de los problemas 1 a 6, determine el orden de la ecuacion diferencial dada; diga
tambien si la ecuacion es lineal o no lineal.

zdy

1. +x—+2y—senx

d*y
+ 3
dx* dx

4, d—y+xy2=0

2

5. Z 2+sen(x+y) =senx

6. dx3+x Y + (cos? x)y = x3

En cada uno de los problemas 7 a 13, verifique que la funcién o funciones que se dan son
una solucidn de la ecuacion diferencial.

7. y'—=y=0; y;(x) =e*, y,(x)=coshx

8. y'+2y =3y =0; y(x) =e”, y,(x) = €*

9. xy' —y=x% y=3x+x?

10.y"" +4y" +3y =x; y1(x) =3, y(x) = e +x/3

11. x%2y" +5xy" +4y =0, x>0; y;(x) =x72, y,(x) =x"%Inx

12.y' +y =secx, 0<x<m/2; y;=1(cosx)Incosx+ xsenx

13.y' —2xy=1; y=e* foxe‘tzdt + e

En cada uno de los problemas 14 a 17, determine los valores de r para los que la ecuacion
diferencial dada tiene soluciones de la forma y = e™*.

14.y"+2y =0

15.y" —y =0

16.y"+y' —6y =0

17.y"" =3y" +2y"' =0

En cada uno de los problemas 18 y 19, determine los valores de r para los que la ecuacion
diferencial dada tiene soluciones de la forma y = x", parax > 0.

18. x%y" +4xy' + 2y =0

19.x%y" —4xy' +4y =0
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Temas

= Ecuaciones lineales

= Otras consideraciones acerca de las ecuaciones lineales
Objetivos

= Conocer y entender los de las ecuaciones lineales y sus consideraciones.
Actividades

= Socializacion y retroalimentacion los conceptos de las ecuaciones lineales y sus
consideraciones.

= Resolver ejercicios sobre ecuaciones lineales.

Recursos

» Videos

1. Titulo: Ecuacién lineal de primer orden (ejemplo 1)

Descripcion: Ejemplo del método de solucion de una ecuacion diferencial lineal de
primer orden mediante el uso de un factor integrante. En el ejemplo se muestra como
encontrar el factor integrante identificando primero a p(x) llevando la ecuacion

original a laforma y' + p(x)y = f(x).

Link: https://www.youtube.com/watch?v=7HYcQTTKPdA



https://www.youtube.com/watch?v=7HYcQTTKPdA

2. Titulo: Ecuacion lineal de primer orden (ejemplo 2)

Descripcion: En el ejemplo se muestra como encontrar el factor integrante

identificando primero a p(x) llevando la ecuacion original a la forma y’ + p(x)y =
f ().

Link: https://www.youtube.com/watch?v=ma9uWO0xE4q0

» PDF

1. Titulo: capitulo-2.pdf
Descripcion: Conceptos de ecuaciones lineales, métodos de solucion,
propiedades, etc. Pag. 17 - 28

Link: https://deymerg.files.wordpress.com/2011/07/capitulo-2.pdf

2. Titulo: 1841-07.pdf
Descripcion: Conceptos y solucion de una ecuacion lineal.

Link: http://www.mty.itesm.mx/etie/deptos/m/ma-841/recursos/I1841-07.pdf

» Paginas Web
1. Titulo: Ecuacién lineal de primer orden
Descripcion: Definiciones basicas, teorema, ejercicios.

Link: https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/cursos-

linea/EcuacionesDiferenciales/EDO-Geo/edo-cap2-geo/node9.html



https://www.youtube.com/watch?v=ma9uW0xE4g0
https://deymerg.files.wordpress.com/2011/07/capitulo-2.pdf
http://www.mty.itesm.mx/etie/deptos/m/ma-841/recursos/l841-07.pdf
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/EcuacionesDiferenciales/EDO-Geo/edo-cap2-geo/node9.html
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/EcuacionesDiferenciales/EDO-Geo/edo-cap2-geo/node9.html

> Libros

1. Titulo: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera, 4ta
edicion.
Autor: William E. Boyce; Richard C. DiPrima
Descripcion: Conceptos basicos, ejercicios resueltos y problemas sobre las
ecuaciones lineales de primer orden. Paginas 31 — 47.

3. Titulo: Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado.
Descripcion: Conceptos basicos, ejercicios resueltos y problemas sobre las
ecuaciones lineales de primer orden. Paginas 53- 64.

Autor: Dennis G. Zill.



1.2 Ecuaciones lineales

Se empieza con las ecuaciones de la forma

y' =f(xy) 1)

En donde f es una funcion dada de dos variables. Cualquier funcion diferencial —y = ¢(x)
que satisface la ecuacion (1) para toda x en algun intervalo se llama solucién, y el objetivo
es determinar si existen funciones de este tipo y, en caso afirmativo, desarrollar métodos para
encontrarlas.

En esta seccidn y en la siguiente se supondré que la funcion f (x, y) depende linealmente de
la variable dependiente y. En este caso, la ecuacion (1) puede escribirse en la forma

Y +p(x)y=g(x) (2)

Y se denomina ecuacion lineal de primer orden. Se supondra que p y g son funciones dadas
y que son continuas en algun intervalo < < x < . Por ejemplo, la ecuacién diferencial

dv 1 3
2 = . 3
dx T3V T3 @)

Es una ecuacion lineal particularmente simple en la que las funciones p(x) = 1/2y g(x) =

3/2 son constantes. Recuerde que en la figura 1.1.2 del capitulo anterior se dio el campo
direccional de la ecuacion (3). (1)

Ejemp|0 1. el
Resolver la ecuacién (3) y determinar el comportamiento de las soluciones para valores
grandes de x. También, determinar la solucion cuya gréafica contiene el punto (0, 2).

Para resolver la ecuacion (3) se observa que si y # 3, entonces esa ecuacion puede escribirse
de nuevo como

dvjax 1 )

y—3 2
Como el primer miembro de la ecuacion (4) es la derivada de In y — 3, se tiene

d1| 3|_1
dxny 2

Entonces, se concluye que

X
In|y — 3| :_§+C



En donde C es una constante arbitraria de integracion. Por consiguiente, al tomar la
exponencial de ambos miembros, se obtiene

ly — 3| = eCe™/2,

O bien,
y—3=+eCe*/?
Y, por ultimo,
y =3+ ce /2 (5)

En donde ¢ = te€ también es una constante arbitraria (diferente de cero). Observe que la
solucidn constante y = 3 también esta contenida en la expresion (5), si se permite que ¢ tome
el valor cero. En la figura 1.2.1 se muestran las graficas de la ecuacion (5) para varios valores
de c. Nétese que poseen el caracter inferido con base en el campo direccional de la figura
1.1.2; por ejemplo, a partir de la ecuacion (5) resulta evidente que y — 3 cuando x — oo,
Para un valor particular de c la gréfica correspondiente contiene el punto (0, 2). Para hallar
este valor de c, en la ecuacion (5) se sustituye x = 0y y = 2y se encuentra que ¢ = —1. Por
tanto,

N

T
4&

_—6.2

el el

A

Figura 1.2.1 Soluciones de y' + (1/2)y = 3/2
Fuente: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. Cuarta edicion. Pdg. 33

A

y=3—e*" (6)

Es la solucion cuya gréfica contiene al punto dado (0, 2). Esto se ilustra con la curva de
trazo grueso en la figura 1.2.1.




Factores integrantes. Al volver a examinar la solucion de la ecuacion diferencial del
ejemplo 1, es posible encontrar un indicio que conduzca a un método para resolver
ecuaciones lineales de primer orden méas generales. En primer lugar, la ecuacion (5) se escribe
en la forma

ye*/? = 3e%2 L ¢ (7

Y luego, al derivar ambos miembros con respecto a x se obtiene

1 3
v +-= v) e¥/2 = —g¥/2 8
(J 27 2 ®

Lo que es equivalente a la ecuacion original (3). Observe ahora que la ecuacion (3) puede
resolverse si se invierten los pasos precedentes. Es decir, si se multiplica primero la ecuacion
(3) por e*/2, con lo que se obtiene la ecuacion (8). Luego, note que el primer miembro de la
ecuacion (8) es la derivada de ye*/?, de modo que la ecuacion queda

fy 3 fy
(}TEIJL:]J — EEI;L (9)

Por Gltimo, al integrar ambos miembros de la ecuacion (9) se obtiene la ecuacion (7) y, por
tanto, la solucién de la ecuacion (5). En otras palabras, una manera de resolver la ecuacién
(3) es multiplicarla primero por la funcién e*/2. Como esta multiplicacion reduce la ecuacion
a una forma que es integrable de manera inmediata, la funcion e*/? se denomina factor
integrante (o de integracién) de la ecuacion (3). Por supuesto, para que este método sea
eficaz debe ser posible calcular el factor integrante directamente a partir de la ecuacion
diferencial. A continuacion, se aborda esta cuestion en el contexto de la ecuacion mas general

().
El analisis anterior sugiere que una manera posible de resolver la ecuacion lineal general de
primer orden (2),

y' +p@)y =gM),
Es multiplicar por un factor integrante adecuado y llevarla en consecuencia a una forma

integrable. Para encontrar ese factor integrante primero se multiplica la ecuacion (2) por una
funcion u(x), que por el momento no estd determinada. Entonces, se tiene

p(x)y" + p()p(y = plx)g(x). (10)
El objetivo es elegir p(x) de modo que el primer miembro de la ecuacion (10) sea la derivada
de alguna funcion. El término p(x)y’ sugiere que la funcion deseada podria ser el producto
u(x)y. A fin de obtener la combinacion [u(x)y] = p'(x)y + u(x)y’ es necesario sumar y
restar el término p(x)y en el primer miembro de la ecuacion (10); al hacerlo y agrupar los
términos de manera conveniente, se obtiene



[ (x)y + u(x)y'] = W' (x) + p(x)u(x)]y = p(x)g(x) (11)

Ahora, si el segundo término del primer miembro de la ecuacién (11) fuese cero, entonces
esta ecuacion tendré la forma
[u(x)y]" = p(x)g(x) (12)

Y el primer miembro (por lo menos) seria facilmente integrable. A fin de lograr lo anterior,
debe elegirse p de modo que

' (x) —plu(x) =0 (13)
Si, por el momento, se supone que p es positiva, entonces la ecuacién (13) puede escribirse
como

};((;:)) = p(x),
O bien,
D 1 () = p () (14)
dx
Por tanto,
In p(x) =J.p(xjdx+k (15)

Al elegir la constante k como cero se obtiene la funcién mas simple posible para u, a saber

u(x) = exp f p(x)dx (16)

Observe que p(x) es positiva para toda x, como se supuso.

Una vez que se ha encontrado la funcidn p, se regresa a la ecuacion (2) y se multiplica por
p(x), obteniéndose asi la ecuacion (12). Al integrar ambos miembros de la ecuacion (12) se
obtiene

n(x)y = J pu(x)g(x)dx + c,

O bien,

L o BE)g()dx+c

pu(x)
La interpretacion geométrica de la ecuacion (17) es una familia infinita de curvas, una para
cada valor de c, de la misma manera en que las graficas de la figura 1.2.1 representan las
soluciones (5) de la ecuacion (3). A menudo, a estas curvas se les da el nombre de curvas
integrales. Algunas veces es importante elegir un elemento especifico de la familia de curvas

(17)



integrales. Lo anterior se lleva a cabo al identificar un punto particular (x,, yo) por el que se
requiera que pase la grafica de la solucidn. Este requisito suele expresarse como

y(x0) = ¥o (18)

Y se denomina condicion inicial. Una ecuacién diferencial de primer orden, como la (1) o
(2), junto con una condicion inicial, como la (18), constituyen un problema con valor
inicial. (1)

Ejemp|0 2 . | |
Determinar la solucion del problema con valor inicial
y +2y=e7* (19)
y(0) = 0.75. (20)

En la figura 1.1.3 se muestra el campo direccional de la ecuacion (19), de donde es posible
deducir el perfil general de las curvas integrales. Para resolver la ecuacion (19), observe que
ésta es de la forma de la ecuaciéon (2), con p(x) = 2yg(x) = e™™. Por tanto, el factor
integrante es

ulx) = expf 2dx = e?*

Y al multiplicar la ecuacion (19) por esta cantidad, se obtiene
e?*y' 4+ 2e**y = e* (21)

El primer miembro de la ecuacion (21) es la derivada de e?*y, de modo que esta ecuacion
puede escribirse como

(e?y) = e*
Y por integracién se concluye que
ey =e* +c,
En donde c es una constante arbitraria. Por lo tanto,
y=e*+ce (22)

Es la solucion general de la ecuacion (19). En la figura 1.2.2 se muestran algunas curvas
integrales de la ecuacion (19); observe que siguen el patron que resulta evidente basandose
en el campo direccional de la figura 1.1.3. Con mas precision, para x grande el segundo
término del segundo miembro de la ecuacion (22) es despreciable en comparacion con el
primer término; por tanto, las gréficas de todas las soluciones tienden a la gréfica de y =
exp(—x) cuando x — oo.



Para satisfacer la condicion inicial (20), se sustituyen x = 0y y = 0.75 en la ecuacion (22);
esto da ¢ = —0.25, de modo que la solucion del problema con valor inicial dado es

y=e*—0.25e"%, (23)

En la figura 1.2.2 se muestra la grafica de esta solucion, por medio de la curva de trazo
grueso.

LIl

Figura 2.2.2 Curvasintegralesde y' 4+ 2y = e™*.
Fuente: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. Cuarta edicion. Pdg. 36

Ejemplo 3.
Determinar la solucion del problema con valor inicial
y'—2xy=x, vy(0)=0. (24)

En la figura 1.2.3 se observa el campo direccional de esta ecuacion diferencial. Para resolver
la ecuacion en primer lugar se encuentra el factor integrante

2

u(x) = exp (—j 2xdx> =e X

Luego, al multiplicar por u(x) se obtiene

—x? —x2 —x2
e ™y —2xe ™y =xe™*",

O bien,



Por consiguiente,

Y se concluye que

ye X% = fxe‘xzdx +c=

4

(ye‘xz) = xe ¥?,

1 2
y=5+cex

1
> e % 4 c,

(25)

Es la solucion general de la ecuacién diferencial dada. Para satisfacer la condicién inicial

y(0) = 0 es necesario elegir ¢ = 1/2. De donde,

1 1 2
=—-+-e”
Y 2 ' 2

(26)

Es la solucién del problema con valor inicial (24). En la figura 1.2.4 se muestran algunas
curvas integrales y la solucion particular que pasa por el origen. (1)
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Figura 4.2.4 Curvas integrales de y' — 2xy = x
Fuente: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. Cuarta edicion. Pdag. 38

Problemas W ey

En cada uno de los problemas 1 a 7, encuentre la solucion general de la ecuacion diferencial

dada.

1. yV+3y=x+e ¥

2. y' =2y =x%e*

3. y'+(1/x)y = 3 cos 2x, x>0

4, y' —y =2e*

5 xy'+2y=senx, x>0

6. y' ++2xy = xe *?

7. 1+x®)y" +4xy = (1 +x%)2
En cada uno de los problemas 8 a 13, encuentre la solucién del problema con valor inicial
dado.

8. y' —y=2xe?, y(0)=1

9. xy' +2y=x?>—x+1, y(1)=%, x>0

I 2y o cosx _
10.y" +-y =—-, y(r)=0, x>0

11.y' =2y =e?*, y(0)=2
12. xy' + 2y =senx, y(m/2)=1
B.xy'+(x+1y=x y(lnx)=1

—_—




1.3 Otras consideraciones acerca de las ecuaciones lineales

En la seccion 1.2 se mostré como construir soluciones de problemas con valor inicial para
ecuaciones diferenciales lineales de primer orden mediante el uso de un factor integrante para
cambiar la ecuacion diferencial por una forma integrable. A continuacion se abordaran
algunas cuestiones de caracter mas general, a saber,

1. ¢Un problema con valor inicial de este tipo siempre tiene una solucion?

2. ¢Es posible que tenga més de una solucion?

3. ¢Es valida la solucion para toda x o solo para algln intervalo restringido alrededor

del punto inicial?

El siguiente teorema fundamental da respuesta a las preguntas anteriores.

Teorema 1.3.1

Si las funciones p y g son continuas en un intervalo abierto I: ¢ < x < 8 que contenga el
punto x = x,,, entonces existe una unica funcion y = ¢(x) que satisface la ecuacion
diferencial

y' +p()y = g) (1)
para toda x en I, y que también satisface la condicion inicial
y(x0) = ¥o (2)

En donde y, es un valor inicial arbitrario prescrito. (1)

Observe que el teorema anterior establece que el problema con valor inicial dado tiene una
solucion y también que el problema tiene s6lo una solucion. En otras palabras, el teorema
asegura la existencia y la unicidad de la solucién del problema con valor inicial (1), (2).

Ademas establece que la solucién existe en toda la extension de cualquier intervalo I que
contenga al punto inicial x, en el que los coeficientes p y g sean continuos. Es decir, la
solucién puede ser discontinua o no existir solo en los puntos en los que por lo menos una de
p Y g sea discontinua. A menudo estos puntos se identifican a primera vista.

La demostracion de este teorema esta parcialmente contenida en el analisis de la seccién
anterior que llevo a la formula

_ [ux)gx)dx+c
N () ®)




En donde

u(x) = exp [ p()dx (4)

Al observar con més cuidado se puede concluir que, en efecto, la ecuacién diferencial (1)
debe tener una solucion. Dado que p es continua para x< x < S8, se concluye que esta
definida en este intervalo y que es una funciéon diferenciable diferente de cero. Al multiplicar
la ecuacion (1) por u(x) se obtiene

[yl = u()g{x). (5)

En virtud de que u y g son continuas, la funcion ug es integrable, y la ecuacion (3) se deduce
de la (5). Ademas, la integral de ug es diferenciable, de modo que y, dada por la ecuacién
(3), existe y es diferenciable en todo el intervalo «c< x < . Al sustituir la expresion dada
para y por la ecuacion (3), en (1) o en (5), es facil verificar que esta expresion satisface la
ecuacion diferencial en todo el intervalo << x < . Por Gltimo, la condicion inicial (2)
determina de manera Unica la constante ¢, de modo que existe sélo una solucién del problema
con valor inicial, con lo que se completa la demostracién. Dado que la ecuacion (3) contiene
todas las soluciones de la ecuacidn (1), esta expresion se llama solucion general de la
ecuacion (1).

La ecuacion (4) determina el factor de integracion u(x) solo hasta un factor multiplicativo
que depende del limite inferior de integracién. Si se elige este limite inferior como x,,
entonces

u(x) = exp [ p(t)dt, (6)

Y se concluye que u(x,) = 1. Al utilizar el factor integrante dado por la ecuacion (6) y elegir
el limite inferior de integracion de la ecuacién (3) también igual a x,, se obtiene la solucién
general de la ecuacion (1) en la forma

S u(e)g(s)ds +
B p(x)

y

Para satisfacer la condicion inicial (2) debe elegirse ¢ = y,. Por tanto, la solucion del
problema con valor inicial (1), (2) es

_ f,fo u(s)g(s)ds+yo
B u(x)

(7)

En donde u(x) esta dada por la ecuacion (6). (1)



Elemplo 1. e |
Resolver el problema con valor inicial
xy' + 2y = 4x? (8)
y(1) =2 ©)
Y determinar el intervalo en el que la solucion es valida.
Solucion:

Primero escribimos la ecuacion de la siguiente manera:
y' + %y = 4x (10)

Y se busca una solucién en un intervalo que contenga a x = 1. Dado que los coeficientes
en (10) son continuos excepto en x = 0, por el teorema 1.3.1 se concluye que el problema
con valor inicial dado tiene una solucion vélida por lo menos en el intervalo 0 < x < (. Para
encontrar esta solucion en primer lugar se calcula p(x):

u(x) = exp (f%dx) = e2Inx = x2 (11)
Al multiplicar la ecuacién (10) por u(x) = x2, se obtiene
x2y' + 2xy = (x%y)’ = 4x3
Y, por consiguiente,
xly=x*+c
En donde c es una constante arbitraria. Se concluye que
y=x%+ xiz (12)

Es la solucion general de la ecuacion (8). En la figura 2.2.1 se tiene un esquema de las curvas
integrales de (8) para varios valores de C. Para satisfacer la condicion inicial (9) es necesario
elegir C = 1; por tanto,

y=x2+xiz,x>0 (13)
Es la solucion del problema con valor inicial (8), (9). Esta solucion se muestra en la figura
2.2.1 por medio de la curva de trazo grueso. Observe que la funcion y = x2 + (1/x?),
parax < 0, no forma parte de la solucion de este problema con valor inicial.
La solucién (13) se hace no acotada cuando x — 0. Este hecho no es sorprendente, ya
que x = 0 esun punto de discontinuidad del coeficiente de y en la ecuacion diferencial (10).
Sin embargo, si se cambia la condicion inicial (9) por



y(1) =1, (14)

Entonces por la ecuacion (12) se concluye que ¢ = 0. De donde, la solucién del problema
con valor inicial (8), (14) es

y = x%, (15)
Que es acotada y continua incluso en la vecindad de x = 0. Lo anterior demuestra que el
teorema 1.3.1 no asegura que la solucion de un problema con valor inicial debe volverse

siempre que p 0 g se hagan discontinuas: en lugar de ello, establece que la solucion no puede
hacerse discontinua en otros puntos.

(1.2)

1 1 g
1

Figura 1.3.1 Curvas integrables de xy' + 2y = 4x?
Fuente: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. Cuarta edicion. Pdg. 43

El comportamiento posible de las soluciones de problemas con valor inicial de ecuaciones
lineales de primer orden en la vecindad de un punto en el que p 0 g es discontinua es mas
variado que lo que puede sugerir el analisis anterior.




Ejemp|0 2|—|

Encontrar la solucion del problema con valor inicial

y'—2xy =1, y(0) = —-0.5 (16)

Para resolver la ecuacion diferencial, se observa que u(x) = e, por consiguiente,

e (y —2xy) = e
Y

ye ' = (e’ dx + C (17)
Para evaluar ¢ es conveniente tomar el limite inferior de integracion como el punto inicial
x = 0.
Luego, al resolver para y la ecuacion (17), se obtiene

y =e*’ fge‘tzdt + ce*’, (18)

Que es la solucidn general de la ecuacion diferencial dada. Para satisfacer la condicion inicial
y(0) = —0.5, debe elegirse ¢ = —0.5; de donde,

Figura 1.3.2 Curvas integrales de y' — 2xy — 1.
Fuente: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. Cuarta edicion. Pdg. 44

y =e*’ foxe‘tzdt — 0.5 (19)

Es la solucién del problema con valor inicial dado. En la figura 1.3.2 se muestran algunas de
las curvas integrales y la solucion particular que pasa por (0, -0.5). (1)




Problemas s L —

En cada uno de los problemas 1 a 4, halle la solucién general de la ecuacion diferencial dada.

oy 4+ G)y = senx, x >0

sen x

1
2. x*y'+ 3xy = —, x<0
3

y'+ (tanx)y = x sen 2x, —§<x<§
4, xy'+ 2y =e*, x>0

En cada uno de los problemas del 5 al 12, determine la solucion del problema con valor inicial
dado. Escriba el intervalo en que la solucion es vélida.

5. xy'+ 2y =x2-x+1, y(1)= 1/2

xy’ + y = ex, y(l) =1

Y+ (cotx)y = 2cscx, y(m/2)= 1

xy'+ 2y = senx, y(m)=1/n

y'+ (cot x)y = 4senx, y(——) =0

10. x(2+x)y +2(1+x)y=1+3x% y(-1)=1
11y +y =1/(1 + 2%), y(0)=0
12.(1—x?)y" —xy =x(1—x2), y(0)=2

© oo

Cada una de las ecuaciones de los problemas del 13 al 16 tiene por lo menos un coeficiente
discontinuo en x = 0. Resuelva cada ecuacion para x > 0y describa el comportamiento
de la solucién cuando x — 0, para varios valores de la constante de integracion. Trace varios
miembros de la familia de curvas integrales.

13. 9" + (2/x) = 1/x?

14..y' = (1/x)y =x

15. y' — (1/x)y = x /2

16.y' + (1/x)y = (cosx)/x

—_— —




Semana 3



Temas

= Ecuaciones separables

= Diferencias entre las ecuaciones lineales y no lineales
Objetivos

= Estudiar y afianzar conocimiento en los conceptos y soluciones de las ecuaciones
separables.

= |dentificar y comprender las diferencias entre ecuaciones lineales y no lineales.

Actividades

Socializacion de los conceptos basicos sobre las ecuaciones separables.

= Solucién de ejercicios sobre las ecuaciones separables.

= Comprension de las principales diferencias de las ecuaciones lineales y no
lineales.

= Solucion de ejercicios sobre ecuaciones lineales y no lineales.

» Quiz nimero 1, sobre los temas de las semanas 1 y 2. El estudiante contara con 1

hora para resolver los ejercicios propuestos por el profesor.
Recursos

> Videos

1. Titulo: Solucién de una ecuacién diferencial por separacién de variables
Descripcion: Se explica la solucion de una ecuacion diferencial de primer orden
y primer grado por el método de separacién de variables.

Link: https://www.youtube.com/watch?v=v3CsjgKeB7U



https://www.youtube.com/watch?v=v3CsjgKeB7U

2. Titulo: Ecuaciones Diferenciales Primer Orden - Método Variables Separables -

Video 151.
Descripcion: Se explica la solucion de una ecuacion diferencial de primer orden
y primer grado por el método de separacion de variables.

Link: https://www.youtube.com/watch?v=kMjCchF6B68

» PDF

1. Titulo: capitulo-2.pdf

1.

Descripcion: Conceptos basico y solucion de ejercicios por el método de solucion
variables separables, propiedades, etc. Pag. 2 — 9.

Link: https://deymerqg.files.wordpress.com/2011/07/capitulo-2.pdf

Titulo: capitulo-3.pdf

Descripcion: Explicacion de muchos modelos matematicos, y solucion de
algunas de las ecuaciones diferenciales, lineales y no lineales, que surgen con
frecuencia en las aplicaciones

Link: https://deymerg.files.wordpress.com/2011/07/capitulo-3.pdf

Paginas Web

Titulo: Diferencias entre las ecuaciones lineales y no lineales | eHow en Espafiol.
Descripcion: Definicion, diferencias y ejemplos de las ecuaciones lineales y no
lineales.

Link: http://www.ehowenespanol.com/diferencias-ecuaciones-lineales-lineales-

sobre 345127/


https://www.youtube.com/watch?v=kMjCchF6B68
https://deymerg.files.wordpress.com/2011/07/capitulo-2.pdf
https://deymerg.files.wordpress.com/2011/07/capitulo-3.pdf
http://www.ehowenespanol.com/diferencias-ecuaciones-lineales-lineales-sobre_345127/
http://www.ehowenespanol.com/diferencias-ecuaciones-lineales-lineales-sobre_345127/

> Libros

1. Titulo: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera, 4ta
edicion.
Autor: William E. Boyce; Richard C. DiPrima
Descripcion: Conceptos basicos, ejercicios resueltos y problemas sobre las
ecuaciones separables, ecuaciones lineales y no lineales. Paginas 47 - 60.

2. Titulo: Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado.
Descripcion: Conceptos basicos, ejercicios resueltos y problemas sobre las
variables separables. Paginas 38 - 45.

Autor: Dennis G. Zill.



1.4 Ecuaciones separables

En este estudio de las ecuaciones diferenciales de primer orden,

dy B L
= = f(x.y) ®

A continuacién se tratan las ecuaciones que pueden ser no lineales, es decir, ecuaciones en
las que f depende de una manera no lineal de la variable dependiente y. A menudo es
conveniente reescribir la ecuacion (1) en la forma

dy
M N —=0.
(x,3) + N(xy) — @
Siempre es posible hacer lo anterior estableciendo que M(x,y) = —f(x,¥) Yy N(x,y) = 1,

pero pueden existir otras maneras. En caso de que M sea una funcion solo de x y N sea una
funcion solo de y, entonces (2) queda

M(x,y) + N(y)

dy —0
Se dice que una ecuacion de ese tipo es separable, porque si se escribe en la forma diferencial
M(x)dx = —N(y)dy (4)

Entonces cada miembro de la ecuacion depende solamente de una de las variables. (1)

Ejemp|0 1. I—]
Demostrar que la ecuacion

dy  x?

= 5
dx 1-y?2 ()
Es separable y, a continuacion, encontrar una ecuacién para sus curvas integrales.
Si la ecuacion (5) se escribe como
d
—x2+ (1-y) =0 (6)

Entonces tiene la forma (3) y, por consiguiente, es separable. En seguida, observe que el
primer término de la ecuacion (6) es la derivada de —x3/3 y que el segundo término, por
medio de la regla de la cadena, es la derivada con respecto a x de  y — y3/3. Por tanto, la
ecuacion (6) puede escribirse como



O bhien,

Por lo tanto,

—x3+3y—y3 =g (7)
En donde ¢ es una constante arbitraria, es una ecuacion para las curvas integrales de la
ecuacion (5). En la figura 1.4.1 se muestran el campo direccional y varias curvas integrales.
Es posible hallar una ecuacion de la curva integral que pasa por un punto particular (xq, yo)
al sustituir x y y por x, Y y,, respectivamente, en la ecuacion (7) y determinar el valor
correspondiente de c. Cualquier funcion diferenciable y = ¢(x) que satisfaga la ecuacion
(7) es una solucién de la ecuacion (5).
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Figura 1.4.1 Campo direccional y curvas integrales de y' = x2/(1 — y?2).
Fuente: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. Cuarta edicion. Pdg. 49.

Para cualquier ecuacion separable es posible seguir en esencia el mismo procedimiento. Si
se regresa a la ecuacion (3), sea H; y H, funciones cualesquiera tales que

H'1(x) =M(x), H;=N(©y); (8)

Entonces (3) queda



H'y(x) + H'2(y) 2 = 0. (9)

Segun la regla de la cadena,
, d d
H (7)) 72 = —Hy () (10)
Por consiguiente, (9) se transforma en
d
H' —H =
1(x) + dx 2(y) =0,
O bien,
= [H,(x) + H,(»)] = 0, (11)

Al integrar la ecuacion (11) se obtiene

Hi(x) + Hy(y) = ¢, (12)

En donde c es una constante arbitraria.
Si, ademas de la ecuacion diferencial, se prescribe una condicion inicial

y(x0) = Yo (13)

Entonces la solucidn de (3) que satisface esta condicion se obtiene al hacer x = x y y = y,
en la (12). Con lo anterior se obtiene

¢ = Hy(x0) + Hy(3o)- (14)
Al sustituir este valor de c en (12) y al observar que

X y
fum—m@@=jmwm.fmw—m@w=jw@ﬁ,
Xo Yo

Se obtiene
x y
fxOM(t)dt + fyON(t)dt, (15)

La ecuacion (15) es una representacion implicita de la solucién de la ecuacion diferencial (3)
gue también satisface la condicion inicial (13). Es necesario tener presente que la
determinacion de una formula explicita para la solucion requiere que en (15) se despeje y
como una funcién de x; esto puede presentar enormes dificultades. (1)



Ejemplo 2 T — |
Resolver el problema con valor inicial

dy _ 3x%+4x+2

ax  2(y-1) ' y(0) =-1. (16)

La ecuacion diferencial puede escribirse como
2(y — Ddy = (3x2 + 4x + 2) dx.
Al integrar el primer miembro con respecto a y y el segundo con respecto a x da
y2 =2y =x3+2x% + 2x + x, (17)

En donde c es una constante arbitraria. Para determinar la solucidn que satisface la condicion
inicial prescrita, en la ecuacion (17) se sustituyen x = 0y y = —1, con lo que se obtiene ¢ =
3. Por tanto, la solucién del problema con valor inicial estad dada implicitamente por

y? =2y = x3 + 2x% + 2x + 3. (18)

A fin de obtener la solucién de manera explicita, es necesario despejar y en la ecuacion (18),
en términos de x. En este caso, es facil, ya que la ecuacion (18) es cuadratica en y, por lo que
se obtiene

y=1+Vx3+2x2+2x+4 (19)

La ecuacidn (19) da dos soluciones de la ecuacion diferencia, sin embargo, solo una de ellas
satisface la condicion inicial dada. Esta es la solucion correspondiente al signo negativo en

(19), de modo que por ultimo se obtiene
L A

J,

Figura 1.4.2 Curvas integrales de y' = (3x2 + 4x + 2)/2(y — 1).
Fuente: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. Cuarta edicion. Pdg. 51.




y=0(x)=1—-Vx3+2x2+2x+4 (20)

Como la solucion del problema con valor inicial (16). Observe que si por error se elige el
signo positivo en (19), entonces se obtiene la solucidn de la misma ecuacién diferencial que
satisface la condicion inicial y(0) = 3. Finalmente, para determinar el intervalo en que la
solucidn (20) es vélida, debe hallarse el intervalo en el que el radicando es positivo. El Gnico
cero real de esta expresion es x = —2, por lo que el intervalo deseado es x > —2. En lafigura
1.4.2 se muestran la solucion del problema con valor inicial y algunas otras curvas integrales
de la ecuacion diferencial. Observe que la frontera del intervalo de validez de la solucion (20)
esta determinada por el punto (—2, 1), en el que la recta tangente es vertical. (1)

]

Ejemplo 3.

Encontrar la solucion del problema con valor inicial

dy vycosx

— = 0)=1
ix 112y v(0) (21)

Primero se escribe la ecuacion diferencial en la forma

1+ 2y?

¥

dy = cosx dx. (22)

Luego, al integrar el primer miembro con respecto a y y el segundo con respecto a x, se
obtiene

In|y| + v = sen x + c. (23)
Para satisfacer la condicion inicial se sustituyen x = 0y y = 1 en la ecuacion (23); asi se
obtiene ¢ = 1. De donde, la solucion del problema con valor inicial (21) queda dada

implicitamente por

Inly| + ¥* =sen x + 1. (24)

En la figura 1.4.3 se muestran algunas curvas integrales de la ecuacion diferencial dada,
incluyendo la solucion del problema con valor inicial (21). (1)



hx ~—

Figura 1.4.3 Curvas integrales de y' = (y cos x) /(1 + 2y?).
Fuente: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. Cuarta edicion. Pdg. 52.
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Problemas W ey

En cada uno de los problemas 1 a 8, resuelva la ecuacién diferencial dada.

1.

8.

N oo gsrwDN

y' =x*/y
y,=x%/y(1—x°)

y' +y2senx =0

y' =1+4x+y?+ xy?
y' = (cos? x)(cos? 2y)
xy' = (1 -y

dy x—e™*
E - y+eY
dy  x?
dx 1+y?2

Para cada uno de los problemas 9 a 16, encuentre la solucion del problema con valor inicial

dado en forma explicita y determine (por lo menos aproximadamente) el intervalo en que
esta definida.



9. xdx+ye*dy=0, y(0)=1

10. dr/d6 =r?/0, r(1)=2

11.y" =2x/(y +x?y), y(0) = -2

12.y" = xy3(1+x2)7Y2,  y(0) =1

13.y' =2x/(1+2y), y(2)=0

14.y" = x(x? + 1)/4y3,  y(0) = -1/v2

15. sen 2x dx + cos3y dy =0, y(m/2) =m/3
16.y' =21+ x)(1+y?), y(0)=0

17. Resuelva el problema con valor inicial

y'=(1+3x*)/By*-6y), y(0)=1
Y determinar el intervalo en que la solucidn es valida.
Sugerencia: Para encontrar el intervalo de definicion, busque los puntos en
Los que dx/dy = 0
18. Resuelva el problema con valor inicial

y' =3x*/3y*-4), y(1)=0
Y determinar el intervalo en que la solucidn es valida.

Sugerencia: Para encontrar el intervalo de definicion, busque los puntos en
Losque dx/dy =0

19. Resuelva la ecuacion
y? = (1 —x?)Y2dy = arcsen x dx
Enelintervalo -1 <x <1
20. Resuelva la ecuacion
dy ax+b
dx cx+d

En donde a, b, c y d son constantes.

—_— B —




1.5 Diferencias entre ecuaciones lineales y no lineales

Al estudiar el problema con valor inicial

v =f(xy) 1)
}T(xuj =¥ (2)

Las cuestiones fundamentales a considerar son si existe una solucion, si esta es Unica, sobre
que intervalo esta definida y como obtener una formula util para esa solucion. Si la ecuacién
diferencial (1) es lineal, entonces existe una formula general para la solucion y, con base en
ella, en las secciones 1.2 y 1.3 se dio respuesta, con relativa facilidad, a las cuestiones antes
indicadas.

Existencia y unicidad. El siguiente teorema de existencia y unicidad es analogo al teorema
1.3.1 para las ecuaciones lineales.

Teorema 1.5.1

Sean las funciones f y df /0y continuas en algun rectangulo e < x < B,y <y < § que
contiene el punto (x, = y,). Entonces, en algun intervalo x, — h < x < x, + h contenido
en a < x < B, existe una solucion unica y = ¢ (x) del problema con valor inicial (1), (2)

y,=f(x;:V); Y(x0)=:VO

Mediante ejemplos es posible hacer ver que para obtener el resultado que se enuncia en el
teorema algunas condiciones sobre/son esenciales. De este modo, en el siguiente ejemplo se
hace ver que el problema con valor inicial (1), (2) podria tener mas de una solucién en caso
de que se violen las hipotesis del teorema 1.5.1. (1)

Ejemplo 1. el

Resolver el problema con valor inicial

y' =y¥3,  y(0)=0 ©)
Para x = 0.



Este problema se resuelve con facilidad ya que la ecuacion diferencial es separable. Por tanto,

se tiene

y~13dy = dx,
De modo que

3

Zv2/3 —

> y x+c
Y

3
2 2
=|=(x+
y=|50+0)]
La condicién inicial se satisface si ¢ = 0, por lo que

2

3/2
y=¢:0=(Gx)", x20
Satisface ambas ecuaciones (3). Por otra parte, la funcién

2

y=d =-(x)", x20

También es una solucidn del problema con valor inicial dado. Es mas, la funcion
y=¢yx)=0, x=0

(4)

Q)

(6)

Todavia es otra solucion. De hecho, no es dificil demostrar que, para un positivo x, arbitrario,

las funciones

0, if 0<x < x,

tfe—)]

}T:I[xj: ifIEID

()

Son continuas, diferenciables (en particular en x = x0) y soluciones del problema con valor
inicial (3). Por tanto, este problema tiene una familia infinita de soluciones: ver la figura

1.5.1, en donde se muestran unas cuantas de estas soluciones.



Figura 1.5.1 Varias soluciones del problema con valor inicial y' = y*/3,  y(0) = 0.
Fuente: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. Cuarta edicion. Pdg. 56.

La no unicidad de las soluciones del problema (3) no contradice al teorema de existencia y
unicidad, ya que

d d 1
_ /3y — = ., —2/3
aFf(x, ¥) F (¥**) 3V

Y esta funcion no es continua, incluso ni esta definida, en cualquier punto en donde y = 0.
De donde, el teorema no es aplicable en cualquier regién que contenga parte del eje x. Sin
embargo, si (xg,yo) €s cualquier punto que no sea del eje x, entonces existe una solucién
unica de la ecuacion diferencial y' = y'/3 que pasa por (xo, ¥o). (1)

_—_—_— ]

Intervalo de definicién. La solucion de la ecuacion lineal

y' +p(x)y =gXx), (8)

Sujeta a la condicion inicial (2) existe a lo largo de cualquier intervalo alrededor de x = x,
en el que las funciones p y g sean continuas. Por otra parte, para un problema no lineal con
valor inicial puede ser dificil determinar el intervalo en el que existe una solucion. Este hecho
se ilustra con algunos de los ejemplos de la seccion 1.4. En realidad, la solucion y = ¢(x)
existe siempre que el punto [x, ¢(x)] permanezca dentro de la region en la que se cumplen
las hipotesis del teorema 1.5.1; sin embargo, como ¢ (x) en general no se conoce, puede ser



imposible localizar el punto [x, ¢(x)] con respecto a esta region. En todo caso, el intervalo
en el que existe una solucion puede no estar relacionado en forma sencilla con la funcién f
de la ecuacion (1). Esto se ilustra en el siguiente ejemplo. (1)

Ejemp|0 2. —_—_— ==

Resolver el problema con valor inicial

y'=y%, yO=1, 9
Y determinar el intervalo en el que existe la solucion.

El teorema 1.5.1 garantiza que este problema tiene una solucién Unica, ya que f(x,y) = y?
y df /0y = 2y son continuas en todo punto. Para encontrar la solucién, primero se escribe
la ecuacion diferencial en la forma

y~2dy = dx (10)
Luego
-y l=x+c
Y
1
= . 11
Y x+c (1)

Para satisfacer la condicion inicial debe elegirse ¢ = —1, de modo que
1

1—x

(12)

¥

Es la solucion del problema con valor inicial dado. Es evidente que la solucion se vuelve no
acotada cuando x — oo; por consiguiente, la solucion existe solo en el intervalo —oo < x <
1. Sin embargo, la ecuacion diferencial por si sola no indica que el punto x = 1 sea de alguna
manera notable. Es mas, si se reemplaza la condicion inicial por

y(0) =y (13)

La constante c de la (11) debe elegirse como ¢ = —1/y,, y se concluye que

Yo
1—y§ (14)
Es la solucion del problema con valor inicial con la condicion inicial (13). Obsérvese que la
solucion (14) se vuelve no acotada cuando x — 1/y,, de modo que el intervalo de existencia
de lasoluciones —o < x < 1/y,Siy, > 0,yes1/y, < x < o si  y, < 0. Este ejemplo

ilustra una caracteristica que provoca dificultades de los problemas con valor inicial para

};l':



ecuaciones no lineales; a saber, las singularidades de la solucion pueden depender de manera
esencial de las condiciones iniciales, asi como de la ecuacion diferencial.

_—n |

Solucion general. Otra manera en la que difieren las ecuaciones lineales y las no lineales es
con respecto al concepto de solucion general. Para una ecuacion lineal de primer orden es
posible obtener una solucion que contenga una constante arbitraria, a partir de la cual se
obtengan todas las soluciones posibles al especificar valores para esta constante. Para las
ecuaciones no lineales este puede no ser el caso; aun cuando pueda hallarse una solucion que
contenga una constante arbitraria, es posible que no puedan obtenerse otras soluciones al dar
valores a esta constante. Por ejemplo, para la ecuacion diferencial y' = y? del ejemplo 2, la
expresion de la (11) contiene una constante arbitraria, pero no incluye todas las soluciones
de la ecuacion diferencial.

Soluciones implicitas. Recuérdese una vez mas que para una ecuacion lineal de primer orden
existe una formula explicita [ecuacion (17) de la seccion 1.2] para la solucion de y = ¢ (x).
En la medida en que es posible encontrar las anti derivadas necesarias, puede determinarse
el valor de la solucion en cualquier punto simplemente al sustituir el valor adecuado de x en
la formula. La situacion para las ecuaciones no lineales es mucho menos satisfactoria. Por lo
general, lo mejor que puede esperarse es hallar una ecuacion

F(x,y)=0 (15)
En la que intervengan x y y que sea satisfecha por la solucion y = ¢ (x).

Construccién grafica o numérica de curvas integrales. Debido a la dificultad de obtener
soluciones analiticas exactas de ecuaciones diferenciales no lineales, los métodos que
producen soluciones aproximadas u otra informacién cualitativa sobre las soluciones tienen
de manera correspondiente, una mayor importancia (1).



Problemas W L —

En cada uno de los problemas 1 a 8, de la region del plano xy en la que se satisfacen las
hipotesis del teorema 1.5.1; por tanto, existe una solucién Unica que pasa por cada punto
inicial dado en esta region.

©

N o o &~ Db F

r X7y
y = 2x+5y
y'=(1- X2 — y2)1/2
r . 2xy
y = 1+y2
y' =3(x+y)7?
' In|xy|
Y= 1-x2+y?
y' = +yH)?
dy _ 1+x2
dx  3y-y2
dy _ (cotx
dx  1+v

En cada uno de los problemas 9 a 12, resuelva el problema con valor inicial dado y determine
de qué manera el intervalo en el que la solucion existe depende del valor inicial y,.

9.

y'=—4x/y, y(0) =y,

10.y" = 2xy?,  y(0) =y,
1L.y'+y3=0, y(0) =y,
12.y' =x?/y(1+x3), y(0) =y,

13. Considere el problema con valor inicial y' = y/3, y(0) = 0 que se analizé en el

ejemplo 1 del texto.

a) ¢Existe una solucion que pase por el punto (1,1)? En caso afirmativo, halle esa
solucion.

b) ¢Existe una solucién que pase por el punto (2,1)? En caso afirmativo, halle esa
solucion.

c) Considere todas las soluciones posibles del problema con valor inicial dado.
Determine el conjunto de valores que tienen estas soluciones en x = 2.




Ejercicios propuestos para el primer quiz.

1. Determine el orden de las siguientes ecuaciones diferenciales dadas y diga si son lineal o no
lineal.

d*y dy
a. (1+y2)ﬁ+xa+y=ex

b dz—y+sen(x+ ) =senx
" odx? y

d?r
C. F+9y=seny

d (senx)y" —(cosx)y' =2

e. 1—y®»dx+xdy=0

f. 2= 1+(‘jlz—y)2

dx dx?
2. Encuentre la solucion general de la ecuacion dada.
—x2
a y' +2xy =xe™*

b. y'+y=xe™*+1
c. 1+x¥)y +senx, x>0

3. Determine la solucion del problema con valor inicial dado.
a xy'+y=¢€* y1)=1
b. xy/+ 2y =x*—-x+1, y(1)= %

C. y’+§y=cosx, y(m)=0, x>0

x2



Semana 4



Temas

= Aplicacion de las ecuaciones lineales de primer orden

= Dinamica de poblaciones y algunos problemas relacionados.
Objetivos

= Conocer las aplicaciones de las ecuaciones lineales de primer orden.

= Entender la dindmica de poblaciones y algunos problemas relacionados.
Actividades

= Solucién de ejercicios sobre las ecuaciones lineales de primer orden.

= Socializacion de conceptos basicos sobre dinamica de poblaciones y algunos
problemas relacionados.

= Solucién de ejercicios sobre dinamica de poblaciones y algunos problemas
relacionados.

= Taller nimero 1, sobre los temas de las semanas 3 y 4. El estudiante contara con

1 hora para resolver los ejercicios propuestos por el profesor.
Recursos

> Videos

1. Titulo: Aplicacion Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden - Crecimiento
Poblacional - Video 152
Descripcion: Solucion de ejemplo sobre aplicacion de las ecuaciones
diferenciales de primer orden.

Link: https://www.youtube.com/watch?v=0QbTRVvs5 N4



https://www.youtube.com/watch?v=QbTRVvs5_N4

> PDF

2. Titulo: suarezsema.pdf
Descripcion: Estudio tedrico de algunos modelos de ecuaciones en que aparecen
en la modelizacion de la dinamica de poblaciones.

Link: http://personal.us.es/suarez/ficheros/suarezsema.pdf

> Libros

1. Titulo: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera, 4ta
edicion.
Autor: William E. Boyce; Richard C. DiPrima
Descripcion: Conceptos basicos, ejercicios resueltos y problemas sobre las
aplicaciones de las ecuaciones lineales de primer orden. Paginas 60 - 71.
Conceptos basicos, ejercicios resueltos y problemas sobre dinamica de
poblaciones. Paginas 71 - 87.

2. Titulo: Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado.
Descripcion: Conceptos basicos sobre los sistemas de ecuaciones lineales y no
lineales. Paginas 98 — 109.

Autor: Dennis G. Zill


http://personal.us.es/suarez/ficheros/suarezsema.pdf

1.6 Aplicaciones de las ecuaciones lineales de primer orden

Las ecuaciones diferenciales son interesantes para los no matematicos principalmente debido
a la posibilidad de utilizarlas para investigar una amplia variedad de problemas de las ciencias
fisicas, bioldgicas y sociales. En este proceso se presentan tres pasos identificables, sin
importar cual sea el campo especifico de aplicacion.

En primer lugar, es necesario traducir la situacion fisica en términos matematicos. Suele
Ilevarse a cabo esto al establecer hipotesis acerca de lo que esta sucediendo que parezcan ser
coherentes con los fendmenos observados. Por ejemplo, se ha observado que los materiales
radiactivos decaen con una rapidez proporcional a la cantidad de material presente, que el
calor pasa de un cuerpo caliente hacia uno més frio con una rapidez proporcional a la
diferencia de temperaturas, que los objetos se mueven segun con las leyes de Newton del
movimiento y que las poblaciones aisladas de insectos crecen con una rapidez proporcional
a la poblacion existente. Cada una de estas proposiciones comprende una razén de cambio
(derivada) y, en consecuencia, al expresarse matematicamente, toma la forma de una
ecuacion diferencial.

Es importante tener en cuenta que las ecuaciones matematicas casi siempre son s6lo una
descripcion aproximada del proceso real, porque se basan en observaciones que por si
mismas son aproximaciones. Por ejemplo, los cuerpos que se mueven a velocidades
comparables a la de la luz no cumplen con las leyes de Newton, las poblaciones de insectos
no crecen indefinidamente como se afirmd, debido a posibles limitaciones en el
abastecimiento de alimento, y la transferencia de calor es afectada por otros factores distintos
a la diferencia en las temperaturas. Es mas, el proceso de plantear matematicamente un
problema fisico suele comprender el reemplazo conceptual de un proceso discreto por uno
continuo.

Por ejemplo, el nimero de miembros en una poblacion de insectos cambia en cantidades
discretas; sin embargo, si la poblacion es grande, parece razonable considerarla como una
variable continua e incluso hablar de su derivada. De manera alternativa, puede adoptarse el
punto de vista de que las ecuaciones matematicas describen con exactitud la operacién de un
modelo simplificado que se ha construido (o0 concebido) de modo que comprenda las
caracteristicas mas importantes del proceso real.

En todo caso, una vez que el problema se ha formulado matematicamente, a menudo debe
encararse el problema de resolver una o mas ecuaciones diferenciales o, si falta el
procedimiento, averiguar tanto como sea posible acerca de las propiedades de la solucion.
Puede suceder que este problema matematico sea bastante dificil y, de ser asi, en esta etapa
pueden indicarse aproximaciones adicionales que hagan el problema mateméaticamente



tratable. Por ejemplo, una ecuacion no lineal puede aproximarse con una lineal, o una funcion
que varie con lentitud puede reemplazarse por su valor promedio. Por supuesto, cualquier de
esas aproximaciones también debe analizarse desde el punto de vista fisico a fin de tener la
certeza de que el problema matematico simplificado sigue reflejando las caracteristicas
esenciales del proceso fisico en estudio. Al mismo tiempo, un conocimiento profundo de la
fisica del problema puede sugerir aproximaciones matematicas razonables que hagan el
problema matematico mas tratable en el analisis. Esta interaccion entre la comprension de
los fendmenos fisicos y el conocimiento de las técnicas matematicas y sus limitaciones es
caracteristica de la esencia de las matematicas aplicadas, y es indispensable para construir
con éxito modelos matematicos de procesos fisicos intrincados.

Por ultimo, una vez que se ha obtenido la solucién (o al menos alguna informacion acerca de
ella), debe interpretarse en términos del contexto en el que surgid el problema. En particular
siempre debe comprobarse si la solucion matematica parece fisicamente razonable. Esto
exige, por lo menos, que la solucion exista, sea Unica y dependa en forma continua de los
datos del problema. Esta Gltima consideracion es importante porque los coeficientes de la
ecuacion diferencial y de las condiciones iniciales suelen obtenerse como resultado de
mediciones de alguna cantidad fisica y, por consiguiente, son susceptibles de experimentar
pequerios errores. Si estos pequefios errores conducen a cambios grandes (o discontinuos) en
la solucion del problema matematico correspondiente, que no se observan fisicamente,
entonces debe reconsiderarse si el modelo matematico es el adecuado para el problema fisico.

Los ejemplos de esta seccion son aplicaciones tipicas en las que surgen ecuaciones
diferenciales lineales de primer orden. (1)

Ejemp|0 1. —_—_— ==

Decaimiento radiactivo. El isétopo radiactivo torio 234 se desintegra con una rapidez
proporcional a la cantidad presente del mismo. Si 100 mg de este material se reducen a 82.04
mg en una semana, encontrar una expresion para la cantidad presente en cualquier instante.
También, hallar el intervalo de tiempo que debe transcurrir para que la masa decaiga hasta la
mitad de su valor original.

Sea Q(t) la cantidad de torio 234 presente en cualquier instante ¢, en donde Q se mide en
miligramos y ¢, en dias. La observacion fisica de que el torio 234 se desintegra con una
rapidez proporcional a la cantidad presente significa que la razon de cambio con el tiempo
dQ/dt es proporcional a Q ; por tanto, Q satisface la ecuacién diferencial.

dQ/dt = —rQ, 1)



En donde la constante r > 0 se conoce como razén de decaimiento. Se busca la solucion de
la (1) que también satisfaga la condicion inicial

Q(0) = 100 (2)
Asi como la condicion
Q(7) = 82.04 )
La ecuacion (1) es lineal y también separable; su solucion general es
Q(t) = 100e~ ", 4)

En donde c es una constante arbitraria. La condicidn inicial (2) requiere que ¢ = 100y, por
lo tanto,

Q(t) = 100e~"t, ©)

A fin de satisfacer la (3), se hace t = 7y Q = 82.04 en la (5); esto da
82.04 = 100e~7"
Entonces,

In 0.8204 (6)

= = 0.02828 dias™?

Por tanto, se ha determinado la razén de decaimiento r. Si se usa este valor de r en la (5), se
obtiene

Q(t) — 1006_0'02828t mg. (7)
Con lo que se obtiene el valor de Q(t) en cualquier instante.

El lapso durante el que la masa se reduce a la mitad de su valor original se denomina vida
media del material. Sea 7 el tiempo en que Q(t) es igual a 50 mg. Entonces, por la (5),

50 = 100e~ "t
O bien,

r7T=1n2. (8)



La relacion (8) entre la razén de decaimiento y la vida media es valida no sélo para el torio
234, sino para cualquier material que obedezca la ecuacion diferencial (1); al usar el valor de
r dado por la ecuacion (6), se encuentra que, para el torio 234, (1)

In2 (9)
T = ———— 2 245 digs.
0.02828

_—n |
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Interés compuesto Supéngase que, en un banco, se deposita una cantidad de dinero o fondo,
que paga interés a una tasa anual r. El valor S(t) de la inversion en cualquier instante t
depende de la frecuencia con la que se componga el interés, asi como de la tasa de éste. Las
instituciones financieras tienen varias politicas sobre la composicidn: en algunas se compone
mensualmente; en otras, semanalmente, y en otras, incluso diariamente. Si se supone que la
composicion se lleva a cabo continuamente, entonces es posible plantear un problema
sencillo con valor inicial que describa el crecimiento de la inversion.

La razon de cambio del valor de la inversién es dS/dt, y esta cantidad es igual a la rapidez
con la que se acumula el interés, que es la tasa de interés » multiplicada por el valor actual
de la inversion S(t). Por tanto,

ds/dt = rS (10)

Es la ecuacién diferencial que rige el proceso. Supongase que también se conoce el valor de
la inversion en algun instante particular, por ejemplo,

S(0) = S,. (11)

Entonces, la solucion del problema con valor inicial (10), (11), da el balance S(t) de la cuenta
en cualquier instante t. Este problema con valor inicial se resuelve con facilidad. De hecho,
es el mismo, salvo por el signo de la constante de proporcionalidad, que el problema con
valor inicial del ejemplo 1, que describe el decaimiento radiactivo. Como consecuencia, al
resolver las ecuaciones (10) y (11) se encuentra que

S(t) = Spe™. (12)

Por tanto, una cuenta bancada con interés compuesto en forma continua crece
exponencialmente.



Compérense ahora los resultados del modelo continuo que acaba de describirse con la
situacion en la que la composicion ocurre a intervalos de tiempo finitos. Si el interés se
compone una vez al afo, entonces al cabo de t afios,

S(t) = So(1+ 1)t

Si el interés se compone dos veces al afio, entonces al término de seis meses el valor de la
inversion es Sy[1 + (r/2)], y al cabo de un afio es Sy[1 + (r/2)]?. Entonces, después de
t afos se tiene

2t

@) =S, (1+ g)

En general, si el interés se compone m veces al afio, entonces
r mt
S@) =S, (1+2) (13)

La relacion entre las férmulas (12) y (13) se aclara si se recuerda de lo visto en calculo que

ramt
lim Sy (1+—) = See™
m—»oo m

En la tabla 1.6.1 se muestra el efecto de cambiar la frecuencia de composicién para una tasa
de interés r del 8%. La segunda y tercera columnas se calcularon con base en la ecuacion
(13) para una composicion trimestral y diaria, respectivamente, y la cuarta se calculé con
base en la (12) para una composicion continua. Los resultados muestran que, en la mayor
parte de los casos, la frecuencia de composicion no tiene una importancia particular. Por
ejemplo, durante un periodo de 10 afios la diferencia entre la composicion trimestral y la
continua es de $17.50 por cada $1000 invertidos, o sea, menos de $2 anuales. La diferencia
seria un tanto mayor para tasas de interés mas elevadas y seria menor para tasas mas bajas.

(1)

S(t)/S(ty) De la ec. (13) S(t)/S(ty) S(t)/S(ty)
Afios M =14 M = 365 Delaec. (12) De laec. (14)

1 1.0824 1.0833 1.0833 1.0833
2 1.1716 1.1735 1.1735 1.1735
5 1.4859 1.4918 1.4918 1.4918
10 2.2080 2.2253 2.2253 2.2253
20 4.8754 4.9522 4.9522 4,9522
30 10.7652 11.0202 11.0202 11.0202
40 23.7699 24.5238 24.5238 24.5238

Tabla 1.6.1 Crecimiento del capital a una tasa de interés de r = 8%, para varios modos de composicion



Con base en el primer renglon de la tabla se ve que, para la tasa de interés r = 8%, el
rendimiento anual para una composicion trimestral es de 8.24% y para una composicion
diaria o continua es de 8.33%. Algunos bancos anuncian un rendimiento anual incluso mas
alto que el que se obtiene con composicion contintia. Esto se logra al calcular una tasa de
interés diaria con el uso de un afio nominal de 360 dias y luego al componer esta tasa a lo
largo del afio natural real. (1)

Al aplicar este método para una tasa de interés r, e ignorar los afos bisiestos, se encuentra
que

S(t) =5 (1+ L)%St (14)

360

En la tltima columna de la tabla 1.6.1 se dan los resultados de la ecuacion (14), para una tasa
de interés del 8%. Obsérvese que el rendimiento anual efectivo es del 8.45%.

Si se vuelve ahora al caso de la composicion continua, supdngase que ademas de la
acumulacién de interés pueden hacerse depdsitos o retiros. Si se supone que los depdsitos o
retiros» se efectlian con una cuota constante k, entonces la (10) se sustituye por

dS/dt = Rs + k, (15)
En donde k es positiva para los depdsitos y negativa para los retiros.
La solucién general de la (15) es
S(t) = ce™ — (k/r),

En donde c es una constante arbitraria. Para satisfacer la condicién inicial (11) debe elegirse
¢ =Sy + (k/r). Por tanto, la solucion del problema con valor inicial (15), (11) es

S(t) = See™ + (k/r)(e™ — 1). (16)

El primer término de la expresion (16) es la parte de S(t) debida al interés pagado sobre la
cantidad inicial Sy, mientras que el segundo es la parte debida a la cuota de depdsito o retiro
k.

Lo atractivo de plantear el problema de esta manera general, sin valores especificos de S,
0 k, reside en la generalidad de la formula resultante (16) para S(t). Con esta formula es facil
comparar los resultados de diferentes programas de inversién o tasas de interés.

Por ejemplo, supdngase que se abre una cuenta individual de retiro (CIR) a la edad de 25
afios, con una inversion inicial de $ 2000 y que, a partir de ese momento se efectian depdsitos
anuales de $2 000, de manera continua. Si se supone una tasa de interés del 8%, ¢cual sera el



balance de la CIR a la edad de 65 afios? Se tiene S, = $2000, r = 0.08 y k = $2000, y se
desea determinar S(40). Con base en la ecuacion (16), se tiene

S(40) = (2000)e32 + (25 000) (e3> — 1)
= $49 065 + $588 313 = 637 378

Es interesante observar que la cantidad total invertida es de $ 82 000, de modo que la cantidad
restante de $555 378 resulta del interés acumulado. (1)

|
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Mezclas En el instante t = 0, un tangue contiene Q, [b de sal disueltas en 100 gal de agua;
ver la figura 1.6.1. Supongase que al tanque esta entrando agua que contiene % [b de
sal*galon, a razén de 3 gal/min, y que la solucidn bien revuelta esta saliendo del tanque
con la misma rapidez. Encontrar una expresion para la cantidad de sal Q(t) que hay en el
tanque en el instante ¢.

La razén de cambio de la sal en el tanque, en el instante t, Q'(t), debe ser igual a la razén a
la que la sal entra al tanque menos la razon a la que sale. La razon a la que la sal entra es %
Ib/gal multiplicado por 3 gal/min. La razén a la que la sal sale es (Q(t)/100) lb/gal
multiplicado por 3 gal/min; por tanto,

3

Q'(t) =2——=Q(t) (17)

Es la ecuacidn diferencial que rige este proceso. La ecuacién (17) es lineal y su solucion
general es

Q(t) = 25 + ce 003t (18)
En donde c es arbitraria. A fin de satisfacer la condicion inicial
Q(0) = Qo (19)
Debe tomarse ¢ = Q, — 25; de donde,
Q(t) = 25(1 — e7003¢) 4 Q=002 (20)

El segundo término del segundo miembro de (20) representa la porcion de la sal original que
resta en el tanque en el instante t. Este término se hace muy pequefio con el transcurso del
tiempo, a medida que la solucion original se extrae del tanque.



1
3 gal/min, 7 3 Ib/gal

3 gal/min

Figura 1.6.1 Tanque de agua del ejemplo 3.
Fuente: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. Cuarta edicion. Pdg. 56.

El primer término del segundo miembro de (20) da la cantidad de sal que hay en el tanque en
el instante ¢ debido a la accién de los procesos de flujo. A medida que t crece, este término
tiende al valor constante de 25 (libras). (1)

e ——————————————————— 1
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Determinacién del momento de la muerte! En la investigacion de un homicidio o una
muerte accidental, a menudo es importante estimar el momento de la muerte. A continuacion
se describe un método matematico para enfocar este problema.

A partir de observaciones experimentales se sabe que, con una exactitud satisfactoria en
muchas circunstancias, la temperatura superficial de un objeto cambia con una razon
proporcional a la diferencia entre la temperatura del objeto y la de su entorno (temperatura
ambiente). Esto se conoce como ley de Newton del enfriamiento. Por tanto, si 8(t) es la
temperatura del objeto en el instante t y T es la temperatura ambiente constante, entonces 6
debe satisfacer la ecuacion diferencial lineal

do/dt = —k(0 —T) (21)

! Consultese la obra de J. F. Hurley, “An Application of Newton’s Law of Cooling”, Mathematics Teacher 67
(1974), pp. 141-142 y la de David A. Smith, “The Homicide Problem Revisited”, The Two Year College
Mathematics Journal 9 (1978), pp. 141-145.



En donde k > 0 es una constante de proporcionalidad. El signo negativo de la ecuacion (21)
se debe al hecho de que si el objeto esta mas caliente que su entorno (6 > T), entonces se
enfriara con el tiempo. De donde, d8/dt < 0 cuando 6—T>0.

Supdngase ahora que en el instante t = 0 se descubre un cadaver y que su temperatura es 6.
Se supone que en el instante del fallecimiento t, la temperatura del cuerpo 6, tenia el valor
normal de 98.6°F, o sea 37°C. Si se supone que la ecuacion (21) es valida en esta situacion,
entonces la tarea es determinar t.

La solucién de la ecuacién (21) sujeta a la condicién inicial 8(0) = 6, es

O(t) =T + (6, — T)e™*¢ (22)

Sin embargo, la razéon de enfriamiento k que aparece en esta expresion hasta ahora
desconocida. Es posible determinar k al hacer una segunda medicion de la temperatura del
cuerpo en algun instante posterior t,; supongase que 6 = 6, cuando t = t;. Al sustituir estos
valores en (22) se encuentra que

91_T= (QO_T)BA_ktl

Por lo cual
1 6,-T
k=——In
t, 6, —T

En donde 6,, 8,, T y t, son cantidades conocidas.

(23)

Por ultimo, para determinar t,; se sustituye t = t; y 68 = 8, en la ecuacién (22) y luego se
despeja t,; se obtiene

1 6,-T (24)

t, =—Eln

En donde k esta dada por la ecuacion (23).

Por ejemplo, supdngase que la temperatura del cadaver es de 85°F cuando es descubierto,
que dos hora més tarde su temperatura es de 74°F y que la temperatura ambiente es de 6 8
°F, entonces, por la ecuacion (23),

74 — 68

1
ke=—-7Ings %8

~ 0.5207 h

Y por la (24),



1| 98668
05207 " 85— 68

De donde se concluye que el cuerpo se descubrié aproximadamente 1 hr. 8 min. Después del
fallecimiento. (1)

~ 1.129 h

td:

|

Problemas I— ——

1. El is6topo radiactivo plutonio 241 decae de forma que se satisface la ecuacién
diferencial
dQ/dt = —0.0525Q
En donde Q se mide en miligramos y t en afios.
a. Determine la vida media t del plutonio 241.
b. Sien este momento se cuenta con 50 mg de plutonio, ¢cuénto quedara en 10 afios?

2. El einstenio 253 decae con una rapidez proporcional a la cantidad que se tenga.
Determine la vida media t si este material pierde un tercio de su masa en 11.7 dias.

3. El radio 226 tiene una vida media de 1620 afios. Encuéntrese el periodo en el que un
cuerpo de este material se reduce a tres cuartas partes de su tamafio original.

4. Suponga que inicialmente se encuentran 100 mg de torio 234 en un recipiente cerrado
y que a éste se le agrega torio 234 con una rapidez constante de 1 mg/dia.

a. Halle la cantidad Q(t) de torio 234 que hay en el recipiente en cualquier instante.
Recuerde que, en el ejemplo 1, se encontro la razdn de decaimiento para el torio
234.

b. Halle la cantidad limite Q, de torio 234 que existiria en el recipiente cuando t —
0,

c. ¢Cuéanto tiempo debe transcurrir antes de que la cantidad de torio 234 en el
recipiente disminuya hasta ser 0.5 mg como maximo mas del valor limite Q,?

d. Si al recipiente se le agrega torio 234 con una rapidez de k mg/dia, encuentre el
valor de k que se requiere a fin de mantener un nivel constante de 100 mg de torio
234.

5. Determinacion de fechas por radiocarbono. Un instrumento importante en la
investigacion arqueoldgica es la determinacion de fechas por radiocarbono, que es un
medio para determinar la antigtiedad de ciertos restos de madera y plantas y, por tanto,
de huesos humanos o de animales o artefactos encontrados a la misma profundidad.
El procedimiento fue desarrollado por el quimico estadounidense Willard Libby
(1908-1980) a principios de la década de 1950, por lo que fue galardonado con el



Premio Nobel de Quimica en 1960. La determinacién de fechas por radiocarbono se
basa en el hecho de que algunos restos de madera o plantas, siguen conteniendo
cantidades residuales de carbono 14, un isétopo radiactivo del carbono. Este is6topo
se acumula durante la vida de la planta y comienza a decaer a la muerte de ésta. Como
la vida media del carbono 14 es larga (aproximadamente de 5.568 afios?), después de
muchos miles de afios permanecen cantidades mensurables de carbono 14. Libby
demostro que si incluso esta presente una diminuta fraccion de la cantidad original de
carbono 14, entonces por medio de mediciones adecuadas de laboratorio puede
determinarse con exactitud la proporcion de la cantidad original de carbono 14 que
resta. En otras palabras, si Q(t) es la cantidad de carbono 14 en el instante t y Q, €s
la cantidad original, entonces puede determinarse la razén Q(t)/Q,, por lo menos si
esta cantidad no es demasiado pequefia. Las técnicas de medicion actuales permiten
la aplicacion de este método para periodos de hasta alrededor de 100.000 afios,
después de los cuales la cantidad de carbono 14 restante es de sélo poco més 0 menos

4 x 1076 de la cantidad original.

a) Si supone que Q satisface la ecuacion diferencial Q' = —rQ, determinar la
constante de decaimiento r para el carbono 14.

b) Halle una expresion para Q(t) en cualquier instante t, si Q(0) = Q,.

c) Suponga que se descubren ciertos restos en los que la cantidad residual presente
de carbono 14 es el 20% de la cantidad original. Determine la antigliedad de estos
restos.

6. Suponga que se deposita una suma S, en un banco que paga interés a una tasa anual
r, compuesto continuamente.

a. Halle el tiempo T necesario para duplicar el valor de la suma original, como una
funcion de la tasa de interés r.

Determine T sir = 7%.
Encuentre la tasa de interés que debe pagarse si la inversion inicial tiene que
duplicarse en ocho afos.

7. Una persona joven sin capital inicial invierte k dolares anuales a una tasa de interés
anual r. Suponga que las inversiones se hacen continuamente y que el interés también
se compone de manera continua.

a. Determine la suma S(t) acumulada en cualquier instante t.

b. Sir = 7.5%, determine k de modo que se disponga para su retiro de un millon
de dolares en 40 afios.

2 La vida media internacionalmente aceptada del carbono 14 es 5568+ 30 afios, segun se indica en la
McGraw-HillEncyclopedia of Science and Technology (5a ed.) (New York: McGraw-Hill, 1982), Yol. 11, pp.
328-335.



8.

10.

11.

12.

13.

c. Sik = $2000 anuales, determine la tasa de interés r que debe obtenerse a fin de
contar con un millén de délares disponibles en 40 afios.
Sugerencia: Aplique el método de Newton o algun otro procedimiento numérico
apropiado en el inciso c).
El efecto de un pequefio cambio en la tasa de interés puede ser sustancial para un
plazo largo de inversion. Confirme lo anterior al calcular el resultado del programa
de inversion CIR del ejemplo 2 sia) r = 7.5%; b) r = 9%.
Una persona solicita un préstamo de $8.000 para comprar un automovil. El
prestamista carga el interés a una tasa anual del 10%. Si se supone que el interés se
compone de manera continua y que el deudor efectlia pagos continuamente con una
cuota anual constante k, determine la cuota de pago k necesaria para cubrir el adeudo
en tres afios. Determine también cuénto interés se paga durante el periodo de tres
afnos.
El comprador de una casa no puede pagar mas de $800 mensuales por la hipoteca.
Suponga que la tasa de interés es de 9% y que el término de la hipoteca es de 20 afios.
Suponga que el interés se compone continuamente y que también los pagos se hacen
en la misma forma.
a. Determine la cantidad méaxima que este comprador puede solicitar en préstamo.
b. Determine el interés total que se paga durante el término de la hipoteca.
¢Cdémo varian las respuestas del problema 10 si el término de la hipoteca es de 30
afnos?
Un jubilado tiene invertida una suma S(t) de modo que obtenga interés a una tasa
anual r, compuesto continuamente. Los retiros para sus gastos se hacen a razon de k
dolares anuales; suponga que los retiros se hacen continuamente.
a. Siel valor inicial de la inversion es S,, determinese S(t) en cualquier momento.
b. Si se supone que S, y r son fijos, determine la cuota de retiro k, a la que S(t)
permanecera constante.
c. Si k sobrepasa el valor k, hallado en el inciso b), entonces S(t) disminuira y,
finalmente, sera cero. Encuentre el tiempo T en el que S(t) = 0.
Determine T sir = 8% Yy k = 2k,.
Suponga que una persona que se jubila con un capital S, desea retirar fondos a
una cuota anual k por no méas de T afios. Determine la cuota méaxima posible de
retiro.
Suponga que la poblacion de la Tierra cambia con una rapidez proporcional a la
poblacién actual. (En la seccion 1.7 se considera una hipotesis mas exacta referente
al crecimiento de la poblacion.) Ademas, se estima que en el instante t = 0 (1650 de
nuestra era), la poblacion de la Tierra era de 600 millones (6.0 x 108); en el instante
t =300 (1950 D.C.), la poblacion era de 2.8 miles de millones (2.8 x 10°).
Encuentre una expresion que dé la poblacion de la Tierra en cualquier instante. Si se



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

supone que la poblacion maxima que la Tierra puede sostener es de 25 miles de
millones (2.5 x 1019), ;cuando se alcanzara este limite?

Suponga que la temperatura de una taza de café obedece la ley de Newton del
enfriamiento. Si el café tiene una temperatura de 200°F cuando acaba de servirse y
un minuto después se ha enfriado hasta 190°F en un recinto cuya temperatura es de
70°F, determine cuando el café alcanza una temperatura de 150°F.

Encuentre el intervalo entre el momento de la muerte y el instante en que se descubre
un cadaver, si las circunstancias son las mismas que las del ejemplo 4, excepto que la
temperatura ambiente es de 32°F.

Suponga que, a medianoche, se descubre un cuerpo con una temperatura de 85°F, y
que la temperatura ambiente es constante de 70°F. El cuerpo se envia rapidamente
(suponga que instantaneamente) a la morgue, en donde la temperatura ambiente se
mantiene a 40°F. Al cabo de una hora se encuentra que la temperatura del cuerpo es
de 60°F. Estime el momento de la muerte.

Suponga gue una gota de lluvia esférica se evapora con una rapidez proporcional a su
area superficial. Si originalmente su radio mide 3 mm y media hora después se ha
reducido hasta 2 mm, encuentre una expresion para calcular el radio de la gota de
[luvia en cualquier instante.

Inicialmente un tanque contiene 120 litros de agua pura. Al tanque entra a razon de 2
litros/min, una mezcla que contiene una concentracion de yg/litro de sal y la mezcla
bien revuelta sale del tanque a la misma razon. Encuentre una expresion en términos
de y para la cantidad de sal en el tanque en cualquier instante ¢t. Halle también la
cantidad limite de sal en el tanque t — co.

Considere un tanque usado en ciertos experimentos de hidrodindmica. Después de
realizar un experimento, el tanque contiene 200 litros de una solucién de colorante
con una concentraciéon de 1 g/litro. A fin de preparar el siguiente experimento, el
tanque debe lavarse con agua limpia que fluye a razén de 2 litros/min y la solucion
bien revuelta sale a la misma razon. Halle el tiempo que transcurrird antes de que la
concentracion de colorante en el tanque alcance el 1% de su valor original.

Un tanque contiene originalmente 100 gal de agua limpia; a continuacion se vierte en
el tanque agua que contiene %2 Lb de sal por galon, a razén de 2 gal/min y se deja que
la mezcla abandone el tanque a la misma razon. Al cabo de 10 minutos se detiene el
proceso y se introduce al tanque agua limpia a razon de 2 gal/min y nuevamente se
deja que la mezcla abandone el tanque a la misma razon. Encuentre la cantidad de sal
en el tanque al cabo de 20 minutos.




1.7 Dinamica de poblaciones y algunos problemas relacionados

En varias aplicaciones, que van desde la medicina hasta la ecologia y hasta por la economia
global, resulta conveniente predecir el crecimiento o descenso de la poblacidn de una especie
dada. En diferentes situaciones puede haber interés en una poblacion de bacterias, insectos,
mamiferos o incluso de personas. El propdsito principal de esta seccion es mostrar como es
posible aplicar métodos geometricos para obtener informacion cualitativa importante
directamente de la ecuacién diferencial, sin resolverla. Esto lleva de inmediato a los muy
importantes conceptos de estabilidad e inestabilidad de las soluciones de las ecuaciones
diferenciales.

Crecimiento exponencial. Sea N(t) la poblacion de la especie dada en el instante t. La
hipotesis mas simple referente a la variacion de N(t) es que la razén de cambio de N es
proporcional® al valor actual de N, es decir,

dN/dt = rN 1)

En donde r es la constante de proporcionalidad. La constante r se denomina razén de
crecimiento o disminucion, dependiendo de si es positiva 0 negativa. Si r < 0, entonces el
problema matematico es el mismo que el correspondiente al decaimiento radiactivo que se
analizo en la seccion 1.6. Aqui se supone que r > 0, de modo que la poblacidn esta creciendo.

Al resolver la ecuacion (1) sujeta a la condicion inicial
N(0) = No )
Se obtiene

N(t) = Noe™* (3)

3 Aparentemente fue el economista britdnico Tomas Malthus (1766 -1834) quien primero observd que
muchas poblaciones bioldgicas crecen a una razén proporcional a la poblacién. Su primer articulo sobre
poblaciones aparecid en 1798.
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Figura 1.7.1 Crecimiento exponencial: N contra t para dN/dt = rN.
Fuente: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. Cuarta edicién. Pdg. 72.

Por tanto, el modelo matematico que consta del problema con valor inicial (1), (2) conr > 0
predice que la poblacion crecera exponencialmente durante todo el tiempo, como se muestra
en la figura 1.7.1. En condiciones ideales, se ha observado que la (3) es razonablemente
exacta para muchas poblaciones, al menos para periodos limitados. Sin embargo, resulta
evidente que estas condiciones ideales no pueden continuar de manera indefinida; llega el
momento en que las limitaciones de espacio, abastecimiento de alimentos u otros recursos
reducen el indice de crecimiento y hacen que termine el crecimiento exponencial no inhibido.

1)

Crecimiento logistico. Para tomar en cuenta el hecho de que la tasa de crecimiento en
realidad depende de la poblacién, en la ecuacion (1) se reemplaza la constante » por una
funcion f(N), con lo que se obtiene la ecuacion modificada

dN/dt = f(N)N. (4)

Ahora se desea elegir f(N) de modo que f(N) =r > 0 cuando N sea pequeiio, f(N)
decrezca cuando N aumenta, y f(N) < 0 cuando N sea suficientemente grande. La funcion
mas sencilla que tiene estas propiedades es f(N) = r — aN, en donde a también es una
constante positiva. Si se usa esta funcién en la (4), se obtiene

dN/dt = (r —aN)N. (5)

La ecuacion (5) se conoce como ecuacion de Verhulst* o ecuacion logistica. A menudo
resulta conveniente escribir la ecuacién logistica en la forma equivalente

4 P. F. Verhulst (1804-1849) fue un matematico belga que introdujo la ecuacién (5) como modelo para el crecimiento
de la poblacién humana, en 1838; lo mencion6 como crecimiento logistico, por lo cual (5) a menudo se le denomina
ecuacion logistica. No pudo probar la exactitud de su modelo debido a los datos inadecuados de censo, y no se le presté
mucha atencién hasta muchos afios después. R. Pearl (1930) demostré que existia una concordancia razonable con los



LI

dNidt 4. (K/2 rK/i4)

Ki4 ™

| —> S
Kj2 K

L

Figura 1.7.2 dN /dt contra N para dN/dt =r(1 — N/K)N.
Fuente: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. Cuarta edicion. Pdg. 72.

En donde K = r/a. La constante r se denomina razon de crecimiento intrinseco, es decir, la
razon de crecimiento en ausencia de todo factor limitante. Un poco mas adelante se aclarara
la interpretacion de K.

La solucion de la ecuacion logistica (6) puede encontrarse facilmente por el método de
separacion de variables®, y la solucion se obtendra un poco después. Sin embargo, ahora se
mostrara que al aplicar un razonamiento geométrico es posible descubrir directamente las
caracteristicas principales de la solucion a partir de la propia ecuacién diferencial sin
resolverla. Esto es importante porque a menudo pueden aplicarse los mismos métodos en
ecuaciones mas complicadas, cuyas soluciones son mas dificiles de obtener.

En la figura 1.7.2 se muestra la gréfica de dN/dt contra N, en donde dN /dt esta dada por
el segundo miembro de la ecuacién (6). La gréfica es una parabola que se intersecta con el
eje N en (0,0) y (k,0), y con vertice en (k/2,7k/4). Para0 < N < K se ve que dN /dt >
0y, por lo tanto N es una funcion creciente de t; esto se indica por la flecha que apunta hacia
la derecha cerca del eje N. De manera semejante, si N > K, entonces dN /dt < 0; de donde,
N (t) es decreciente, como se indica por la flecha que apunta hacia la izquierda. SIN =00
N = K, entonces dN /dt = 0 y N(t) no cambia. Las soluciones constantes N = ¢,(t) = 0
y N = ¢,(t) = K soluciones de equilibrio; a las cuales corresponden los puntos N =0y
N = K del eje N que se denominan puntos de equilibrio o puntos criticos.

datos experimentales para las poblaciones de Drosophila melanogaster (mosca de la fruta), asi como G. F. Gause (1935)
para poblaciones de Paramecium y Tribolium (escarabajos de la harina).

> La ecuacion logistica también es una ecuacién de Bernoulli.



A continuacion se desea trazar las graficas de las soluciones N(t) contrat para t >0,
N > 0y para diferentes valores iniciales N(0). Con este fin resulta util conocer la relacién
entre las propiedades de la gréfica de dN /dt contra N y las de la gréfica de N contra t para
cualquier ecuacion de la forma

dN/dt = F(N)

En la tabla 1.7.1 se resume esta informacion. La explicacion de las entradas de la tabla 1.7.1
es la siguiente: la grafica de N(t) contra t es creciente o decreciente, dependiendo de si
dN /dt es positiva o negativa. Para investigar la concavidad, ndtese que si dN /dt es positiva,
entonces N y t crecen o decrecen simultaneamente. Por consiguiente, si dN /dt es positiva y
creciente como funcion de N, entonces también es creciente como funcién de t, y la gréafica
de N contra t es concava hacia arriba. De manera semejante, si dN/dt es positiva y
decreciente, entonces la gréafica de N contra t es concava hacia abajo. (1)

SidN/dt [o F(N)] es | entonces N(t) es

Positiva y creciente Creciente y concava hacia arriba \__,./
Positiva y decreciente Creciente y concava hacia abajo Y

Negativa y creciente Decreciente y céncava hacia abajo |~
Negativa y decreciente Decreciente y cdncava hacia arriba A

Tabla 2 Relacidn entre las grdficas de dN /dt contra N y de N contra t, respectivamente.

La situacion se invierte si dN /dt es negativa, porque entonces N decrece cuando t crece y
viceversa. Por lo tanto si dN/dt es negativa y creciente como funcion de N, entonces es
decreciente como funcién de t y la grafica de N contra t es concava hacia abajo. De manera
semejante, si dN/dt es negativa y decreciente, entonces la grafica de N contra t es concava
hacia arriba.

Estos resultados significan que las graficas de las soluciones de la ecuacion (6) deben tener
la forma general que se indica en la figura 1.7.3, sin importar los valores de r y K. Las rectas
horizontales son las soluciones de equilibrio ¢,(t) =0y ¢,(t) =K.

En la figura 1.7.2 se nota que dN /dt es positivay creciente para 0 < N < K/2, de modo que
alli, la grafica de N(t) es creciente y concava hacia arriba. De modo semejante, dN /dt es
positiva y decreciente para K/2 < N < K, de modo que, en este intervalo, la grafica de N(t)
es creciente y cdncava hacia abajo. Por tanto, las soluciones que se inician por debajo de K /2
tienen la forma de S o caracter sigmoide que se muestra en la figura 1.7.3. Por otra parte,
para N > K, dN /dt es negativa y decreciente, de modo que, para estos valores de N, la
gréafica de N (t) es decreciente y concava hacia arriba.



Por ultimo, recuérdese que el teorema 1.5.1, el teorema fundamental de existencia y unicidad,
garantiza que dos soluciones distintas jamas pasan por el mismo punto. De donde, aunque
las soluciones tienden a la solucion de equilibrio N = K cuando t — oo, no alcanzan este
valor en ningun tiempo finito. Dado que K es la cota superior a la que se tiende, pero que no
se sobrepasa, al crecer las poblaciones que se inician por debajo de este valor, es natural
referirse a K como el nivel de saturacion, o como la capacidad cinegética del ambiente,
para la especie dada. (1)

NA

bo(1) =K\

K/2

S
e

!

Figura 1.7.3 Crecimiento logistico: N contra t para dN/dt =r(1 — N/K)N.
Fuente: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. Cuarta edicion. Pdg. 74.

Una comparacioén de las figuras 1.7.1 y 1.7.3 revela que las soluciones de la ecuacién no
lineal (6) son sorprendentemente diferentes de las de la ecuacion (1), al menos para grandes
valores de t. A pesar del valor de K, es decir, sin importar cuan pequefio sea el término no
lineal de (6), sus soluciones tienden a un valor finito cuando t — oo, mientras que las
soluciones de (1) crecen (exponencialmente) sin cota cuando t — oo. Por tanto, incluso un
término no lineal diminuto en la ecuacion diferencial tiene un efecto decisivo en la solucion,
para t grande.

En muchas situaciones basta con tener la informacion cualitativa acerca de la solucion N(t)
de la ecuacion (6) que se muestraen la figura 1.7.3. Se recalca que esta informacion se obtuvo
por completo a partir de la grafica de dN /dt contra N y sin resolver la ecuacion diferencial
(6). Sin embargo, si se desea tener una descripcion mas detallada del crecimiento logistico -
por ejemplo, si se desea conocer al valor de la poblacion en algin instante especifico- es



necesario resolver la ecuacion (6) sujeta a la condicion inicial (2). En el supuesto de que N #
0y N # K (6) puede escribirse en la forma

(1 PR A )dN— dt
NTT—n/k) TR
Al aplicar un desarrollo en fracciones parciales en el primer miembro, se tiene
dN — o dt

(1-N/K)N %

Luego, al integrar ambos miembros se obtiene
N
1n|N|—1n‘1—5‘=Tt+c (7)

En donde ¢ es una constante arbitraria de integracion que debe determinarse con base en la
condicion inicial N(0) = N,. Yase hizo notar que si 0 < N, < K, entonces N (t) permanece
en este intervalo todo el tiempo. Por consiguiente, en este caso es posible eliminar las barras
de valor absoluto en la (7) y, al tomar la exponencial de ambos miembros, se encuentra que

N _C rt
1-(N/K)  °°
N _C rE
1- (N/K)

En donde C = e€. Para satisfacer la condicion inicial N(0) = N,, es necesario elegir C =
Ny/[1 — (N/K)]. Si se usa este valor de C en (8) y se despeja N, se obtiene

N, K
Ny+ (K—Nye™

N(t) = ©)

La solucion (9) se obtuvo a partir de la hipétesis de que 0 < Ny < K. Si NQ > K, entonces
los detalles para tratar la ecuacion (7) difieren s6lo un poco, y se deja al estudiante que
demuestre que la (9) también es valida en este caso. Por ultimo, notese que (9) también
contiene las soluciones de equilibrio N = ¢,(t) =0y N = ¢,(t) = K correspondientes
a las condiciones iniciales Ny = 0y N, = K, respectivamente.

Todas las conclusiones cualitativas a las que se llegé antes mediante un razonamiento
geométrico pueden confirmarse al examinar la soluciéon (9). En particular, si N, = 0,



entonces la (9) requiere que N(t) = 0 para toda t. Si N, > 0 y si en la (9) se hace t - oo,
entonces se obtiene

Por tanto, para cada N, > 0 la solucién tiende asintoticamente a la solucion de equilibrio
N = ¢,(t) = K (de hecho, lo hace exponencialmente) cuando t — co. De donde, se dice que
la solucion constante ¢, (t) = K es una solucion asintéticamente estable de la ecuacion (6),
o que el punto N = K es un punto de equilibrio asintéticamente estable o punto critico. Esto
significa que despueés de un tiempo largo la poblacion esta proxima al nivel de saturacion K,
sin importar el tamafio inicial de la poblacion, en tanto sea positivo. (1)

Ejemp|0 | e——

Se ha aplicado el modelo logistico al crecimiento natural de la poblacion de hipoglosos en Il
ciertas regiones del Océano Pacifico®. Sea N(t), medida en kilogramos, la masa total, o
biomasa, de la poblacién de hipoglosos en el instante t. Se estima que los pardametros de la
ecuacion logistica tienen los valores r = 0.71/afio y K = 80.5x106 kg. Si la biomasa
inicial es N, = 0.25K, encontrar la biomasa dos afios después. También, hallar el tiempo ©
para el que N(t) = 0.15K.

NIK &

15 =
1.25 -—\
y
0.75
0.5

0.25

' —
2 T 4 6 ]

Figura 1.7.4 N /K contra t para el modelo de poblacidn de hipoglosos en el Océano Pacifico.
Fuente: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. Cuarta edicion. Pdg. 74.

¢ Una buena fuente de informacién sobre la dindmica de las poblaciones y los aspectos econémicos relativos
al T hacer un uso eficiente de un recurso renovable, con especial atencién a la pesca, es el libro de Clark (ver
la bibliografia al final). Los valores de los parametros que se usan en este ejemplo se dan en la pagina 48 de
este libro y fueron obtenidos como resultado de un estudio efectuado por M. S. Mohring.



Es conveniente reducir la solucién (9) a escala de la capacidad de portacion K; por tanto, la

ecuacion (9) se escribe en la forma

N(t) Ny /K
K (No/K)+[1— (Ny/K)]e™™

Al usar los datos dados en el problema se encuentra que

N(2) 0.25

K~ 025+ 0750 12 = 0->797:

Como consecuencia, N(2) = 46.7 x 10° kg.
Para hallar T primero puede despejarse en la (10); se obtiene

e _ (No/KO[1 = (N/K)]
(/KL= (No/K)]

De donde,
(Nufﬁ’][l— (N/K)]
(fof][l— (No/K)]

Al usar los valores dados de r y N, /K y hacer N/K = 0.75, se encuentra que

~ L 029)028) 1
T 7071 1(0.75)(0.75) T 071 0 T 2P 4nos:

(10)

(11)

En la figura 1.7.4 se muestran las graficas de N(t) contra t para los valores dados de los

parametros y para varias condiciones iniciales.

dN/dt 1

—T/4

(T/2, —rT/4)

Figura 1.7.5 dN /dt contra N paradN/dt = —r(1 = N/T)N.

Fuente: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. Cuarta edicion. Pdg. 78.



Un umbral critico. Considérese ahora la ecuacion

2B

En donde r y T son constantes positivas dadas. Obsérvese que (excepto por la sustitucion del
parametro K por T, esta ecuacion solo difiere de la ecuacion logistica (6) por la presencia
del signo negativo en el segundo miembro. Sin embargo, como se verd, las soluciones de la
ecuacion (12) se comportan de manera muy diferente a las de la (6).

Para la ecuacion (12), la grafica de dN/dt contra N es la parabola que se muestra
en la figura 1.7.5. Las intersecciones con el eje N son los puntos criticos N =0y
N =T, correspondientes a las soluciones de equilibrio ¢;(t) =0y ¢,(t) =T.Si 0<
N < T, entonces dN/dt < 0y N(t) decrece cuando t aumenta. Por otra parte, si N > T,
entonces dN/dt > 0y N(t) crece cuando t aumenta. Por tanto, ¢, (t) = 0 es una solucién
de equilibrio asintoticamente estable ¢, (t) = T es inestable. Ademas, dN /dt es decreciente
para 0 < N < T/2 y creciente para T/2 < N < T, de modo que la gréafica de N(t) es
céncava hacia arriba y concava hacia abajo, respectivamente, en estos intervalos (ver la tabla
1.7.1). Asimismo, dN /dt es creciente para N > T, de modo que la grafica de N(t) también
es concava hacia arriba alli. Al usar toda la informacion obtenida de la figura 1.7.5, se
concluye que las graficas de las soluciones de la ecuacion (12), para valores diferentes de N,
deben tener la apariencia cualitativa que se muestra en la figura 1.7.6. Con base en esta figura
resulta evidente que cuando el tiempo crece, N (t) tiende a cero o crece sin cota, dependiendo
de si el valor inicial N, es menor o mayor que T. Por tanto, T es un nivel de umbral, por
debajo del cual no ocurre crecimiento.

NA

r/i2

Figura 1.7.6 contra t paradN/dt = —r(1 — N/T)N
Fuente: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. Cuarta edicion. Pdg. 78



Las conclusiones a las que se llega mediante razonamiento geométrico pueden confirmarse
si se resuelve la ecuacion diferencial (12). Esto puede hacerse al separar las variables e
integrar, precisamente como se hizo para la ecuacion (6). Sin embargo, si se nota que (12)
puede obtenerse de (6) al sustituir K por T y r por —r, entonces es posible efectuar las mismas
sustituciones en la solucién (9) y obtener

N,T (13)

Que es la solucion de (12) sujeta a la condicion inicial N(0) = Nj.

Si N, < T, entonces de la (13) se concluye que N(t) — 0 cuanto t — oo. Esto concuerda con
el analisis geomeétrico cualitativo. Si N, > T, entonces el denominador del segundo miembro
de (13) es cero para cierto valor finito de t. Se denota este valor por t = y se calcula a partir
de

NO - (NO - T)ert* = 0,
Lo que da
(14)

Por tanto, si la poblacion inicial Ny, esta por arriba del umbral T, entonces el modelo de
umbral predice que la grafica de N(t) tiene una asintota vertical en t = t*; en otras palabras,
la poblacion se vuelve no acotada en un tiempo finito, que depende del valor inicial N, y del
valor de umbral T. Con base en el analisis geométrico no resultaron evidentes la existencia
ni la ubicacién de esta asintota, de modo que en este caso la solucion explicita da lugar a
importante informacién adicional cualitativa, asi como cuantitativa.

Crecimiento logistico con un umbral. Como se mencion6 en la Ultima subseccion, puede
ser necesario modificar el modelo de umbral (12) de modo que no ocurra crecimiento no
acotado cuando N esté arriba del umbral T. La manera méas simple de lograrlo es con la
introduccién de otro factor que tendra el efecto de hacer a dN/dt negativa cuando N es
grande. Por tanto, se considera

e (D

Endonder >0y0<T<K.



En la figura 1.7.7 se muestra la grafica de dN/dt contra N. En este problema existen tres
puntos criticos: N =0, N=T y N = K, correspondientes a las soluciones de equilibrio
¢,(t) =0,¢9,(t) =Ty ¢p;(t) = K, respectivamente. Con base en la figura 1.7.7 es evidente
que dN/dt >0 paraT < N < K vy, por consiguiente, N(t) es creciente alli. La inversa es
cierta para N < T y para N > K. Como consecuencia, las soluciones de equilibrio ¢,(t) y
¢ (t) son estables y la solucién ¢, (t) es inestable. Las gréaficas de N(t) contra t tienen el
aspecto cualitativo que se muestra en la figura 1.7.8. Si N se inicia por debajo del umbral T,
entonces N decrece hasta su extincion final. Por otra parte, si N se inicia por arriba de T,
entonces N (t) terminara por tender a la capacidad de portacion K. Los puntos de inflexion
de las gréficas de N(t) contra t de la figura 1.7.8 corresponden a los puntos maximo y
minimo, N, y N,, respectivamente, de la grafica de dN /dt contra N de la figura 1.7.7. Estos
valores pueden obtenerse al derivar con respecto a N el segundo miembro de la ecuacion
(15), igualar el resultado a cero y despejar N. Se obtiene

Ni,=(K+T+K2—KT +T?/3, (16)
En donde el signo positivo da lugar a N; y el signo negativo, a N, (1).

N A

baft) =K\

Goft) =T
, 7

.
-

I

Figura 1.7.8 N contra t paradN/dt = —r(1 - N/T)(1 — N/K)N.
Fuente 1Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. Cuarta edicién. Pdg. 80.



Problemas s .

En cada uno de los problemas del 1 al 6, trace la grafica de dN/dt contra N;
determine los puntos criticos (de equilibrio) y clasifique cada uno como estable o
inestable.

1.

o0 hkowd

dN/dt = aN +bN? a>0, b>0, Ny;=0

dN/dt =aN +bN? a>0, b>0, —0<Ny<o©
dN/dt = N(N = 1)(N —2), Ny =0
dN/dt =eVN -1, —oo<Ny<
dN/dt=eN -1, —o<N,<»
dN/dt = —2(arctan N)/(1 + N?), —o0 <N, <
N 4 N

,”//( d(t) = k
N o =k %

>
4

(a) b}
Figura 1.7.9 En los dos casos la solucidn de equilibrio ¢ (t) = k es semiestable.
a)dN/dt < 0;b)dN/dt = 0.

%

)

-

Soluciones de equilibrio semiestable. Algunas veces una solucion de
equilibrio constante tiene la propiedad de que las soluciones que estan hacia
uno de los lados de la solucidén de equilibrio tienden hacia ésta, en tanto que
las soluciones que se encuentran en el otro lado se alejan de ella (ver la
figura 1.7.9); en este caso, se dice que la solucion de equilibrio es
semiestable.

a) Considere la ecuacion

dN/dt = k(1 — N)?, @)

En donde k es una constante positiva. Demuestre que N =1 es el Unico
punto critico, con la solucién de equilibrio correspondiente ¢(t) = 1.



b) Trace la gréfica de dN/dt contra N. Demuestre que N es creciente como
funcion de t, para N < 1 y también para N > 1. Por tanto, las soluciones
gue estan debajo de la solucion de equilibrio tienden a ésta, mientras que
las que estan arriba crecen alejandose de ella. De donde, ¢(t) =1 es
semiestable.

c) Resuelva la ecuacion (i) sujeta a la condicion inicial N(0) = N, y confirme
las conclusiones a las que se llegé en el inciso b).

En cada uno de los problemas del 8 al 13, trace la gréafica de dN/dt contra N y
determine los puntos criticos (de equilibrio). Clasifique también cada punto de
equilibrio como estable, inestable o semiestable (ver el problema 7).

8. dN/dt=k(N—-1)?, k>0, —o0<Ny;<»
9. dN/dt = N*(N>—-1), —o<Ny<»
10.dN/dt = N(1 —N?), —o <N, <o
11.dN/dt =aN —bVN, a>0, b>0, N;=0
12.dN/dt = N2(4 — N?), —o0<Ny<
13.dN/dt = N?(1 — N)?, —o<N,<®

TSS— —




Ejercicios propuestos para el primer taller

Resuelva la ecuacion diferencial dada

a. y,=x/y(1—x%)
b. ¥y =1+4x+y?+ xy?

Encuentre la solucion del problema con valor inicial dado en forma explicita y
determine (por lo menos aproximadamente) el intervalo en que estéa definida.

a. xdx+ye*dy=0, y0)=1

b. y' =xy3(1+x>)7%2, y(0)=1

resuelva el problema con valor inicial dado y determine de qué manera el intervalo
en el que la solucidn existe depende del valor inicial y,

y' = (1—x%— y2)1/2

El radio 226 tiene una vida media de 1620 afios. Encuéntrese el periodo en el que un
cuerpo de este material se reduce a tres cuartas partes de su tamafio original.



Semanab



Actividades

= Examen parcial nimero 1, sobre los temas de las semanas 1 a 4. El estudiante

resolvera los ejercicios propuestos por el profesor.



Ejercicios propuestos para el primer parcial acumulativo

1. Resuelva la ecuacion diferencial dada
y _ x?
dx  14y2

b. vy’ = (cos? x)(cos?2y)
c. y+yisenx=0

a.

2. Encuentre la solucion del problema con valor inicial dado en forma explicita y
determine (por lo menos aproximadamente) el intervalo en que estéa definida.
a. ¥y =2(1+x)(1+y?), y(0)=0
b. sen2xdx+cos3ydy =0, y(m/2)=mn/3

3. El einstenio 253 decae con una rapidez proporcional a la cantidad que se tenga.
Determine la vida media t si este material pierde un tercio de su masa en 11.7 dias.

4. Un tanque contiene originalmente 100 gal de agua limpia; a continuacion se vierte en
el tanque agua que contiene %2 Lb de sal por galdn, a razén de 2 gal/min y se deja que
la mezcla abandone el tanque a la misma razon. Al cabo de 10 minutos se detiene el
proceso y se introduce al tanque agua limpia a razon de 2 gal/min y nuevamente se
deja que la mezcla abandone el tanque a la misma razon. Encuentre la cantidad de sal
en el tanque al cabo de 20 minutos.

5. trace la grafica de dN/dt contra N; determine los puntos criticos (de equilibrio) y
clasifique cada uno como estable o inestable.

dN/dt = N(N—1)(N —2), Ny =0



Semana 6



Temas

= Algunos problemas de mecanica.
= Ecuaciones exactas y factores integrantes.
= Ecuaciones homogéneas.

» Problemas diversos y aplicaciones.
Objetivos

= Estudiar algunos problemas de mecanica.
= Entender las ecuaciones exactas y factor integrante.
= Conocer los conceptos generales de las ecuaciones homogeéneas.

= Resolver problemas diversos de las ecuaciones lineales de primer orden.

Actividades

= Estudio y socializacion de conceptos basicos de mecéanica, ecuaciones exactas con
factor integrante y ecuaciones homogeéneas.
= Solucién de ejercicios de mecéanica, ecuaciones exactas con factor integrante y

ecuaciones homogéneas.
Recursos

> Videos

1. Titulo: Factor integrante
Descripcion: Solucién de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden
mediante el uso de un factor integrante.

Link: https://www.youtube.com/watch?v=55Jox0Sa510Q



https://www.youtube.com/watch?v=55JoxoSa51Q

2.

>

1.

2.

Titulo: EDO 03 Ecuacion Diferencial homogenea de primer orden
UNIVERSIDAD unicoos.
Descripcion: Soluciodn de ejercicio ecuacion homogénea de primer orden.

Link: https://www.youtube.com/watch?v=JnX0aAyPNSY

PDF
Titulo: S04_C12.pdf

Descripcion: Teoria y ejemplos sobre las ecuaciones homogéneas de primer
orden, métodos de solucion.

Link:http://webdelprofesor.ula.ve/ciencias/nunez/cursos/MetodosMatematicos2

[2008B/S04_C12.pdf

Paginas Web

Titulo: Ecuaciones exactas por factor integrante, lineales, Bernoulli.
Descripcion: Teoria de conceptos basicos y ejemplos de las ecuaciones exactas,
criterios para que una ecuacion sea exacta.

Link: http://es.slideshare.net/lightknight07/ecuaciones-exactas-por-factor-

integrantelinealesbernoulli

Titulo: Ecuaciones diferenciales exactas y por factor integrante
Descripcion: Conceptos basicos y ejemplos referentes a las ecuaciones exactas y
por factor integrante.

Link: http://es.slideshare.net/Flightshox/ecuaciones-diferenciales-exactas-

7156745


https://www.youtube.com/watch?v=JnX0aAyPNSY
http://webdelprofesor.ula.ve/ciencias/nunez/cursos/MetodosMatematicos2/2008B/S04_C12.pdf
http://webdelprofesor.ula.ve/ciencias/nunez/cursos/MetodosMatematicos2/2008B/S04_C12.pdf
http://es.slideshare.net/lightknight07/ecuaciones-exactas-por-factor-integrantelinealesbernoulli
http://es.slideshare.net/lightknight07/ecuaciones-exactas-por-factor-integrantelinealesbernoulli
http://es.slideshare.net/Flightshox/ecuaciones-diferenciales-exactas-7156745
http://es.slideshare.net/Flightshox/ecuaciones-diferenciales-exactas-7156745

> Libros

1. Titulo: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera, 4ta
edicion.
Autor: William E. Boyce; Richard C. DiPrima
Descripcion: Conceptos basicos, ejercicios resueltos y problemas sobre
problemas de mecénica. Paginas 87 - 95.
Problemas diversos y aplicaciones. Paginas 107 - 111.

2. Titulo: Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado.
Descripcion: Conceptos basicos sobre ecuaciones exactas y factor integrante.
Paginas 45 — 52.

Autor: Dennis G. Zill.



1.8 Algunos problemas de mecanica

Algunas de las aplicaciones mas importantes de las ecuaciones diferenciales de primer orden
se encuentran en el dominio de la mecénica elemental. En esta seccion se consideraran
algunos problemas en los que interviene el movimiento de un cuerpo rigido a lo largo de una
recta. Se supondra que estos cuerpos obedecen la ley de Newton del movimiento: el producto
de la masa y la aceleracion es igual a la fuerza externa. En simbolos,

F = ma, (1)

En donde F es la fuerza externa, m es la masa del cuerpo y a es la aceleracion en la direccion
de F.

Hay tres sistemas de unidades que se usan comunmente. En el sistema cgs, las unidades
béasicas son el centimetro (longitud), el gramo (masa) y el segundo (tiempo). La unidad de
fuerza, la dina, se define mediante la ecuacion (1) como la fuerza necesaria para impartir una
aceleracion de 1 cm/s? a una masa de 1 g. Como una dina es una fuerza muy pequefia, a
menudo es preferible usar el sistema mks en el que las unidades bésicas son el metro
(longitud), el kilogramo (masa) y el segundo (tiempo). La unidad de fuerza, el newton (N),
se define mediante la ecuacion (1) como la fuerza necesaria para impartir una aceleracion de
1m/s? auna masa de 1 kg. Por altimo, en el sistema inglés, o de ingenieria, las unidades
béasicas son el pie (longitud), la libra (fuerza) y el segundo (tiempo).

La unidad de masa, el slug, se define por la ecuacion (1) como la masa a la que una fuerza
de 1 Ib le da una aceleracion de 1 pie/s?. Para comparar los tres sistemas, observe que 1 N
es igual a 10° dinas y a 0.255 Ib.

Considérese ahora un cuerpo que cae libremente en un vacio y lo suficientemente cerca de la
superficie terrestre, de modo que la Unica fuerza significativa que actla sobre ese cuerpo es
su peso debido al campo gravitacional de la Tierra. Entonces, la ecuacion (1) toma la forma

w =mg (2)

En donde w es el peso del cuerpo y g denota su aceleracion debida a la gravedad. Aunque la
masa del cuerpo permanezca constante, su peso y aceleracion gravitacional cambian con la
distancia al centro del campo gravitacional de la Tierra. Al nivel del mar, se ha determinado
experimentalmente que el valor de g es 32 pies/s? (sistema inglés), 980 cm/s? (sistema
cgs) 0 9.8 m/s? (sistema mks). Se acostumbra denotar por g la aceleracion gravitacional al
nivel del mar, por tanto, g es una constante. Con esta aclaracion, la ecuacion (2) sélo es
exacta al nivel del mar.



La expresion general para el peso de un cuerpo de masa m se obtiene a partir de la ley de
Newton del cuadrado inverso de la atraccion gravitacional. Si R es el radio de la Tierray x
es la altitud por encima del nivel del mar, entonces

k
- - 3
W@ = ®3)
En donde K es una constante. En x = 0 (nivel del mar), w = mg; de donde, K =
mgR?y
__mgR® (4)
W) = R
Al desarrollar (R + x)~2 en una serie de Taylor en tornoa x = 0 se llega a
w(x) =mg [l—Ei-l--") ®)
R

Se concluye que si, en comparacion con la unidad, se pueden despreciar los términos del
orden de magnitud de x/R, entonces la ecuacién (4) puede sustituirse por la aproximacion
mas simple (2). Por tanto, para movimientos en la vecindad de la superficie terrestre, o en
caso de que no se requiera una exactitud extrema, por lo general basta con utilizar la (2). En
otros casos, como en los problemas relacionados con vuelos espaciales, puede ser necesario
usar la (4) o por lo menos una mejor aproximacion que la (2). (1)

Ejemp|0 | —— =

Se deja caer desde el reposo un objeto de masa m en un medio que presenta una resistencia
proporcional a v, la magnitud de la velocidad instantanea del objeto’. Si se supone que la
fuerza gravitacional es constante, determinar la posicién y la velocidad del objeto en
cualquier instante t.

El peso mg del objeto actla entonces en la direccion hacia abajo (positiva), pero la resistencia
k|v|, en donde k es una constante positiva, actla para impedir el movimiento. Si v > 0, la
resistencia es en la direccion hacia arriba (negativa) y, por tanto, se expresa por —kv. Si v <

7 En general, la resistencia es una funcién de la velocidad, es decir, de la magnitud de la velocidad. La
hipétesis de una relacion lineal es razonable solo para velocidades comparativamente bajas. Si se tienen
velocidades mayores puede ser necesario suponer que la resistencia es proporcional a alguna potencia
superior de v o incluso que se expresa por alguna funcién polinomial de |v|.



0, la resistencia actla hacia abajo y todavia se expresa por —kv. Por tanto, en todos los casos
es posible escribir la ley de Newton como

dv_ I
mdt—mg v
O bien,
dv  k
1= 6
dt+mv g (6)

La ecuacion (6) es una ecuacion lineal de primer orden y tiene el factor integrante eXt/™. La
solucion de (6) es

m ;
o =_g+cle—kr.-m (7)

k

La condicion inicial v(0) = 0 requiere que c; = —mg/k; por tanto,

m :
v=—g[1—e_kr’m:] (8)
k
Para obtener la posicion x del cuerpo, en la ecuacion (8) se sustituye v por dx/dt; al integrar
y aplicar la segunda condicién inicial x(0) = 0 da

my ¢ ng
X=—1t——
k k?
La posicion y la velocidad del cuerpo en cualquier instante ¢t quedan dadas por las ecuaciones

(9) y (8), respectivamente.

(1— e7™e/m) 9)

Vale la pena hacer notar que cuando t — oo en la ecuacion (7), la velocidad tiende al valor
limite

v; =mg/k (10)

La velocidad limite también puede obtenerse directamente a partir de la ecuacién diferencial
(6) al hacer dv/dt = 0y luego despejar v en (6). La velocidad limite v; no depende de las
condiciones iniciales, sino sélo de la masa del objeto y del coeficiente de resistencia del
medio. Dada v; o k, la ecuacion (10) proporciona una formula para calcular la otra. Cuando
k tiende a cero (es decir, que la resistencia disminuye), la velocidad limite aumenta
indefinidamente.

|
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Desde la superficie de la Tierra se proyecta hacia arriba un cuerpo de masa constante m con
una velocidad inicial v,. Si se supone que no hay resistencia del aire, pero se toma en cuenta
la variacion del campo gravitacional terrestre con la altitud, encontrar una expresion para la
velocidad durante el movimiento subsecuente. Encontrar también la velocidad inicial
necesaria para que el cuerpo alcance una altitud maxima dada &, por encima de la superficie
terrestre y la menor velocidad inicial para que el cuerpo no regrese a la Tierra; esta Gltima
velocidad es la velocidad de escape.

Tome el eje x positivo hacia arriba, con el origen en la superficie de la Tierra; ver la figura
1.8.1. El peso del cuerpo actla hacia abajo y esta dado por

mgR?
(R +x)?
En donde el signo negativo significa que w(x) esta dirigido en la direccion x negativa. En
virtud de que no existen otras fuerzas que actuen sobre el cuerpo, la ecuacion del movimiento
es

(11)

wi(x) =—

dv mg R*
™ (R+ x)?

1

(12)

mgﬁz
(R + )2

[
Figura 1.8.1 Un cuerpo en el campo gravitacional de la Tierra.
Fuente: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. Cuarta edicion. Pdg. 90.

Y la condicion inicial es

v(0) = v, (13)



Dado que el segundo miembro de (12) sélo depende de x, es conveniente considerar a x, en
vez de t, como la variable independiente. Esto requiere que se exprese dv/dt en términos de
dv/dx por laregla de la cadena; de donde,

dv _ dv dx _ dv
dt _dxdt  dx
Y (12) se reemplaza por

-

dv gR* 14
Viax (R +x)? (14)
Al separar las variables e integrar se obtiene
17° _ gR?
> - Rix +c (15)

Como x = 0 cuando t = 0, entonces la condicion inicial (13) en t = 0 puede sustituirse por
la condicion de que v = v, cuando x = 0. De donde, ¢ = (r2/2) — gR Y
I 5

=+ [vg —2gR + 225
v_—wlﬂ“' TR

(16)

Observe que la ecuacion (16) da la velocidad como una funcién de la altitud, en vez de como
una funcion del tiempo. Debe elegirse el signo positivo si el cuerpo esta ascendiendo y el
negativo si el cuerpo esta cayendo de regreso a la Tierra.

Para determinar la altitud méaxima ¢ que el cuerpo alcanza, se hace y = 0y x = & en la (16)
y luego se despeja &, con lo que se obtiene

=—— (17)

Al despejar v, en la (17) se encuentra la velocidad inicial requerida para elevar el cuerpo
hasta la altitud &; a saber,

| §
1y = |2gR— (18)

SR+

Entonces se encuentra la velocidad de escape v, al hacer que ¢ — oo. Por consiguiente,

v, =./29R (19)



El valor numérico de v, es aproximadamente de 6.9 millas/s o bien, 11.1 km/s.

En el célculo anterior de la velocidad de escape se desprecia el efecto de la resistencia del
aire, de modo que la velocidad de escape real (incluye el efecto de la resistencia del aire) es
algo mayor. Por otra parte, la velocidad de escape efectiva puede reducirse de manera
importante si el cuerpo se transporta a una distancia considerable por encima del nivel del
mar, antes de su lanzamiento.

En consecuencia, se reducen las fuerzas gravitacionales y de friccion; en especial, la
resistencia del aire disminuye con bastante rapidez al aumentar la altitud. También debe
tenerse presente que puede ser impractico impartir de manera instantanea una velocidad
inicial demasiado grande; por ejemplo, los vehiculos espaciales reciben su aceleracion inicial
durante un periodo de minutos. (1)

|

Problemas W L —

1. Unabola de masa de 0.25 kg se lanza hacia arriba con una velocidad inicial de 20 m/s
desde el techo de un edificio que tiene 30 m de altura. Desprecie la resistencia del
aire.

a) Encuentre la altura maxima que alcanza la bola por arriba del piso.

b) Si se supone que en su trayecto hacia abajo la bola no cae en el edificio, halle el
tiempo que transcurre hasta que choca contra el piso.

2. Suponga que las condiciones son como las del problema 1, excepto en que existe una
fuerza de |v|/30 debido a la resistencia del aire, en donde v esta dada en metros por
segundo.

a) Encuentre la altura maxima que alcanza la bola por arriba del piso.

b) Encuentre el tiempo que transcurre hasta que la bola choca contra el piso.
Sugerencia: aplique el método de Newton, o algin otro procedimiento numérico
adecuado, en el inciso b).

3. Un cuerpo de masa constante m se proyecta verticalmente hacia arriba con una
velocidad inicial v,. Si se supone que la atraccion gravitacional de la Tierra es
constante, y se desprecian todas las demas fuerzas que actuan sobre el cuerpo, halle
a) Laaltura méaxima alcanzada por el cuerpo.

b) EIl tiempo en el que se alcanza la altura maxima.

c) Eltiempo en el que el cuerpo regresa a su punto de partida.



10.

11.

Un cuerpo se lanza verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial v, en un

medio que ofrece una resistencia proporcional a la magnitud de la velocidad.

Encuentre la velocidad v como una funcion del tiempo t. Encuentre la velocidad

limite v; a la que se tiende después de mucho tiempo.

Un objeto de masa m se deja caer desde el reposo en un medio que ofrece una

resistencia proporcional a la magnitud de la velocidad. Halle el intervalo de tiempo

que transcurre antes de que la velocidad del objeto alcance el 90% de su valor limite.

Un bote de motor y su tripulante pesan juntos 320 [b. Si el empuje del motor es

equivalente a una fuerza constante de 10 b en la direccion del movimiento, si la

resistencia del agua al movimiento es numéricamente igual al doble de la velocidad

en pies por segundo y si el bote se encuentra inicialmente en reposo, determine

a) Lavelocidad del bote en el instante t.

b) La velocidad limite.

Un paracaidista que pesa 180 [b (incluyendo el equipo) cae verticalmente desde una

altura de 5000 pies, y abre su paracaidas después de 10 segundos de caida libre.

Suponga que la fuerza de la resistencia del aire es de 0.7|v| cuando el paracaidas esta

cerrado y de 12|v| cuando el paracaidas esta abierto, en donde la velocidad v se da

en pies por segundo.

a) Encuentre la velocidad del paracaidista al abrirse el paracaidas.

b) Halle la distancia que cae antes de que se abra el paracaidas.

c) ¢Cuél es la velocidad limite v; después de que se abre el paracaidas?

d) Estime cuédnto tiempo permanece el paracaidista en el aire después de que el
paracaidas se abre.

Un cuerpo de masa m se proyecta verticalmente hacia abajo con una velocidad inicial

vy en un medio que presenta una resistencia proporcional a la raiz cuadrada de la

magnitud de la velocidad. Encuentre la relacién entre la velocidad v y el tiempo t.

Encuentre la velocidad limite.

Un cuerpo de masa m cae desde el reposo en un medio que presenta una resistencia

proporcional al cuadrado de la velocidad. Determine la relacién entre la velocidad v

y el tiempo t. Determine la velocidad limite.

Un cuerpo de masa m cae en un medio que ofrece una resistencia proporcional a |v|",

en donde r es una constante positiva. Si se supone que la atraccion gravitacional es

constante, encuentre la velocidad limite del cuerpo.

Un cuerpo de masa constante m se proyecta verticalmente hacia arriba con una

velocidad inicial v, en un medio que presenta una resistencia k|v/|, en donde k es una

constante. Despréciense los cambios en la fuerza de la gravedad.

a) Encuentre la altura méxima x,,, que alcanza el cuerpo y el instante t,, en el que
alcanza esta altura maxima.



b) Demuestre que si kvy/mg < I, entonces t,, Y x,, pueden expresarse como

Vo 1 kv, 1<kv0)2
t, =—|1—=—4+=(—) —-|,
mog 2mg+3 mg

ve 2kvy 1 kv l
R PR L0 YL\ |

29 3mg 2\mg

12. Un cuerpo de masa m se proyecta verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial
v, en un medio que ofrece una resistencia k|v|, en donde k es una constante. Suponga
que la atraccion gravitacional de la Tierra es constante.

a) Determine la velocidad v(t) del cuerpo en cualquier instante.

b) Aplique el resultado del inciso a) para calcular el limite de v(t) cuando k — 0;
es decir, a medida que la resistencia tiende a cero. ¢ Concuerda este resultado con
la velocidad de una masa m proyectada hacia arriba con una velocidad inicial v,
en un vacio?

c) Aplique el resultado del inciso a) para calcular el limite de v(t) cuando m — 0;
es decir, a medida que la masa tiende a cero.

1.9 Ecuaciones exactas y factores integrantes

Ya se menciond que para las ecuaciones no lineales de primer orden existen varios métodos
de integracion aplicables a diversas clases de problemas. Sin embargo, es necesario tener
presente que aquellas ecuaciones de primer orden que pueden resolverse por medio de
métodos elementales de integracion son mas bien especiales; la mayor parte de las ecuaciones
de primer orden no pueden resolverse de esta manera. (1)
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Resolver la ecuacion diferencial

2x +y2 +2xyy' =0 (1)



La ecuacion no es lineal ni separable, de modo que los métodos apropiados para esos tipos
de ecuaciones no son aplicables en este caso. Sin embargo, obsérvese que la funcion
Y(x,y) = x% + xy? tiene la propiedad de que

o a

2 :r:=—’ 2y = . 2
x+ ¥ Ep Xy 3y (2)

Por lo tanto, la ecuacion diferencial puede escribirse como

d d dyv
2 /2 2 2y L = 3
ax(x + x3 ]+a}r(:€ + xv?) 0 3

Si se supone que y es una funcion de x y se aplica la regla de la cadena, la ecuacion (3) puede
escribirse en la forma equivalente

d | ,
Ty =0 @
Por lo tanto,
x? + xy? =, (5)

En donde ¢ es una constante arbitraria, es una expresién implicita de la solucion de la
ecuacion (1).

Al resolver (1), el paso clave fue el reconocimiento de que existe una funcién ¥ que satisface
a (2). En términos mas generales, sea la ecuacion diferencial

M(x,y) +N(x,y)y' =0 (6)
Suponga que es posible identificar una funcién  tal que
dy dy
—_— T = T —_— T = T 7
- (o y) = M(xy), Z (x,y) = N(x,3), (")
Y tal que
Yx,y)=c

Define implicitamente y = ¢ (x) como una funcion diferenciable de x; entonces,

ay dy
E(x,y)—M(x,y), d—y(x'}’)—N(ny)'



Y la ecuacion diferencial (6) se transforma en

d
Wl e()] =0 ©

En este caso, se dice que (6) es una ecuacion diferencial exacta. La solucion de la ecuacion
(6), o de la ecuacion equivalente (8), queda dada implicitamente por

Yxy) =c, ©)

En donde ¢ es una constante arbitraria.

|

Teorema 1.9.1

Sean las funciones M,N,M,, N, en donde los subindices denotan derivadas
parciales, continuas en la region rectangular® R: a < x < 8, y < y < 6. Entonces
(6),

M(x,y) + N(x,y)y' =0,
Es una ecuacion diferencial exacta si y solo si

My(er) = Ny (x,y) (10)

En cada punto de R. Es decir, existe una funcién i que satisface las ecuaciones
(7).
Y, y) = M(x,y),  P,(x,y) =N(x,y)

Siy sélo si M y N satisfacen la ecuacion (10) (1).

La demostracion de este teorema se hace en dos partes. Primero, se demuestra que si existe
una funcién y tal que las ecuaciones (7) son verdaderas, entonces se concluye que se cumple
la ecuacion (10). Al calcular M,, y N, a partir de las ecuaciones (7), se obtiene

My(x’Y) = l/ny(X, y), N, (x,y) = wyx(x' y) (11)

Como M, y N, son continuas, se deduce que 1, Y ¥,,, también son continuas; esto garantiza
su igualdad® y se llega a la ecuacion (10).

8 No es esencial que la region sea rectangular, solo que sea simplemente conexa. En dos dimensiones esto significa que
la region no tenga huecos en su interior. En tal caso, por ejemplo, las regiones rectangulares o circulares son simplemente
conexas, pero una regién anular no lo es. En la mayoria de los textos de calculo avanzado pueden encontrarse mds
detalles.

o Se requiere la hipétesis de continuidad, ya que de lo contrario y,, Y ¥, pueden no ser iguales.



Ahora se demostrard que si M y N satisfacen la ecuacion (10), entonces la (6) es exacta. La
demostracion comprende la construccion de una funcion ¥ que satisfaga las ecuaciones (7),

Ur(x,y) = M(x,y), Py(x,y) =N(xy)

Al integrar con respecto a x la primera de las ecuaciones (7), manteniendo y, constante se
encuentra que

W(xy) = j M(x,y)dx + h(y). (12)

La funcion h es una funcién arbitraria de y, que actla como la constante arbitraria. Ahora es
necesario demostrar que siempre es posible elegir h(y) de modo que 1, = N. Por la
ecuacion (12),

d
Wy (0y) = 3 [ MCxy)dx + R G,

d
=+ | MG)ax+ KO
dy

Si se hace 1, = N y se despeja h'(y) da

RO =N - [ My, (13)

Para determinar h(y) a partir de la ecuacion (13) es esencial que, a pesar de su apariencia, el
segundo miembro de (13) sea una funcion sélo de y. Para establecer este hecho es posible
derivar con respecto a x la cantidad en cuestion, con lo que se obtiene

Nx(x' y) - My(x' y)'

Que es cero en virtud de la ecuacion (10). De donde, a pesar de su forma aparente, el segundo
miembro de (13) en efecto no depende de x y una sola integracion da h(y). Al sustituir h(y)
en (12), se obtiene como la solucion de las ecuaciones (7)

W) = [ MG+ [ [V - | myGrdax]ay (14

Es necesario hacer notar que esta demostracion contiene un método para el calculo de ¥ (x, y)
y, por tanto, para resolver la ecuacion diferencial original (6). Por lo general es mejor pasar



por este proceso cada vez que sea necesario, en vez de intentar recordar el resultado que se
da en la ecuacion (14). Nétese también que la solucion se obtuvo en forma implicita; puede
0 no ser factible hallar la solucion explicitamente. (1)
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Resolver la ecuacion diferencial

(ycosx + 2xe¥) + (senx + x%e¥ — 1)y’ =0 (15)
Es facil ver que

M, (x,y) = cos x — 2xe” — N, (x,y),
De modo que la ecuacion dada es exacta. Por tanto, existe una funcion y(x, y) tal que

Y, (x,y) = ycosx + 2xe”,
Py (x,y) = senx + x%*e¥ — 1.
Al integrar la primera de estas ecuaciones se obtiene
Y(x,y) = ysenx + x2e” + h(y),
Si se hace y, = N da
P, (x,y) = senx + x*e¥ + h'(y) = sen x + x?e¥ — 1.

Por tanto, h'(y) = —1 y h(y) = —y. Puede omitirse la constante de integraciéon ya que
cualquier solucion de la ecuacion precedente es satisfactoria; no se requiere la més general.
Al sustituir h(y) en la ecuacion (16) da

Y(x,y) =ysenx+x?e” —y.
De donde, la solucién de la (15) queda dada implicitamente por
ysenx +x%e¥ —y =c. (17)

e ——————————————————— 1



Ejemp|0 e T e ————————————————————————————————————

Resolver la ecuacion diferencial
Bxy +y3) + (x?2 + xy)y’ = 0. (18)
En este caso,
M(x,y) = 3x + 2y, N(x,y) =2x+vy;

Dado que M,, # N,, la ecuacion dada no es exacta. A fin de ver que no es posible resolverla
por el procedimiento antes descrito, tratese de encontrar una funcion  tal que

e (x,y) =3xy +y?, Wy (%, ) = x* + xy. (19)
Al integrar la primera de las ecuaciones (19) da
Y(x,y) = 2x2y + xy? + h(y) (20)
En donde h es una funcidn arbitraria sélo de y. Para intentar satisfacer la segunda de las
ecuaciones (19), a partir de la (20) se calcula 1, y se iguala a N, con lo que se obtiene
3
Exz +2xy + h'(y) = x* + xy
O bien,
, 1
h'(y) = —Exz—xy. (21)

Dado que el segundo miembro de la ecuacién (21) depende de x y de y, es imposible despejar
h(y). Por tanto, no existe ¥ (x, y) que satisfaga las dos ecuaciones (19).

]

Factores integrantes. Algunas veces es posible convertir una ecuacién diferencial que no
sea exacta en una exacta al multiplicarla por un factor integrante adecuado. Recuérdese que
este es el procedimiento que se utilizo al resolver las ecuaciones lineales en las secciones 1.2
y 1.3. Con el fin de investigar la posibilidad de poner en practica esta idea de manera mas
general, multipliquese la ecuacion

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (22)
Por una funcion u y, a continuacion, inténtese elegir y de modo que la ecuacion resultante

uCx, y)M(x,y)dx + u(x, y)N(x,y)dy = 0 (23)



Sea exacta. Por el teorema 1.9.1, la ecuacidn (23) es exacta si y solo si
(.uM)y = (.uN)x (24)

Dado que M y N son funciones dadas, entonces la ecuacion (24) hace ver que el factor
integrante u debe satisfacer la ecuacion diferencial parcial de primer orden

Muy, — Npy +(My_ u =20 (25)

Si es posible encontrar una funcion u que satisfaga la ecuacion (25), entonces la (23) sera
exacta. Entonces puede obtenerse la solucion de la (23) por el método descrito en la primera
parte de esta seccion. La solucién hallada de esta manera también satisface a la ecuacion (22),
ya que el factor integrante u puede cancelarse en la (23).

Considérese entonces la determinacion de las condiciones necesarias en M y N de modo que
la ecuacion (22) tenga un factor integrante u que dependa solamente de x. Si se supone que
u es una funcién sélo de x, se tiene

du
(uM)y = uMy, — (UN)x = uNx + M .
Por tanto, si (uM),, debe ser igual a (uN),, es necesario que
du M, —N
a _ My "8 26
ix v X (26)

Si (M,, — N,)/N es unafuncion solo de x, entonces existe un factor integrante u que también

depende solamente de x; ademas, puede encontrarse u(x) al resolver la ecuacion lineal de
primer orden (26).

Se puede aplicar un procedimiento semejante para determinar una condicion con la que la
ecuacion (22) tenga un factor integrante que dependa solamente de y (1).
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Determinar un factor integrante de la ecuacion

Bxy+y>) + (x2+xy)y =0 (27)
Y, a continuacion resolver la ecuacion.

En el ejemplo 3 se demostré que esta ecuacion no es exacta. Tratese de determinar si tiene
un factor integrante que sdlo dependa de x. Al calcular la cantidad (M, — N,)/N, se
encuentra que

My (x,y) = No(xy) _3x+2y—(2x+y) _1 (28)

N(x,v) x? +xy x




Por tanto, existe un factor integrante u que es funcidén sélo de x, y que satisface la ecuacion
diferencial

d
ﬁ - g (29)
De donde,
u(x) = x. (30)
Al multiplicar la ecuacion (27) por este factor integrante, se obtiene
(3x%y + xy?) + (x3 + x%y)y' = 0. (31)

Esta Gltima ecuacion es exacta y se encuentra rapidamente que su solucion esta dada en forma
implicita por

x3y + %xzy2 =c. (32)

La solucion también puede encontrarse con facilidad en forma explicita, ya que la ecuacion
(32) es cuadratica en y.

El lector puede comprobar también que un segundo factor integrante de la ecuacion (27) es
1
xy(2x +y)’

Y que se obtiene la misma solucion, aungue con mucho mayor dificultad, si se utiliza este
factor integrante (1).

u(x,y) =

]

Problemas

Determine si cada una de las ecuaciones de los problemas 1 a 12 es exacta. En caso de serlo,
halle la solucion.

1. 2x+3)+2y—2)y' =0

2. 2x+4y)+ (2x—-2y)y'=0

3. (Bx%—=2xy+2)dx+ (6y> —x*>+3)dy =0
4, (2xy?+2y) + (2x*y+2x)y' =0



5 dy ax+by
" dx  bx+cy

dy ax—by

6 dx bx—cy
7. e*seny —2ysenx)dx + (e*cosy+2cosx)dy =0
8. (e*seny+3y)dx — (3x —e*seny)dy =0
9. (ye™ cos2x —2e* sen 2x + 2x)dx + (xe*’cos 2x —3)dy =0
10. (y/x + 6x)dx + (Inx —2)dy =0, x>0
1. (xIny+xy)dx+ (yInx+xy)dy=0;, x>0, y>0
xdx ydy -0
) (x2+y2)3/2 (x2+y2)3/2

En los problemas 13 y 14, resuelva el problema con valor inicial dado y determine, por lo
menos aproximadamente, en donde es valida la solucién.

13. 2x —y)dx + 2y —x)dy = 0, y(1) =3
14.(9x*+y—1Ddx—(4y—x)dy=0, y(1)=0

En los problemas 15 y 16, encuentre el valor de b para el que la ecuacion dada es exacta v,
después, resuelva esa ecuacion al utilizar ese valor de b.

15. (xy? + bx?y)dx + (x + y)x*dy = 0
16. (ye®¥ + x)dx + bxe*Ydy = 0

1.10 Ecuaciones homogéneas

Los dos tipos mas importantes de ecuaciones no lineales de primer orden que se pueden
resolver mediante procesos directos de integracion son las ecuaciones separables y las
exactas.

En esta seccion se vera como algunas veces es posible aplicar un cambio de variable para
simplificar una ecuacion diferencial y por tanto hacer que sea posible (0 mas conveniente) su
resolucion. En términos generales, la sustitucién idénea debe ser sugerida por la aparicion
repetida de alguna combinacién de las variables o por alguna otra peculiaridad en la
estructuras de la ecuacion.



La clase més importante de ecuaciones para las cuales es posible establecer una regla
definitiva es la clase de las ecuaciones diferenciales homogéneas'’. 16 Se dice que una
ecuacion de la forma

dy/dx = f(x,y)

Es homogénea siempre que la funcidn /n o dependa por separado de x y y, sino solamente de
su razobn y/x 0 x/y; por tanto, las ecuaciones homogéneas son de la forma

dy/dx = F(y/x) 1)

Considérense los ejemplos siguientes:

dy  y?+2xy y\? y
08 =2 2

E x2

dy x+y 1 1+(y/x)
2 =Inx—Iny+22 = n— 4 =22
( )dx nx ny+x—y y/x = 1-(y/x)

dy _ y3+2xy y 2 y
(C)E_ x2 _y(x) +2x

Las ecuaciones a) y b) son homogeéneas, ya que el segundo miembro de cada una puede
expresarse como una funcion de y/x; dado que la c¢) no puede escribirse asi, no es
homogénea. Por lo general, es facil decir por inspeccion si una ecuacion dada es homogénea
0 no; para ecuaciones complicadas puede ser de utilidad el criterio que se da en el problema
15.

La forma de una ecuacion homogénea sugiere que es posible simplificarla mediante la
introduccién de una nueva variable, que se denotara por v, con el fin de representar la razon
de y a x. Por tanto,

xv @)

<
Il

Y la ecuacion (1) se transforma en
dy/dx = F(v) ©)

Si se toma v como la nueva variable dependiente (en sustitucion de y), es necesario
considerar a v como una funcién de x y reemplazar dy/dx de la ecuacion (3) por una
expresion conveniente en téerminos de v. Al derivar la ecuacion (2) da

1© El término homogéneas se usa de mas de una manera en el estudio de las ecuaciones diferenciales. Es necesario estar
alerta para distinguir estos usos cuando se presenten.



Y, de donde, (3) queda

d1
xa—l-v:F[v]. 4)

El hecho mas importante acerca de la ecuacion (4) es que las variables x y v siempre pueden
separarse, sin importar la forma de la funcién F; en efecto,

dx dv

x FO) —v ©)

Al resolver la ecuacion (5) y después sustituir v por y/x se obtiene la solucion de la ecuacién
original.

Por tanto, cualquier ecuacion homogénea puede transformarse a una cuyas variables se
separan por la sustitucion (2). Por supuesto, en la practica, al resolver (5) puede o no ser
posible evaluar la integral requerida por métodos elementales. Es mas, una ecuacion
homogénea también puede pertenecer a una de las clases ya analizadas; puede ser exacta o
incluso lineal, por ejemplo. En esos casos, puede elegirse entre varios métodos para hallar su
solucion (1).

Ejemp|0 | e————— 1

Resolver la ecuacion diferencial

= - 6
dx x1 (®)
Al escribir esta ecuacién como
dy (\? Yy
2 —(Z 2=
dx (x) + X

Se demuestra que es homogénea. Las variables no pueden separarse, la ecuacién no es exacta
ni tiene factor integrante obvio. Por tanto, se ve uno conducido a la sustitucién (2), que
transforma la ecuacion dada en

dv .
Xx—+v=v°+2v.
dx
De donde,
dv 5
X—=v“+v

dx



O bien, al separar las variables,

dx_ dv
x vw+1)

Si se desarrolla el segundo miembro por fracciones parciales, se obtiene

dx 1 1
—=(-— )dv.
X v v+1

Al integrar los dos miembros, se llega a
In|x| + In|c| = In|v| — In|v + 1],

En donde c es una constante arbitraria. Asi, al combinar los logaritmos y tomar la exponencial
de ambos miembros, se obtiene

v
T v+1

cx

Por altimo, al sustituir v en términos de y da la solucion de la ecuacion (6) en la forma

_y/x oy
/) +1 y+1

cxX

Al despejar y se obtiene

[+]

cx

(7)

b
Il

1—ex

Problemas W !

Demuestre que las ecuaciones de los problemas 1 a 8 son homogéneas y encuentre sus
soluciones.

dy _ x+y
ax  x
2. 2ydx —xdy =0
dy _ x%+xy+y?

dx x2
4 dy _ x%+3y?
T odx 2xy
dy 4y—-3x
5, —=

dx 2x-y



dy 4x+3y

6. =
dx 2x+y
. dy _ x+3y
" dx x-y
8. (x?+3xy+y¥dx—x%dy=0
9. a) Encuentre la solucion de la ecuacion
dy 2y-—x
dx 2x—7y
b) Encuentre la solucién de la ecuacion
dy 2y—x+5
dx 2x—y—4
Sugerencia: Para reducir la ecuacion del inciso b) a la del inciso a), considérese una
sustitucion preliminar de la forma x = X — h, y =Y — k. Elija las constantes h y k
de modo que la ecuacion sea homogénea en las variables X y Y.
10. Resuelva
dy  4x+3y+15
dx 2x+y+7
Vea la sugerencia del problema 9 b).
11. Resuelva
dy  4x+3y+5
dx  2x+y+7
Vea la sugerencia del problema 9 b).
12. Encuentre la solucién de la ecuacion
(Bxy + yHdx + (x* + xy)dy =0
h‘ \ﬁ




1.11 Problemas diversos y aplicaciones

Esta seccion consta de una lista de problemas. Los primeros 32 pueden resolverse
por los métodos de las secciones anteriores. Se presentan de modo que el lector
pueda practicar la identificacion del método o los métodos aplicables a una ecuacion
dada. En seguida, se tienen algunos problemas que sugieren técnicas
especializadas, de utilidad para ciertos tipos de ecuaciones. En particular, los
problemas 35 a 37 tratan de las ecuaciones de Riccati. Los problemas del 38 al 43
estan relacionados con algunas aplicaciones geométricas, mientras que los demas
problemas abordan otras aplicaciones de las ecuaciones diferenciales (1).

Problemas J— ————
dy __x3—2y
1. i
2. (x+y)dx—(x—y)dy=0
dy _  2x+y _
3. ax 3+3y2—x’ y(O) =0
4. (x+eY)dy—dx =0
dy 2xy+y?+1
5 —=————
dx x242xy
dy
6. x——+xy= 1-y, y(1)=0
7 y_ X S ‘@S _ 2
ol e e ugerencia: Seau = X
dy __senx _
8. xa+2y— — y(2) =1
dy 2xy+1
9, —=-—
dx x2+42y

10. (3y? + 2xy)dx — 2xy + x?)dy = 0

11. (x2 + y)dx + (x + e¥)dy = 0

12. Z—z +y= 1+1ex

13. x dy — y dx = (xy)Y?dx

14. (x+y)dx+ (x+2y)dy =0, y(2)=3
15. (e* + 1)% =y —ye*

x%+y?

16. % =

dx x2
EZ._ 2x
17. L oe Tt 3y
18. (2y + 3x)dx = —x dy
19. x dy — y dx = 2x%y?dy, y(1)=-2

20. y' = e**Y



21.
22.

23.
24.

25.

26.
217.
28.

29.

30.
31.
32.
33.

34.

35.

xy' =y +xeV*

dy x%-1

ax  y?+1’ y-D=1

xy' +y—y*e** =0
2senycosx dx +cosysenxdy =0

(2 i N xziyz) dx + (xziy2 N ;C/_z) dy =0

2y + Ddx + (xz_y) dy =0

X

(cos2y —sen x)dx — 2tanx sen 2y dy = 0
dy _ 3x2-2y-y3

dx  2x+3xy?

dy _ 2y+x?-y?

dx 2x

dy y3

— = y(0)=1

dx  1-2xy2’

(x2y + xy — y)dx + (x?y — 2x2)dy = 0

dy _ 3x2%+y? _
dx  2x3+3xy’ y(l) =-2
Demuestre que una ecuacion de la forma

y =G(P),

En donde p = dy/dx, puede resolverse de la siguiente manera.

a) Derive con respecto a x.

b) Integre la ecuacion del inciso a) para obtener x como funcion de p. Esta ecuacion
y la ecuacion original y = G(p) forman una representacion paramétrica de la
solucion.

Resuelva la ecuacion diferencial

y—Inp=0,
En donde p = dy/dx, por el método del problema 33. Resuelva también la ecuacién

directamente y verifique que las soluciones son las mismas.
Ecuacion de Riccatti. La ecuacion

dy
= = 010+ 2()y + 4 (x)y?



Se conoce como ecuacion de Riccati*l. Suponga que se conoce alguna solucion
particular y, de esta ecuacion. Mediante la sustitucion

1
y=y1(x) +m

Es posible obtener una solucién mas general que contenga una constante arbitraria.
Demuestre que v(x) satisface la ecuacion lineal de primer orden

dv

v —(q2 + 2q3y1)v — q3

Observe que y(x) contiene una sola constante arbitraria.

36. Con la aplicacién del método del problema 35 y la solucion particular dada, resuelva
cada una de las siguientes ecuaciones de Riccati.
a) v =1+x2-2xy+y% y,(x)=x

__1_y 2. _1

b) y'=—-5-2+y%  »nl)=-
dy _ 2cos®x—sen? x+y? _

©) dx 2cosx ’ y1(x) = senx

37. La propagacion de una simple accion en una poblacion grande (por ejemplo, los
conductores que encienden los faros de su automavil al atardecer) a menudo depende
parcialmente de circunstancias externas (que oscurezca) y parcialmente de una
tendencia a imitar a los demas que ya han realizado la accion en cuestion. En este
caso, la proporcion y(t) de personas que ya han realizado la accion pueden
describirse!? por la ecuacion

dy/dt = (1= y)[x(t) + by], (i)

En donde x(t) mide el estimulo externo y bes el coeficiente de imitacion.

! Jacopo Francesco Riccati (1676-1754), noble veneciano, declino nombramientos académicos universitarios en Italia,
Austria y Rusia para continuar sus estudios matematicos de manera privada en su hogar. Estudio ampliamente la
ecuacion diferencial que ahora lleva su nombre; sin embargo, fue Euler (en 1760) quien descubri6 el resultado que se da
en este problema.

' Ver el articulo de Anatol Rapoport, “Contribution to the Mathematical Theory of Mass Behavior: I. The Propagation
of Single Acts”, Bulletin of Mathematical Biophysics 14 (1952), pp. 159- 169, y el de John Z. Hearon, “Note on the Theory
o f Mass Behavior”, Bulletin o f Mathematical Biophysics 17 (1955), pp. 7-13.



38.

39.

40.

a) Observe que la ecuacion (i) es una ecuacion de Riccati y que y;(t) = 1 es una
solucion. Aplique la transformacién sugerida en el problema 35 y halle la
ecuacion lineal que satisface v(t).

b) Halle v(t) en el caso de que x(t) = at, en donde a es una constante. Deje la
respuesta en la forma de una integral.

Trayectorias ortogonales. Un problema geomeétrico bastante comin es hallar la

familia de curvas que se intersecan ortogonalmente en cada punto con una familia

dada de curvas. Se dice que cada una de estas familias de curvas constituyen las
trayectorias ortogonales de la otra,

a) Considere la familia de parabolas

y = kx? (i)

En donde k es una constante. Trace la grafica de la ecuacion (i) para varios valores
de k. Encuentre una expresion para la pendiente de la parabola que pasa por un
punto dado, de modo que esa expresion contenga las coordenadas (x,y) del
punto, pero no el pardmetro k.
Sugerencia: Derive la ecuacion (i) y elimine k.

b) Al aplicar el hecho de que las pendientes de curvas ortogonales son reciprocas
negativas, escriba la ecuacion diferencial de las trayectorias ortogonales de (i).

c) Resuelva la ecuacion a la que llego en el inciso b) y determine las trayectorias
ortogonales. Trace varios miembros de esta familia de curvas.

En cada uno de los casos siguientes, aplique el método del problema 38 para encontrar

la familia de trayectorias ortogonales de la familia dada de curvas. Trace la gréafica de

la familia dada y de sus trayectorias ortogonales.

a) La familia de hipérbolas xy = c.

b) La familia de circunferencias (x — ¢)? + y? = c2.

c¢) La familia de elipses x? — xy + y% = ¢2.

d) La familia de parabolas 2 cy + x> = ¢?, ¢>0.

Si dos rectas en el plano xy, cuyas pendientes son m, y m,, respectivamente, se

intersecan formando un angulo 6, demuestre que

(tan0)(1 + mym,) = m, —m,.

Aplique este hecho para encontrar la familia de curvas que se intersecan con cada una
de las siguientes familias formando un angulo de 45°. En cada caso trace la grafica
de las dos familias de curvas,

a) x—2y=c

b) x?+y?=c?



41.

42.

43.

44,

45.

46.

Encuentre todas las curvas planas cuya tangente en cada punto (x,y) pasa por el
punto fijo (a, b).

La recta normal a una curva dada en cada punto (x, y) de la curva pasa por el punto
(2,0). Si la curva contiene el punto (2, 3), encuentre su ecuacion.

Halle todas las curvas planas en las que, para cada punto de la curva, el eje y biseca
esa parte de la recta tangente entre el punto de tangenciay el eje x.

Una persona tiene una fortuna que aumenta a una razon proporcional al cuadrado de
su riqueza actual. Si hace un afio tenia un millon de ddlares y en la actualidad tiene
dos millones ¢cuénto valdré en 6 meses?, ;y en 2 afios?

Se forma un estanque al acumularse agua en una depresion cénica de radio a y

profundidad h. Suponga que el agua entra a una razon constante k y que se pierde por

evaporacion a una razon proporcional al area superficial.

a) Demuestre que el volumen V(t) de agua en el estanque en el instante t satisface
la ecuacion diferencial

av/dt = k — an(3a/mh)?/3 V?3/3,

En donde a es el coeficiente de evaporacion.
b) Halle la profundidad de equilibrio del agua en el estanque. ¢(Es estable el
equilibrio?
c) Encuentre una condicién que se deba satisfacer para que el estanque no se
desborde.
Considere un tanque cilindrico de agua con seccion transversal constante A. Se
bombea agua al tanque a una razén constante k y el agua se fuga por un pequefio
orificio de &rea a que se encuentra en el fondo del tanque. Con base en el teorema de
Torricelli de la hidrodinamica, se concluye que la razon a la que el agua fluye a través
del orificio es aa\/m, en donde h es la profundidad instantanea del agua en el
tanque, g es la aceleracion debida a la gravedad y a es un coeficiente de contraccion
que satisface 0.5 < a < 1.0.
a) Demuestre que la profundidad del agua en el tanque en cualquier instante satisface
la ecuacion

dh/dt = (k — aa\2gh)/A.

b) Determine la profundidad de equilibrio h, del agua y demuestre que es estable.
Observe que h, no depende de A.
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Temas

= Ecuaciones homogéneas con coeficientes constantes.

= Soluciones fundamentales de las ecuaciones lineales homogéneas.
Objetivos

= Estudiar y conocer la tematica de las ecuaciones homogéneas con coeficientes
constantes.
= Conocer los conceptos basicos de las soluciones fundamentales de las ecuaciones

lineales homogéneas.
Actividades

= Socializacion de conceptos sobre las ecuaciones homogéneas de segundo orden y
sus soluciones fundamentales.

= Solucién de ejercicios sobre ecuaciones homogéneas con coeficientes constantes.
Recursos

> Videos

1. Titulo: Solucion ecuaciones diferenciales homogéneas con coeficientes
constantes parte 1
Descripcion: Ejemplo de solucion de tres ecuaciones diferenciales lineales
homogéneas de segundo orden.

Link: https://www.youtube.com/watch?v=MQwta7M4 UM



https://www.youtube.com/watch?v=MQwta7M4_UM

Titulo: Ecuaciones diferenciales lineales homogéneas con coeficientes
constantes

Descripcion: Solucion a una ecuacion diferencial homogénea lineal con
coeficientes constantes.

Se parte de la ecuacion mas simple, de primer orden y se asume que para
ecuaciones de orden superior como la ecuacion de segundo orden la solucion es
una exponencial.

Link: https://www.youtube.com/watch?v=NGjiphgUgoY

Titulo: Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden | Homogéneas con
coeficientes constantes

Descripcion: Ejercicio explicado paso a paso de forma sencilla. Explicamos
cémo resolverlas y encontrar su solucion general.

Link: https://www.youtube.com/watch?v=D0DBU7T7hRU

Titulo: Boyce y DiPrima 3.2.27
Descripcion: Solucion ejercicio 3.2.27 del libro de Boyce y DiPrima. Ecuaciones
lineales de segundo orden. Ecuaciones exactas

Link: https://www.youtube.com/watch?v=EQxuls4St7U

PDF

Titulo: capitulo-4.pdf

Descripcion: Teoria y métodos para resolver ecuaciones lineales homogéneas de
segundo orden con coeficientes constante. Pag. 22- 31.

Link: https://deymerqg.files.wordpress.com/2011/07/capitulo-4.pdf



https://www.youtube.com/watch?v=NGjiphgUqoY
https://www.youtube.com/watch?v=D0DBU7T7hRU
https://www.youtube.com/watch?v=EQxuls4St7U
https://deymerg.files.wordpress.com/2011/07/capitulo-4.pdf

Unidad 2

ECUACIONES DIFERENCI

DE SEGUNDO ORDEN

ALES

Introduccion

Las ecuaciones lineales de segundo orden tienen una importancia primordial en el estudio de
las ecuaciones diferenciales por dos razones principales. La primera es que las ecuaciones
lineales poseen una rica estructura tedrica que sustenta varios métodos sistematicos de
resolucion. Ademads, una parte sustancial de esta estructura y estos métodos son
comprensibles en un nivel matematico bastante elemental. A fin de presentar las ideas clave
en el contexto mas sencillo posible, se les estudia en este capitulo para las ecuaciones de
segundo orden. Otra razon para estudiar las ecuaciones lineales de segundo orden es que son
imprescindibles en cualquier investigacion seria de las areas clasicas de la fisica-matematica.
No es posible avanzar mucho en el analisis de la mecanica de fluidos, la conduccion del calor,
el movimiento ondulatorio o los fenémenos electromagnéticos sin encontrar que es necesario
resolver ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden.



2.1. Ecuaciones homogéneas con coeficientes constantes

Una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden tiene la forma

d*y dy
- P 1
dx? f(x’}’d.x)’ @
En donde f es alguna funcion dada. Se dice que la ecuacion (1) es lineal si la funcion f puede
escribirse como

dv

frmg)=at—p()

dy

d; —q(x)y, 2)

En donde g, p y g son funciones especificadas de la variable independiente x. En este caso,
la ecuacion (1) queda

y'+P(x)y' +q(x)y = g(x) 3)

En donde los apostrofos denotan derivacion con respecto a x. En vez de (3), a menudo se ve
la ecuacion

P(x)y” + Q(x)y’+ R(x)y = G(x); (4)
Por supuesto, si (4) se divide en P(x), entonces se reduce a la ecuacion (3) con

Q(x) _R(x)

_ G(x)
O IOk

) ®)

p(x) = g(x)
Al analizar e intentar resolver (3), es necesario restringirse a intervalos en los cuales p,q y g
son funciones continuas.

Si (1) no es de la forma (3) o (4), entonces se dice que es no lineal. Un analisis extenso de
las ecuaciones diferenciales no lineales de segundo orden es demasiado dificil para un texto
de este nivel, por lo que se dira relativamente poco acerca de ellas. Sin embargo, existen dos
tipos especiales de ecuaciones no lineales de segundo orden que se pueden resolver mediante
un cambio de variables que las reduce a ecuaciones de primer orden. En los problemas 17 a
32, se bosqueja este procedimiento.

Un problema con valor inicial consta de una ecuacion diferencial como (1), (3) o (4) junto
con un par de condiciones iniciales de la forma

y(xo) =yo.  ¥'(x0) = ¥'o, (6)



En donde y, Yy y', son nimeros dados. Observe que las condiciones iniciales para una
ecuacion de segundo orden prescriben no solo un punto particular (x,, y,) por el que debe
pasar la grafica de la solucion, también la pendiente de la grafica en ese punto. Resulta
razonable esperar que para una ecuacion de segundo orden se necesiten dos condiciones
iniciales porque, en términos generales, para hallar una solucién se requieren dos
integraciones y cada una introduce una constante arbitraria. Es de suponer que bastaran dos
condiciones iniciales para determinar los valores de estas dos constantes.

Las ecuaciones lineales de segundo orden surgen en muchas aplicaciones importantes. Por
ejemplo, el movimiento de una masa sujeta a un resorte y muchos otros sistemas oscilatorios
simples, se describen por una ecuacion de la forma

-

d-u du
152 -I-CE-I-ku: F(t), (7

T

En donde m, ¢ y k son constantes y F es una funcién prescrita. Esta ecuacion se analiza en
la seccion 2.9. Otros ejemplos son la ecuacion de Bessel*® de orden v,

iy +xy'+ (P - vy =0, (8)
Y la ecuacion de Legendre! de orden «,
(1—-x%)y"—2xy' +a(a+1)y =0, ©)

En donde vy a son constantes. La ecuacion de Bessel se presenta en muchas situaciones
fisicas con mayor frecuencia en problemas que comprenden geometria circular, como la
determinacion de la distribucion de temperaturas en una placa circular. La ecuacién de
Legendre se encuentra frecuentemente en situaciones fisicas que estan relacionadas con
geometria esférica.

Se dice que una ecuacion lineal de segundo orden es homogénea si el término g(x) de la
ecuacion (3), o el término G (x) de la (4), es cero para toda x . En caso contrario, la ecuacién
es no homogénea. Como resultado, el término g(x), o el G(x), algunas veces se le nombra
término no homogéneo. Se empezara el analisis con las ecuaciones homogéneas, las que se
Escribiran en la forma

"* Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846) emprendié una carrera de administracién en su juventud, pero pronto se interesé en la astronomia y las
matematicas. Fue designado director del observatorio de Konigsberg en 1810, puesto que ocupo hasta su fallecimiento. Sus estudios de las
perturbaciones planetarias lo llevaron en 1824 a efectuar el primer andlisis sistemdtico de las soluciones, conocidas como funciones de Bessel, de la
ecuacion (8). También es famoso por haber realizado la primera determinacion exacta (1838) de la distancia de la Tierra a una estrella.

'* Adrien-Marie Legendre (1752-1833) ocupo varios puestos en la Academia Francesa de Ciencias a partir de 1783. Su trabajo principal lo realizo en
los campos de las funciones elipticas y la teoria de los nimeros. Las funciones de Legendre, soluciones de la ecuacion (9), aparecieron por primera

vez en 1784 en su estudio de la atraccion de esferoides.



P(x)y" + Q(x)¥' + R(x)y = 0. (10)
En este caso la ecuacion (10) se transforma en
ay"+ by +cy =0, (11)

En donde a, b y ¢ son constantes dadas. Resulta que la ecuacion (11) siempre puede
resolverse con facilidad en términos de las funciones elementales de calculo. Por otra parte,
suele ser mucho mas dificil resolver la ecuacion (10) si los coeficientes no son constantes.
Antes de abordas la ecuacion (11), considérese en primer lugar un ejemplo especialmente
sencillo, para adquirir cierta experiencia. Sea la ecuacion

y'=y=0 (12)

Queesdelaforma(1l)cona =1,b =0y c = — 1. En palabras, la (12) pide que se busque
una funcion con la propiedad de que la segunda derivada de esa funcion sea igual a ella
misma. Al reflexionar un poco se recordara al menos una bien conocida funcion del célculo
con esta propiedad, a saber y;(x) = e”*, la funcion exponencial. Con un poco més de
reflexion también se puede llegar a una segunda funcién y,(x) = e*. Algunos ensayos méas
pueden revelar que los multiplos de estas dos soluciones también son soluciones. Por
ejemplo, las funciones 2e* y 5e~* también satisfacen la ecuacién (12), como es posible
comprobar si se calculan sus segundas derivadas. De la misma manera, las funciones
c1y1(x) = c;e* y ¢, y,(x) = c,e™™ satisfacen la ecuacion diferencial (12) para todos los
valores de las constantes c; y c,. A continuacion, es de suma importancia observar que
cualquier suma de soluciones de la ecuacion (12) también es una solucion. En particular,
dado que c;y;(x) Yy ¢, ¥, (x) son soluciones de (12), asi también lo es de la funcion

y= cl}rl[x:] + 2 Vo [x:] = Clﬁ?x + C:E_x (13)

Para valores cualesquiera de ¢; ¥ c,. Una vez mas, esto puede verificarse al calcular la
segunda derivada y" a partir de (13). En efecto, se tiene y' = c,e* —c,e™™ y
y" = c,e* + ce™*; por tanto, y" es igual a y, y se satisface la ecuacion (12).

Ahora un resumen de lo que se ha hecho hasta el momento en este ejemplo. Una vez que se
observa que las funciones y; (x) = e* y y,(x) = e™*, son soluciones de la ecuacién (12), se
concluye que la combinacion lineal general (13) de estas funciones también es una solucion.
Dado que los coeficientes c; y ¢, de la ecuacion (13) son arbitrarios, esta expresion representa
una familia doblemente infinita de soluciones de la ecuacion diferencial (12). Ahora es
posible considerar como elegir un miembro en particular de esta familia infinita de soluciones



que también satisfaga un conjunto dado de condiciones iniciales. Por ejemplo, suponga que
se busca la solucidn de la ecuacién (12) que también satisfaga las condiciones iniciales

y)=2  y'(0)=-1 (14)

En otras palabras, se busca la solucion que pasa por el punto (0,2) y que en ese punto tiene
la pendiente —1. Primero, se hace x = 0y y = 2 en la ecuacion (13); con ello se obtiene

q + Cy = 2 (15)

Luego, se deriva la ecuacion (13), lo que da por resultado

y' =ce*—ce™™

Entonces, al hacer x = 0y y' = —1, se obtiene
C1 - C2 =1 (16)
Al resolver simultdneamente las ecuaciones (15) y (16) para c; y c,, Se encuentra que

1 3

27 273

Por ultimo, si se introducen estos valores en (13), se obtiene

1 Ed 3 —x
y=3e +EE , (17)

C1:

La solucién del problema con valor inicial que consta de la ecuacion diferencial (12) y las
condiciones iniciales (14).
Ahora se regresara a la ecuacion mas general (11),

ay”" +by' +cy =0,
Que tiene coeficientes constantes (reales) arbitrarios. Con base en la experiencia adquirida
con (12), también se buscan las soluciones exponenciales de (11). Por tanto, se supone que
y = e™, En donde r es un parametro por determinar. Luego, se sigue qué y' = re™y y" =
r,e™. Al sustituir estas expresiones para y,y’ y y" en (11), se obtiene
(ar?+br+c)e™ =0,

O bien, dado que e™ # 0,

ar? +br +c = 0. (18)



La ecuacion (18) se llama ecuacion caracteristica de la ecuacion diferencial (11). Su
importancia reside en el hecho de que si r es una raiz de la ecuacion polinomial (18), entonces
y = e™ es una solucién de la ecuacion diferencial (11). Ya que (18) es una ecuacion
cuadratica con coeficientes reales, tiene dos raices, que pueden ser reales y diferentes, reales
pero repetidas, o complejas conjugadas.

Si se supone que las raices de la ecuacion caracteristica (18) son reales y diferentes, dendtense
por ry y 1, en donde, por supuesto, r; # 1,. Entonces y; (x) = e"1* y y,(x) = e”2* son dos
soluciones de la ecuacion (11). Asi como en el ejemplo anterior, ahora se concluye que

y = e (x) + eay2(x) = ¢ 2" + ™" (19)

También es una solucion de (11). Para verificar este hecho, se puede derivar la expresion de
la ecuacion (19); de donde,

v = e + e’ (20)
y" = cir2e™* + crfe™* (21)

Si se sustituyen estas expresiones para y,y'y y" en (11), se obtiene
ay” + by' + ¢y = ¢y (ar? + bry + c)e™* + c,(ar? + br, + c)e™* (22)

La cantidad entre cada uno de los paréntesis del segundo miembro de la ecuacion (22) es cero
porque r; y 1, son raices de (18); por consiguiente, segun estéa definida por (19), en efecto y
es una solucion de la ecuacion (11), que era lo que se queria comprobar.

Ahora suponga que se desea encontrar el miembro particular de la familia de soluciones (19)
que satisfaga las condiciones iniciales (6),

y(x0) = Yo, y(x0) = Yo
Al sustituir x = xo Yy y = y, en (19), se obtiene
cie"Fe 4 o e =y, (23)
De manera semejante, al hacer x = xo y y' = y', en (20), da
c e + corye’?*o =y (24)

Al resolver simultdneamente las ecuaciones (23) y (24) para ¢, Y c,, Se encuentra que
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Por tanto, no importa cuales condiciones iniciales se asignen; es decir, sin importar los
valores de x,, Yo Y ¥ de (6), siempre es posible determinar ¢, y ¢, de modo que se satisfagan
las condiciones iniciales; es mas, solo existe una eleccion posible de c¢; y ¢, para cada
conjunto de condiciones iniciales. Con los valores de ¢, y ¢, dados por la ecuacion (25), la
expresion (19) es la solucion del problema con valor inicial

ay" +by'+ey =0, y(x)=y, ¥(x) =¥ (26)

Es posible demostrar, con base en el teorema fundamental que se cita en la siguiente seccién,
que todas las soluciones de (11) estan incluidas en la expresion (19), al menos para el caso
en el que las raices de (18) son reales y diferentes. Por lo tanto, la ecuacién (19) se le conoce
como solucidn general de la ecuacién (11). EI hecho de que todas las condiciones iniciales
posibles se puedan satisfacer al elegir de manera adecuada las constantes de la ecuacion (19)
hace mas plausible la idea de que esta expresion en realidad incluye todas las soluciones de

(11) ().

Ejemplo 1. el

Encontrar la solucion general de
y'+5y'+6y=0 (27)
Se supone que y = e™ y se sigue que r debe ser una raiz de la ecuacion caracteristica
r’+5r+6=r+2)(r+3)=0.

Por tanto, los valores posibles de r sonr; = —2 yr, = —3; lasolucion general de la ecuacion
(27) es

y= cie_z"‘ + cze_a"‘. (28)
= |
0 2. |

Hallar la solucién del problema con valor inicial

y' +5y' +6y=0, y(0)=2  y'(0)=3 (29)



La solucién general de la ecuacion diferencial se encontrd en el ejemplo 1 y estd dada por la
ecuacion (28). Para satisfacer la primera condicion inicial, se hace x =0y y = 2 en (28);
por tanto, ¢, y c, deben satisfacer

c,+e, =2 (30)
Para usar la segunda condicion inicial, primero debe derivarse la ecuacion (28); estoda y' =
—2c,e”%* — 3c¢,e 3%, Entonces, si se hace x = 0y y’ = 3, se obtiene

Al resolver las ecuaciones (30) y (31) se encuentra que ¢c; =9y ¢, = —7. Si se usan estos
valores en la expresion (28) se obtiene la solucion

y=0g % _Jp7 (32)

Del problema con valor inicial (29). En la figura 2.1.1 se muestra la grafica de la solucion
¥4

1 | | R
0.5 1 1.5 2 x

Figura 2.1.1 Ecuaciones homogéneas con coeficientes constantes
Fuente: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. Cuarta edicion. Pdg. 141.

e ——————————————————— 1

Ejemp|0 23— |

Hallar la solucién del problema con valor inicial
H"-8y'+3y=0, y(@=2 y(0)=1/2 (33)

Siy = e™™, entonces la ecuacion caracteristica es
4r2 —8r+3=0

Y sus raices son r =3/2 y r =1/2. Por lo tanto, la solucion general de la ecuacion
diferencial es



Vv = clea‘”ﬂ + cze“‘fz. (34)

Si se aplican las condiciones iniciales se obtienen las dos ecuaciones siguientes para c; Y c,;

3 1 1
(o5} +C2 = Z,ECl +§C2 =§

., . 1 5 . ...
La solucion de estas ecuacioneses ¢; = €2 =5y la solucion del problema con valor inicial

(33) es
1 5

}F:_EEEX_,I'IE _l_EE.X:_,I'Iz. (35)

En la figura 2.1.2 se muestra la grafica de la solucion.

oL

Figura 2.1.2 Solucién de 4y" —8y' + 3y =0, y(0) =2, y'(0) = 0.5.
Fuente: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. Cuarta edicion. Pdg. 141.

Ejemplo 4.

Encontrar la solucion del problema con valor inicial

y'+y' —12y =0, v(2)=2, y'(2)=0. (36)
La ecuacion caracteristica es
r’+r—-12=0
Con las raices r; = 3y r, = —4, de modo que la solucion general de la ecuacion diferencial
es

y= cieax + cze"*‘” (37)



Las condiciones iniciales requieren que c, Yy c, satisfagan
creb+ce 8 =2, 3cie® —4ce”8 = 0.

Al resolver estas ecuaciones se obtiene

8 6
€, = 76_6, c, = ;98,

De modo que la solucion del problema con valor inicial (36) es

a8 6 8 .. (& .
— _ ,—B_3x a8 _—4x _ _ _3ix—2) — —4lx-2)
y=—e "e™ 4+ —g"¢ =—e +-e 38
- 7 7 7 7 (38)

De manera alternativa, en vez de utilizar la ecuacion (37), es posible escribir la solucion
general como

y — kle3(x—2) + kze—4(x—2)

En esta forma es un poco mas facil aplicar las condiciones iniciales, con el resultado de que
k, =8/7, k, = 6/7, de modo que nuevamente se obtiene la solucion (38). Este ejemplo
hace ver que no hay dificultad en aplicar las condiciones iniciales en un valor de x que no sea
cero. (1)

——— e |

Problemas s = : L ——

En cada uno de los problemas 1 a 8, halle la solucidn general de la ecuacion diferencial dada.
1. y"+2y' =3y =0
2. y'+3y'+2y=0

y'=9y ' +9y =0
y'=2y'=2y=0

3. 6y —y'—y=0
4. 2y" =3y'+y=0
5 y"+5y'=0

6. 4y" =9y =0

7.

8.

En cada uno de los problemas 9 a 14, encuentre la solucion del problema con valor inicial
dado. Trace la gréafica de la solucidn y describa su comportamiento al crecer x.

9. y"+y'—2y=0, y(0)=1, y'(0)=1



10.y" +4y"+3y=0, y(0)=2, y'(0)=-1

11.6y" =5y"+y =0, y(0)=4, y'(0)=0

12.y"+3y"'=0, y(0)=-2, y'(0)=3

13.y" +8y—-9y=0, y(1)=1, y'(1)=0

14. 4y" —y =0, y(=2)=1, y'(-2)=-1
Ecuaciones en las que falta y. En una ecuacion diferencial de segundo orden de la forma
y" = f(x,y"), Lasustitucion v’ = y’, v' = y"dauna ecuacion de primer orden de la forma
v' = f(x,v). Si es posible resolver esta ecuacion para y entonces puede obtenerse y al
integrar dy/dx = v . Observe que al resolver la ecuacion de primer orden para v se obtiene
una constante arbitraria y que en la integracion para y se introduce una segunda constante
arbitraria.
En cada uno de los problemas 17 a 22 aplique esta sustitucion para resolver la ecuacion dada.

15. x2y" +2xy'=1=0, x>0

16.xy"+y' =1, x>0

17.y"+x(¥y)? = 0

18. 2x%y"+ ()3 =2xy', x>0

19.9" +y = e™™

20. x2y"=(y)2, x>0

Ecuaciones en las que falta x. Si una ecuacion diferencial de segundo orden tiene la forma
y" = f(x,y), la variable independiente x no aparece explicitamente, solo a través de la
variable dependiente y. Si se hace v = y', entonces se obtiene dv/dx = f(y,v). Como el
segundo miembro de esta ecuacion depende de y y v, en lugar de x y v, esta ecuacion no es
de la forma de las ecuaciones de primer orden analizadas en el capitulo 1. Sin embargo, si se
piensa en y como la variable independiente entonces, por la regla de la cadena, dv/dx =
(dv/dy)(dy/dx) = v(dv/dy).
En cada uno de los problemas 23 a 28, aplique este método para resolver la ecuacion
diferencial dada.

2L yy"+(¥)? =0

22.y"+y=0

23.y"+y(¥)? =0

24. 2y%y" + 2y(y)? =1

25.yy"— () =0

26.y" + (y)?% = 2e7Y

— L ——




2.2. Soluciones fundamentales de las ecuaciones lineales
homogéneas

En la seccidn anterior se mostré como resolver algunas ecuaciones diferenciales de la forma
ay"+ by +cy=0,

En donde a, b y c son constantes. Ahora se trabajara con esos resultados para dar una imagen
mas clara de la estructura de las soluciones de todas las ecuaciones lineales homogéneas de
segundo orden. A su vez, este conocimiento sera util para hallar las soluciones de otros
problemas que se encontraran posteriormente.

En el desarrollo de la teoria de las ecuaciones diferenciales lineales, ayuda a introducir la
notacién de un operador diferencial. Sean p y g funciones continuas sobre un intervalo
abierto i; es decir, para a < x < . Se incluyen los casos &« = —oo0 0 § = oo, 0 los dos.
Entonces, para cualquier funcién ¢ que sea dos veces diferenciable sobre I, se define el
operador diferencial L por la ecuacion

Li¢] = ¢" +p¢’' + qé. 1)

Observe que L[¢] es una funcién sobre I. El valor de L[¢] en un punto x es

L[p](x) = ¢"(x) + p(x)¢'(x) + q(x)p (x).

Por ejemplo, si p(x) = x%, q(x) =1+ xy ¢(x) = sen 3x, entonces

L[¢](x) = (sen 3x)” + x%(sen 3x)’ + (1 + x)sen 3x.
L[¢](x) = —9 sen 3x + 3x% cos 3x + (1 + x)sen 3x

El operador L suele escribirse como L = D? + pD + q, en donde D es el operador derivada.
En esta seccidn se estudia la seccién lineal homogénea de segundo orden L[¢](x) = 0.
Dado que se acostumbra usar el simbolo y para denotar (¢), por lo general esta ecuacion se
escribird en la forma

Llyl =y" + p(x)y"+ q(x)y = 0. (2)
A la ecuacion (2) se le asocia un conjunto de condiciones iniciales

}’(xnj = ¥o- y' (Inj = }IJD 3)

En donde x, es cualquier punto en el intervalo I, y y, ¥ y5 son nimeros reales dados. El
resultado tedrico fundamental para los problemas con valor inicial de las ecuaciones lineales
de segundo orden se enuncia en el siguiente teorema, que es el analogo al teorema 1.3.1 para
las ecuaciones lineales de primer orden. Este resultado se aplica con igual propiedad a las
ecuaciones no homogeéneas, por lo que el teorema se enuncia en esa forma.



Teorema 2.2.1

Considere el problema con valor inicial

y' +p@)y' +q(x)y = gx), y(x0) = yo, ¥'(x0) = ¥ 4)

En donde p, g y g son continuas sobre un intervalo abierto I. Entonces existe exactamente
una solucion y = ¢ (x) de este problema y la solucion existe en todo el intervalo I. (1)

Se hace hincapié en que el teorema afirma tres cosas:

1. El problema con valor inicial tiene una solucion; en otras palabras, existe una solucion.

2. El problema con valor inicial tiene una sola solucion; es decir, la solucion es Unica.

3. Lasolucion es una funcién por lo menos dos veces diferenciable en todo el intervalo | en
donde los coeficientes son continuos.

Para algunos problemas, es facil probar algunas de estas afirmaciones. Por ejemplo, en la
seccidn 2.2 se encontro que el problema con valor inicial

y'—y=0, y(0)=2  y(0)=-1 (5)
Tiene una solucion
y=ltexyd o (6)
- 2 2

El hecho de que se encuentre una solucién evidentemente establece que existe una solucion
para este problema con valor inicial. De manera semejante, la solucion (6) es dos veces
diferenciable, de hecho lo es cualquier nimero de veces, en todo el intervalo (—oo, ) en
donde los coeficientes de la ecuacion diferencial son continuos. Por otra parte, no es obvio,
y es mas dificil demostrar, que el problema con valor inicial (5) no tiene otras soluciones que
no sean la dada por la ecuacion (6). Sin embargo, el teorema 2.2.1 afirma que esta solucion
es Unica, de modo que (6) es, de hecho, la Unica solucion del problema con valor inicial (5).
Para el problema mas general (4) por lo comuin, es posible escribir una formula simple para
la solucidn, por lo tanto, todas las partes del teorema deben probarse por métodos generales
gue no entrafien el conocimiento de la solucién en términos de funciones elementales. Esta
es una diferencia importante entre las ecuaciones lineales de primer orden y las de segundo.
La demostracion del teorema 2.2.1 es bastante dificil, por lo que no se abordara aqui. Sin
embargo, se aceptara este teorema como verdadero y se aplicara siempre quesea necesario.

1)



Ejemplo 1-r—|
Encontrar el intervalo més largo en el que se tiene la certeza de que existe la solucién del
problema con valor inicial

(x2=3x)y"+xy' — (x +3)y =0, y(1) = 2, y=1
Si la ecuacion diferencial dada se escribe en la forma de la ecuacion (4), entonces p(x) =
1/(x—=3),q(x) = —=(x + 3)/x(x—3) y g(x) = 0. Los unicos puntos de discontinuidad
de los coeficientes son x = 0 y x = 3. Por consiguiente, el intervalo abierto mas largo que
contiene el punto inicial x = 1, en el que todos los coeficientes son continuoses 0 < x < 3.

Por tanto, este es el intervalo més largo para el cual el teorema 2.2.1 garantiza la existencia
de la solucién.

e ——————————————————— 1

Ejemplo 2—|
Hallar la solucién unica del problema con valor inicial

Y'+p@)y +q(x)y=0, y(x) =0 y(x)=0,

En donde p y g son continuas en un intervalo abierto I que contiene a x,.
La funcion y = ¢(x) = 0 para toda x en I evidentemente satisface la ecuacion diferencial y
las condiciones iniciales. Por el teorema 2.2.1, es la Gnica solucion del problema dado.

e ——————————————————— 1

Supdngase ahora que y; Y y, son dos soluciones de la ecuacion (2); en otras palabras,
Llv] =»{ +py +ay, =0, ()

Y de manera semejante para Entonces, asi como en los ejemplos de la seccién 2.1, es posible
generar mas soluciones mediante la formacion de combinaciones lineales de y, y y,. Se
enunciara este resultado como un teorema.

Teorema 2.2.2 (Principio de superposicion)
Si y; y vy, son dos soluciones de la ecuacion diferencial (2),
Llyl=y" +p(x)y" +q(x)y =0,

Entonces la combinacién lineal ¢;c; + c,c, también es una solucién para cualesquiera
valores de las constantes {; y




Para demostrar el teorema 2.2.2 solamente es necesario sustituir y por
y = ¢y (x) + €33, (x) (8)

En la (2); el resultado es

Lleyy, + 2y,] = [euy, + eav,] +p[ewy, + e2v,] +afery, + ey,
=y, oy +opy; +apy; + gy + gy,
= ¢y [y +py; + qya] + ealvy + oyl + qyal
= ¢1LL'}'1] + CzL[}’z]-

Dado que L[y,;] = 0y L[y,] = 0, se deduce que también L[c,y; + c;y,] = 0. Por lo tanto,
sin importar los valores de c;, ¢, segun se da por la ecuacién (8), y satisface la ecuacién
diferencial (2) y se ha completado la demostracion del teorema 2.2.2.

Se tiene un caso especial del teorema 2.2.3 si ¢; 0 c,, s cero. Entonces se concluye que
cualquier maltiplo de una solucién de la ecuacién (2) también es una solucion.

Ahora se regresara a la cuestion de si pueden elegirse las constantes ¢; y ¢, de modo que
satisfagan las condiciones iniciales (3). Estas condiciones iniciales requieren que ¢; VY ¢,
satisfagan las ecuaciones

51}'1(3’50) + 52}’2(3’50] = Yo

r r r (9)
1‘31}'1(3‘50] + Cz}’:(xn] = Yo
Al resolver las ecuaciones (9) para c; y c,, Se encuentra que
_ Yoya(x) — ¥eya(%o)
. Fi(xu)}’zr (xu] - Jr’f fxu)}’z (xnjj
, , (10)
o = —vovi(xp) — yonu (xg)
' }’1(Xu]}’zr (x0) — Jr’f (x0)y2 (xﬂT
O bien, en términos de determinantes,
Yo V2 (xu) }’fou) Yo
o = Yo ya(xo)l __Ini(x) v (11)

vi(xg) ¥al(xe)
yi(xa)  ¥3(x0)

vi(xe)  ¥a(xp)
yi(xo)  ¥i(x0)




Con estos valores de c; Y c,, la expresion (8) satisface las condiciones iniciales (3), asi como
la ecuacién diferencial (2).

A fin de que las expresiones para c; Yy c, de las ecuaciones (10) u (11) tengan sentido, es
necesario que los denominadores sean diferentes de cero. Para las dos, c¢; y c,, €l
denominador es el mismo; a saber, el determinante

w = PAC) 20|y i) = iCeva ) 12)

El determinante W se conoce como determinante wronskiano, o simplemente
wronskiano®, de las soluciones y; y y,. Algunas veces se utiliza la notacién mas amplia
W (y1,y2)(x) para representar la expresion del segundo miembro de la ecuacion (12),
haciendo resaltar de esta manera que el wronskiano depende de las funciones y; y y,, y que
se evalua en el punto x,. La argumentacién precedente basta para establecer el resultado
siguiente.

Teorema 2.2.3
Supdngase que y; Y y, son dos soluciones de la ecuacion diferencial (2),
Lyl =y" +p(x)y"+ q(x)y =0,

Y que el wronskiano

W =y1y; = ¥1¥2
Es diferente de cero en el punto x, donde se asignan las condiciones iniciales (3)

y(xo) =yo,  ¥'(x0) =0
Entonces existe una eleccion de las constantes c¢; y ¢, paralaque y = ¢, y1(x) + ¢, y,(x)
satisface la ecuacion diferencial (2) y las condiciones iniciales (3).

Ejemplo SI—]

En el ejemplo 1 de la seccion 2.1 se encontrdé que y;(x) = e 2* y y,(x) = e~3* son
soluciones de la ecuacion diferencial

y"+5y +6y=0.

Hallar el wronskiano de y; y y,.

'5 Los determinantes wronskianos deben su nombre a Josef Maria Hoéné-Wronski (1776-1853), quien nacié
en Polonia aunque pasé la mayor parte de su vida en Francia. Hombre talentoso pero inquieto, su vida estuvo
marcada por disputas acaloradas frecuentes con otras personas e instituciones.



El wronskiano de estas dos funciones es

W = e_zx e3x = _e—5x
-2 —2Xx -3 —3x
e e

Dado que W es diferente de cero para todos los valores de x, pueden usarse las funciones y;
y y, para construir soluciones de la ecuacion diferencial dada, junto con condiciones iniciales
prescritas en cualquier valor de x.

|

El siguiente teorema justifica la expresion “solucion general” que se introdujo en la seccion
2.1 para la combinacion lineal ¢; v, + ¢, y5.

Teorema 2.2.4

Si y; Y y, son dos soluciones de la ecuacion diferencial (2),

Lyl =y" +p(x)y"+ q(x)y =0,
Y existe un punto x, en donde el wronskiano de y, y y, es diferente de cero, entonces la
familia de soluciones

y = c1y1(x) + 2y, (%)
Con coeficientes arbitrarios de c; Yy ¢, incluye toda solucion de la ecuacion (2).

Sea ¢ cualquier solucion de la ecuacion (2). Para probar el teorema es necesario demostrar
que ¢ esta incluida en la combinacion lineal c;y; + c,y,; es decir, para alguna eleccion de
las constantes c; y ¢, la combinacién lineal es igual a ¢. Sea x, un punto en donde el
wronskiano de y; y y, es diferente de cero. Entonces, evallense ¢ y ¢’ en este punto y se
llama a estos valores y, y y, respectivamente; por tanto,

Yo = ¢ (x0), Yo = ¢’ (x0).

A continuacion, considérese el problema con valor inicial

Y +p(x)y +a(x)y=0, y(x) =¥y  ¥'(xg) =0 (13)

La funcion ¢ evidentemente es una solucion de este problema con valor inicial. Por otra
parte, como W (y4,y2)(x,) es diferente de cero, es posible (por el teorema 2.2.3) elegir c; y
¢, de modo que y = c;y; + c,y, también sea una solucién del problema con valor inicial
(13). En efecto, los valores adecuados de c; y ¢, los dan las ecuaciones (10) u (11). La parte
de unicidad del teorema 2.2.1 garantiza que estas dos soluciones del mismo problema con



valor inicial en realidad son la misma funcion; por tanto, para la eleccion adecuada de c; y
C2,
d(x) = c1y1(x) + 2y, (x),

Y por lo tanto, ¢ esta incluida en la familia de funciones c,y, + c,y,. Por ultimo, como ¢
es una solucion arbitraria de (2), se concluye que toda solucion de esta ecuacion esta incluida
en esta familia. Esto completa la demostracion del teorema 2.2.4.

El teorema 2.2.4 afirma que, en tanto que el wronskiano de y, y y, sea diferente de cero, la
combinacion lineal y = c;y; + c,y, contiene todas las soluciones de la ecuacion (2). Por
consiguiente, es natural (y ya se hizo esto en la seccion precedente) Ilamar a la expresion (1)

Y =C1y1 T Y,

Ejemplo 4. —_—_— ==

Supdngase que y, (x) = e™* y y,(x) = e"* son dos soluciones de una ecuacion de la forma

(1). Demostrar que forman un conjunto fundamental de soluciones si r; # ;.

Calcule el wronskiano de y; y y,:
W= e"* e

rlerlx rzerzx

Dado que la funcién exponencial nunca es cero y como r, — r; # 0 por la proposicion del

problema, se deduce que W es diferente de cero para todo valor de x. Como consecuencia,

y1 'Y ¥y, forman un conjunto fundamental de soluciones.

e ——————————————————— 1

T2 X

= (r; — ) exp[(ry + r2)x].

Ejemp|0 sbm/—

Demostrar que y; (x) = x*/2 y y,(x) = x~forman un conjunto fundamental de soluciones
de
2x%y" + 3xy' —v =0, x = 0. (14)

En esta etapa es posible comprobar por sustitucion directa que y, y y, son soluciones de la

ecuacion diferencial. Dado que y; (x) = %x‘l/z yyi(x) = ix‘3/2, se tiene
1 1 1 3
2(__.,-3/2 a-1/2) _,1/2 [ — 1/2 —
2x ( 4x >+3x<2x ) X ( 2+2 1>x 0.
De modo semejante, y;(x) = —x~2y y5' (x) = 2x~3, asi que

2x?(2x3) +3x(—x) —xt=@-3-Dxt=0.



A continuacion calcule el wronskiano W de y; y y,:

¥ 1/2 -1

1
—X
2
Como W # 0 para x > 0, se concluye que y; y y, forman un conjunto fundamental de
soluciones alli.

|

W= (15)

-1/2 -2

Teorema 2.2.5

Considérese la ecuacion diferencial (2),

Lyl =y" +p(x)y’ + q(x)y =0,

Y existe un punto x, en donde el wronskiano de y, y y, es diferente de cero, entonces la
familia de soluciones

y = ¢1y1(x) + c2y2(x)
Con coeficientes arbitrarios de ¢, y c, incluye toda solucion de la ecuacion (2).

Cuyos coeficientes p y g son continuos sobre algun intervalo abierto I. Elija algun punto
Xo enI. Sea y,; lasolucion de la ecuacion (2) que tambien satisface las condiciones iniciales
y(XO) = 1! y,(xO) = 0!

Y y, lasolucion de (2) que satisface las condiciones iniciales
y(XO) = O, y,(xO) = 1!
Entonces y, y y, forman un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion (2).

Primero, observe que la existencia de las funciones y; y y, esta asegurada por parte de la
existencia del teorema 2.2.1. Para demostrar que forman un conjunto fundamental de
soluciones, basta calcular su wronskiano en x,:

y1(x0)  y2(x0)
y1(x0)  y2(xo)

10
W (y1,y2) (%) = =|O =1



Ejemp|0 o,

Encuentre el conjunto fundamental de soluciones especificado por el teorema 2.2.5, para la

ecuacion diferencial
y'—y =0, (16)

Si se utiliza el punto inicial x, = 0.

En la seccion 2.1 se sefialo que dos soluciones de la ecuacion (16) son y; (x) = e*y y,(x) =
e *.

El wronskiano de estas soluciones es W = —2 # 0, de modo que forman un conjunto
fundamental de soluciones. Sin embargo, no son las soluciones fundamentales indicadas por
el teorema 2.2.5 porque no satisfacen las condiciones iniciales mencionadas en ese teorema
en el punto x = 0.

A fin de encontrar las soluciones fundamentales especificadas por el teorema es necesario
hallar las soluciones que satisfacen las condiciones iniciales adecuadas. Se denota por y;(x)

la solucion de la ecuacion (16) que satisface las condiciones iniciales

y(0)=1, y(0)=0. (17)
La solucién general de la ecuacion (16) es
v =¥ + e, (18)

Y se satisfacen las condiciones iniciales (17) sic; = 1/2y ¢, = 1/2. Por tanto

X

1 1
ys(x) = Ee" +—e ™ = coshx.

2
De manera semejante, si y,(x) satisface las condiciones iniciales
v(0) =0, ¥'(0) =1, (19)
Entonces
(1) = 3¢* ~ 5e~ = senh
ya(x) =Ze¥ ——e™ = senhx.
Como el wronskiano de y; Yy y, €s
W = cosh?® x — senh?> x =1,

Entonces estas funciones también forman un conjunto fundamental de soluciones, como se
afirma en el teorema 2.2.5. Por lo tanto, la solucion general de (16) puede escribirse como

v =k, coshx + k, senh x, (20)
.|



El andlisis de esta seccion puede resumirse como sigue. Para encontrar la solucién general
de la ecuacion diferencial
y'+p()y +qx)y=0  a<x<p

Primero es necesario hallar dos funciones y; y y, que satisfagan la ecuacion diferencial en
el intervalo a < x < . En seguida, debe tenerse la seguridad de que existe un punto en el
intervalo en el que el wronskiano de y; y y, es diferente de cero. En estas circunstancias, y;
y vy, forman un conjunto fundamental de soluciones y la solucion general es

y = c1Y1(x) + ¢y, (x),

En donde c; y ¢, son constantes arbitrarias. Si se prescriben condiciones iniciales en un punto
de @ < x < f3, entonces pueden elegirse ¢, y ¢, de modo que satisfagan estas condiciones.

1)

Problemas s | —

En cada uno de los problemas 1 a 6, encuentre el wronskiano del par dado de funciones
1 er’ e—3x/2
cosx,senx
e—2x, xe—Zx
x,xe*
e*sen x,e* cosx
6. cos®x, 1+ cos2x
En cada uno de los problemas 7 a 12, determine el mayor intervalo en el que se tiene la
certeza de que el problema con valor inicial dado posee una solucion Unica dos veces
diferenciable. No intente hallar la solucion.
7. xy"+3y=x, yl)=1 yd) =2
8. (x—1y"—3xy'+4y =senx, y(-2)=2, y'(-2)=1
9. x(x—4)y"+3xy'+4y =2, y(3)=0, y'(3)=-1
10. y" + (cos x)y' + 3(In |x|)y = 0, y2)=3, y'2)=1
1. (x=3)y"+xy '+ (In|xPDy =0, y(1) =0, y' (1) =1
12.(x=2)y"+y '+ (x=2)(tanx)y =0, yB3)=1 y'3) =2

ok~ w N

13. Compruebe que y;(x) =x y y,(x) =x~1 son dos soluciones de la ecuacion
diferencial x?y" — 2y = 0 para x > 0. A continuacion, demuestre que c;x? + c,x ™1
también es una solucion de esta ecuacién para cualesquiera ¢, Yy c,.

14. Compruebe que y; (x) = 1y y,(x) = x*/? son soluciones de la ecuacion diferencial
yy” + (¥')? = 0 parax > 0. En seguida demuestre que c; + c,x/? no es, en general,
una solucion de esta ecuacion. ¢Por qué no?



15. Demuestre que si y = ¢(x) es una solucion de la ecuacion diferencial y" + p(x)y’ +
q(x)y = g(x), en donde g(x) no siempre es cero, entonces y = c¢(x), en donde ¢
es cualquier constante diferente de uno, no es una solucion. ¢Por qué?

16. ¢Es posible que y = sen(x?) sea una solucion sobre un intervalo que contenga a x =
0 de una ecuacion y" + p(x)y’ + q(x)y = 0 con coeficientes continuos? De una
explicacion de la respuesta.

17. Si el wronskiano Wde f y g es 3e* ysi f(x) = e?*, halle g(x).

18. Si el wronskiano Wde fy g es x2e* y si f(x) = x, halle g(x).

19.Si W(f,g) es el wronskiano de f vy gy siu=2f—g, v=f+2g, halle el
wronskiano W (u, v) de u y v en términos de W (f g).

20. Si el wronskianode fygesxcosx —senxysiu=f+3g,v=f—g, halleel
wronskiano de u y v.

— —




Semana 8



Temas

= Independencia lineal y el Wronskiano.

Objetivos

= Conocer la independencia lineal y el Wronskiano.
= Estudiar las raices complejas de la ecuacion caracteristica.

= Conocer y entender las raices repetidas: Reduccién de orden

Actividades

Solucion de ejercicios sobre la independencia lineal y el Wronskiano.

= Solucién de ejercicios sobre las raices complejas de la ecuacion caracteristica.

= Solucién de problemas sobre raices repetidas: Reduccion de orden.

» Quiz nimero 2, sobre los temas de las semanas 6 y 7. El estudiante contara con 1

hora para resolver los ejercicios propuestos por el profesor.
Recursos

» Videos
1. Titulo: EI Wronskiano
Descripcion: Explicacion del wronskiano y ejemplo de este.

Link: https://www.youtube.com/watch?v=qgg58KbrhNkg

> PDF
1. Titulo: capitulo-4.pdf
Descripcion: Teoria independencia lineal y el Wronskiano. Pag. 2 - 18.

Link: https://deymerq.files.wordpress.com/2011/07/capitulo-4.pdf



https://www.youtube.com/watch?v=gg58KbrhNkg
https://deymerg.files.wordpress.com/2011/07/capitulo-4.pdf

> Libros

3. Titulo: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera, 4ta
edicion.
Autor: William E. Boyce; Richard C. DiPrima
Descripcion: Conceptos basicos, ejercicios resueltos y problemas sobre

independencia lineal y el wronskiano. Paginas 154 - 160.



2.3. Independencialineal y el Wronskiano

La representacion de la solucion general de una ecuacion diferencial lineal homogénea de
segundo orden como una combinacion lineal de dos soluciones cuyo wronskiano es diferente
de cero esta estrechamente relacionada con el concepto de independencia lineal de dos
funciones. Esta es una idea muy importante y tiene un significado que rebasa con mucho el
contexto actual; en esta seccion se le analizara brevemente.

Se dice que dos funciones f y g son linealmente dependientes sobre un intervalo si existen
dos constantes k, Y k,, no ambas cero, tales que

kyf(x) +leag(x) = 0 (1)
Para toda x en el intervalo. Se dice que las funciones f y g son linealmente independientes
sobre un intervalo si no son linealmente dependientes; es decir, si la ecuacion (1) se cumple
para toda x en el intervalo solo si k; = k, = 0. Aunque puede ser dificil determinar si un
conjunto grande de funciones es linealmente dependiente o independiente, suele ser facil dar
respuesta a esta pregunta para un conjunto de solo dos funciones: son linealmente
dependientes si son proporcionales entre si y linealmente independientes en caso contrario.
Los siguientes ejemplos ilustran la aplicacion de las definiciones que acaban de darse. (1)

Ejemplo 1.

Determinar si las funciones senx y cos(x —m/2) son linealmente independientes o
linealmente dependientes sobre un intervalo arbitrario.
Las funciones dadas son linealmente dependientes sobre cualquier intervalo ya que

klsenx+k2cos(x—g) =0

Paratoda x siseeligenk; =1y k, = —1.
b - - ]

Ejemp|0 -

Demostrar que las funciones e* y e?* son linealmente independientes sobre cualquier
intervalo.
A fin de establecer este resultado, se supone que

kie* + kg™ =0 (2)



Para toda x en el intervalo; entonces, es necesario demostrar que k; = k, = 0. Elija dos
puntos x, Yy x; en el intervalo, en donde x; # x,. Si se evalua (2) en estos puntos, se obtiene

klex‘" + szzx = ﬂ.

@)
kie*s + k,e*1 =0,

El determinante de los coeficientes es

eerle _ eszexl — eerxl(exl _ exO)

Dado que el determinante es diferente de cero, se concluye que la Unica solucién de la
ecuacion (3) es k; = k, = 0. De donde, e* y e2* son linealmente independientes.

_—n |

El siguiente teorema relaciona la independencia y dependencia lineales con el wronskiano.

Teorema 2.3.1

Si f 'y g funciones diferenciables sobre un intervalo abierto I y si W(f,y)(x,) # 0 para
algln punto x, en I, entonces f y g son linealmente independientes sobre I. De manera
alternativa, si f'y g son linealmente dependientes sobre I, entonces W (f, y)(x) # 0 para
toda x en I.

Para probar la primera proposicion del teorema 2.3.1 considérese una combinacién lineal
kif(x) + k,g(x) y supongase que esta expresion es cero en todo el intervalo. Si se evalGan
la expresion y su derivada en x,, se tiene

kif(xg) + kaog(xy) =0,
Fyf'(xg) + kag'(xe) =0,

El determinante de los coeficientes de las ecuaciones (4) es precisamente W (f, y)(x,), que
por hipétesis es diferente de cero. Por lo tanto, la Unica solucion de las ecuaciones (4) es k, =
k, = 0, de modo que f y g son linealmente independientes.

La segunda parte del teorema 2.3.1 se deduce de manera inmediata a partir de la primera.
Sean f y g linealmente dependientes y supdngase que la conclusion es falsa; es decir,
W (f,y) no es cero en todo punto de /. Entonces, existe un punto x, tal que W (f,y)(x,) #
0; por la primera parte del teorema 2.3.1, esto significa que f y g son linealmente
independientes, lo cual es una contradiccion, con lo que se completa la demostracion.

Este resultado puede aplicarse a las dos funciones f(x) = e* y g(x) = e?* analizadas en el
ejemplo 2. Para cualquier punto x, se tiene

(4)



-
Ty e.r.xn

W g (o) = |7r, 5 2| = €70 %0 (5)

Por consiguiente, las funciones e* y e?* son linealmente independientes sobre cualquier
intervalo.

Es necesario tener cuidado en no leer demasiado en el teorema 2.3.1. En particular, dos
funciones f 'y g puede ser linealmente independientes aun cuando W (f, g)(x) = 0 para toda
x en el intervalo 1.

Ahora se analizaran todavia més las propiedades del wronskiano de dos soluciones de una
ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden. El siguiente teorema, que quiza
sorprenda, da una formula explicita simple para el wronskiano de dos soluciones cualesquiera
de cualquiera de esas ecuaciones. (1)

Teorema 2.3.2 (Teorema de Abel)*¢

Si y; Y y, son soluciones de la ecuacion diferencial

Lyl =¥" +px)y" +q(x)y =0, (6)
en donde p y g son continuas sobre un Intervalo ablerto /, entonces el wronskiano
W (y1,y2)(x) esta dado por

W, 7:) (@) = cenp [ [ pGodx] ©

En donde c es cierta constante que depende de y; y y,, pero no de x. Es mas, W (y;, y») (x)
Es cero para toda x en I (si ¢ = 0), 0 bien, nunca es cero en I (si ¢ # 0).

16 El resultado del teorema 2.3.2 fue deducido por el matematico noruego Niels H. Abel (1802-1829) en
1827 y se conoce como férmula de Abel. Abel también demostré que no existe formula general para
resolver una ecuacién de quinto grado en términos de operaciones algebraicas explicitas sobre los
coeficientes del polinomio, resolviendo asi una interrogante que habia permanecido sin respuesta desde el
siglo XVI. Sin embargo, sus contribuciones mas importantes fueron en el analisis, en particular en el
estudio de las funciones elipticas. Su trabajo no fue reconocido con amplitud hasta después de su muerte.

El distinguido matematico francés Legendre lo llamo “monumento mas duradero que el bronce”.



Para probar el teorema de Abel, nétese en principio que y, y y, satisfacen

vi' +p(x)y; +q(x)y;, =0,

nr I 8
vz te(x)y: +q(x)y; =0, ©

Si se multiplica la primera ecuacion por —y,, la segunda por y; y se suman las ecuaciones
resultantes, se obtiene

Oy —w'va) +p(y: — yiv2) = 0. (9)

Si se hace W (x) = W (y;,y2)(x) y se observa que
W'= v — ¥y (10)
Es posible escribir la ecuacion (9) en la forma
W'+ pW = 0. (11)

La ecuacion (11) puede resolverse de inmediato, ya que es tanto una ecuacion lineal de primer
orden (seccion 1.2) como una separable (seccién 1.4). Por tanto,

W(x) =cexp [— J. p(x) rix] . (12)

En donde c es una constante. El valor de c depende del par de soluciones de (6) que
intervengan. Sin embargo, dado que la funcion exponencial nunca es cero, W (x) no es cero
a menos que ¢ = 0, en cuyo caso W (x) es cero para toda x, con lo que se completa la
demostracion del teorema 2.3.2.

Observe que los wronskianos de dos conjuntos fundamentales cualesquiera de soluciones de
la misma ecuacion diferencial solo pueden diferir en una constante multiplicativa y que pueda
determinarse el wronskiano de cualquier conjunto fundamental de soluciones hasta una
constante multiplicativa, sin resolver la ecuacién diferencial.

Ejemp|0 T e ———————————————————————————————————————]|

En el ejemplo 5 de la seccion 2.2 se comprob6 que y(x) = x2/? y y(x) = x~* son soluciones
de la ecuacion

2x%y" + 3xy' —y =0, x> 0. (13)

Comprobar que el wronskiano de y, y y, esta dado por la ecuacion (12).



Con base en el ejemplo que acaba de citarse se sabe que W (y, ¥,)(x) = —(3/2)x~3/2. Para
utilizar la ecuacion (12) es necesario escribir la ecuacion diferencial (13) en la forma estandar
con el coeficiente de y"' igual a uno. Por tanto, se obtiene

n + 3 ! 1 J— 0
YooY Ty T
De modo que p(x) = 3/2. De donde,
3 3 o
Wy, v, )(x) = cexp [— Jz—dx} = cexp(—ilnx) = cx Y2 (14)
x

La ecuacion (14) da el wronskiano de cualquier par de soluciones de (13). Para las soluciones
particulares dadas en este ejemplo es necesario elegir c = —3/2.

_—n |

Puede establecerse una version méas poderosa del teorema 2.3.1 si las dos funciones que
intervienen son soluciones de una ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden.

Teorema 2.3.3

Sean y, Yy y, soluciones de la ecuacion diferencial (6)

Lly] =" + p(x)¥" + q(x)y = 0,
En donde p y g son continuas sobre un intervalo ablerto /, entonces y; Yy y, son linealmente
dependientes sobre I, si y solo si W(y;,y,)(x) es cero para toda x en I. De manera
alternativa, y; y y, son linealmente independientes sobre I si y solo si W (y;,y2)(x) €s
nunca es cero en 1.

Por supuesto, por el teorema 2.3.2 se sabe que W (y,,y,)(x) es cero en todo punto de I, 0
bien, no es cero en ningun punto de I. Al probar el teorema 2.3.3, observe en primer lugar
que si y; Y y, son linealmente dependientes, entonces W (y;, y,)(x) es cero para toda x en
1, por el teorema 2.3.1. Queda por demostrar la inversa; es decir, si W (y;, y,)(x) s cero en
todo el intervalo I, entonces y;, Y y, son linealmente dependientes. Sea x, cualquier punto
en I; entonces necesariamente W (y;,y,)(x) = 0. Como consecuencia, el sistema de
ecuaciones

c1y1(x0) + €2yva(x) =0,
. , (15)
c1y1(xg) + €2v3(x) =0,



Para ¢, Yy ¢, tiene una solucion no trivial. Si se usan estos valores de c¢; y ¢, sea ¢(x) =
c1y1(x) + ¢y, (x). Entonces ¢ es una solucion de la ecuacion (6), y, por las ecuaciones (15),
¢ también satisface las condiciones iniciales

$(xy) =0, ¢'(x,) = 0. (16)

Por consiguiente, por la parte de unicidad del teorema 2.2.1, o por el ejemplo 2 de la seccion
2.2, p(x) = 0 paratoda x enI. Yaque ¢p(x) = c;y,(x) + c,y,(x), en donde ¢, y ¢, no son
cero las dos, esto significa que y; y y, son linealmente dependientes. La proposicion
alternativa del teorema se deduce de inmediato.

Ahora es posible resumir los hechos acerca de los conjuntos fundamentales de soluciones,
wronskianos e independencia lineal de la siguiente manera: sean y; y y, soluciones de la
ecuacion (6),

y' +px)y" +qx)y =0,

En donde p y g son continuas sobre un intervalo abierto /. Entonces, las cuatro proposiciones
siguientes son equivalentes, en el sentido de que cada una incluye a las otras tres.

Las funciones y; y vy, son un conjunto fundamental de soluciones sobre I.
Las funciones y; y y, son linealmente independientes sobre 1.

W (yi1,y2) # 0 paraalgun x, en I.

W(yi,y2)(x) # 0 paratoda xenI.

A owbde

La expresion espacio vectorial también se aplica a otras colecciones de objetos matematicos
que obedecen las mismas leyes de la adicion y la multiplicacion por escalares de los vectores
geomeétricos. Por ejemplo, es posible demostrar que el conjunto de funciones que son dos
veces diferenciables sobre el intervalo abierto I forma un espacio vectorial. De modo
semejante, el conjunto V de funciones que satisfacen la ecuacion (6) también forma un
espacio vectorial. (1)

Problemas mmsss L —

En cada uno de los problemas 1 a 6, determine si el par de funciones dado es linealmente
independiente o linealmente dependiente.

1. f(x)=x?>+5x, g(x)=x%-5x

2. f(x)=cos3x, g(x)=4cos®x—3cosx

3. f(x)=eM™cosux, g(x)=eMsenux, pu#0



4. f(x)=e%*, g(x)=e3D
f(x)=3x—-5 gkx)=9x—15
6. f(x)=x, gx)=x71

o

7. El wronskiano de dos funciones es W (x) = x sen?x. ¢Las funciones son
linealmente independientes o linealmente dependientes? ¢Por qué?

8. El wronskiano de dos funciones es x? — 4. ¢Las funciones son linealmente
independientesbo linealmente dependientes? ¢Por que?

9. Si las funciones y; y y,, son soluciones linealmente independientes de y” +
p(x)y' + q(x)y = 0, demuestre que ¢, y; Y ¢y, también son soluciones linealmente
independientes, siempre que ninguna de ¢, 0 c, sea cero.

10. Si las funciones y; y y,, son soluciones linealmente independientes de y” +
p(x)y' + q(x)y = 0, demuestre que y; = y; + ¥, Y V4 = y1 — ¥, tambien forman
un conjunto linealmente independiente de soluciones. A la inversa, si y; Y y, son
soluciones linealmente independientes de la ecuacién diferencial, demuestre que
también y, y vy, lo son.

11. Silas funciones y; y vy, son soluciones linealmente independientes de y” + p(x)y' +
q(x)y = 0, determine en qué condiciones las funciones y; = ayy; + a;y, Y y4 =
b,y; + b,y, tambien forman un conjunto linealmente independiente de soluciones.

12.a) Demuestre que cualquier vector bidimensional puede escribirse como una

combinacion lineal de i +je i —j.
b) Demuestre que si los vectores x = x,i+ x,j Yy y = y1i + y,j son linealmente
independientes, entonces cualquier vector z = z,i + z,j puede expresarse Como una
combinacion lineal de x y y. Observe que si x y y son linealmente independientes,
entonces x;y, — x,y, # 0. ¢Por qué?

En los problemas 13 y 14, encuentre el wronskiano de soluciones de la ecuacion diferencial
dada sin resolver esta

13. x2y" —x(x+2)y + (x +2)y =0
14. (cos x)y” + (senx)y' —xy =0




Ejercicios propuestos para el segundo quiz.

Una bola de masa de 0.5 kg se lanza hacia arriba con una velocidad inicial de 25 m/s

desde el techo de un edificio que tiene 40 m de altura. Desprecie la resistencia del

aire.

a. Encuentre la altura maxima que alcanza la bola por arriba del piso.

b. Si se supone que en su trayecto hacia abajo la bola no cae en el edificio, halle el
tiempo que transcurre hasta que choca contra el piso.

. Determine si las siguientes ecuaciones son exactas. En caso de serlo, halle la solucion.
a. (3x%—2xy+2)dx+ (6y> —x2+3)dy =0

b. 2x—1)dx+@By+7)=0

c. (5x+4y)dx+ (4x —8y3)dy =0

Demuestre que la siguiente ecuacion es homogéneas y encuentre su solucion.
dy _ x%+xy+y?
dx x2

b. (x%2 4+ 3xy +y?)dx —x%dy =0



Semana 9



Temas

= Raices complejas de la ecuacion caracteristica.

= Raices repetidas: Reduccion de orden.
Objetivos

= Estudiar las raices complejas de la ecuacion caracteristica.

= Conocer y entender las raices repetidas: Reduccién de orden

Actividades

= Socializacion de conceptos basicos sobre las raices complejas de la ecuacién
caracteristica y las raices repetidas por el método de reduccion del orden.

= Solucién de ejercicios sobre las raices complejas de la ecuacion caracteristica y
raices repetidas: Reduccién de orden.

= Taller nimero 2, sobre los temas de las semanas 8 y 9. El estudiante contara con

1 hora para resolver los ejercicios propuestos por el profesor.
Recursos

> Videos
1. Titulo: Raices complejas de la ecuacion caracteristica 1
Descripcion: Ejemplo solucion de raices complejas de la ecuacidn caracteristica.

Link: https://www.youtube.com/watch?v=4SuF6QQIZFs

2. Titulo: Raices complejas de la ecuacion caracteristica 2
Descripcion: Ejemplo solucion de raices complejas de la ecuacidn caracteristica.

Link: https://www.youtube.com/watch?v=7Y|THBBWCcNI



https://www.youtube.com/watch?v=4SuF6QQIZFs
https://www.youtube.com/watch?v=7YjTHBBWcNI

3. Titulo: Raices complejas de la ecuacion caracteristica 3
Descripcion: Ejemplo solucion de raices complejas de la ecuacion caracteristica.

Link: https://www.youtube.com/watch?v=2arBa7d7rLI

> PDF

1. Titulo:2-Ull_2 6 2 2.pdf
Descripcion: Ecuacion caracteristica (raices reales y distintas, raices reales e
iguales, raices complejas conjugadas)

Link:http://www.depi.itch.edu.mx/aaquirre/pdf/mate v/pdf/UII/UIl 2 6 2 2.p

df
2. Titulo: capitulo-4.pdf
Descripcion: Reduccion de una ecuacion diferencial de segundo orden a una de

primer orden para su solucion.

Link: https://deymerqg.files.wordpress.com/2011/07/capitulo-4.pdf

» Paginas Web

1. Titulo: Ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes constantes, por
WikiMatematica.org
Descripcion: Definicion y ejemplos de raices repetidas y raices complejas.

Link:http://www.wikimatematica.org/index.php?title=Ecuaciones lineales ho

mogéneas con coeficientes constantes#CASO | .22RA.C3.8DCES REALES

Y_DISTINTAS.22



https://www.youtube.com/watch?v=2arBa7d7rLI
http://www.depi.itch.edu.mx/aaguirre/pdf/mate_v/pdf/UII/UII_2_6_2_2.pdf
http://www.depi.itch.edu.mx/aaguirre/pdf/mate_v/pdf/UII/UII_2_6_2_2.pdf
https://deymerg.files.wordpress.com/2011/07/capitulo-4.pdf
http://www.wikimatematica.org/index.php?title=Ecuaciones_lineales_homogéneas_con_coeficientes_constantes#CASO_I_.22RA.C3.8DCES_REALES_Y_DISTINTAS.22
http://www.wikimatematica.org/index.php?title=Ecuaciones_lineales_homogéneas_con_coeficientes_constantes#CASO_I_.22RA.C3.8DCES_REALES_Y_DISTINTAS.22
http://www.wikimatematica.org/index.php?title=Ecuaciones_lineales_homogéneas_con_coeficientes_constantes#CASO_I_.22RA.C3.8DCES_REALES_Y_DISTINTAS.22

> Libros

1. Titulo: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera, 4ta
edicion.
Autor: William E. Boyce; Richard C. DiPrima
Descripcion: Conceptos basicos, ejercicios resueltos y problemas sobre raices

complejas y raices repetidas. Paginas 160 - 177.



2.4. Raices complejas de la ecuacidn caracteristica

En esta seccion se continla el analisis de la ecuacion
ay" +by'+cy =0, (1)

En donde a, b y ¢ son numeros reales dados. Si se buscan soluciones de la forma y = e™,
entonces r debe ser una raiz de la ecuacion caracteristica

ar’ + br + ¢ = 0 (2

Si las raices r1 y r son reales y diferentes, lo que ocurre siempre que el discriminante b? —
4ac es positivo, entonces la solucion general de (1) es

v =ce¥ + e’ 3)

Ahora, suponga que b? — 4ac es negativo; entonces las raices de (2) son nimeros complejos
conjugados; se les denota por

n=A+ig, w=1—iu (4)
En donde Ay p son reales. Las expresiones correspondientes para y son
¥y () = exp[(A + iw)x], y, (x) = exp[(A — ip)x]. ()

La primera tarea es examinar el significado de estas expresiones, lo cual comprende la
evaluacion de la funcién exponencial para un nimero complejo. Por ejemplo, sid = —1,u =
2y x = 3; entonces, por la ecuacion (5),

},1[3] — eEI+E~z'_ (6)

¢Qué significa elevar un nimero, como e, a una potencia compleja? La respuesta es
proporcionada por una importante relacion conocida como férmula de Euler.

Formula de Euler. Para dar significado a las ecuaciones (5) es necesario contar con una
definicion de la funcion exponencial compleja. Por supuesto, se desea que la definicion se
reduzca a la funcion exponencial real conocida cuando el exponente es real. Existen varias



maneras de realizar esta extension de la funcién exponencial. Aqui se aplica un método
basado en series infinitas.

Recuerde, por lo visto en calculo elemental, que la serie de Taylor para e* entornoax = 0
es

x?‘!

* = — —_—
e = oy 0o < x < 00 (7)
n=0

Si ahora se supone que x puede sustituirse por ix en (7), se tiene

= (ix)"
€|x= E s
=0 HI
oo _”nxzn = [_l]n—lxln—l (8)

2

:,1:[._{2?1}! +In=l (2?!—’ ”I ’

En donde la suma se ha separado en sus partes real e imaginaria, aplicando el hecho de que
i?2=-1,i3 = —i,i* =1, etcetera. La primera serie de la ecuacion (8) es precisamente la
serie de Taylor para cos x en torno a x = 0 y la segunda es la serie de Taylor para sen x en
tornoax = 0. Por tanto, se tiene

e = cosx + sen x. 9)

La ecuacion (9) se conoce como férmula de Euler y es una relacion matemaética
extremadamente importante. Aunque su deduccion se basa en la suposicion no verificada de
que se puede usar la serie (7) para valores complejos, asi como para valores reales, de la
variable independiente, la intencidn es utilizar esta deduccion solamente para que la ecuacion
(9) parezca razonable. Ahora los hechos se colocan sobre una base firme al adoptar la
ecuacion (9) como la definicion de e™*. En otras palabras, siempre que se escribe e'™* se refiere
a la expresion del segundo miembro de (9).
Existen algunas variantes de la formula de Euler que también vale la pena hacer notar. Si en
(9) se sustituye x por —x y se recuerda que cos (—x) = cos x y sen(—x) = —senx, Se
tiene

e ¥ = cosx — i sen x. (10)

Ademas, si en la ecuacion (9) se sustituye X por px, entonces se obtiene una version
generalizada de la formula de Euler; a saber,

e’ = cospux + sen ux. (11)



A continuacién, se desea ampliar la definicion de la funcién exponencial hacia exponentes
complejos arbitrarios de la forma (A 4+ ip)x. Dado que se desea que las propiedades
acostumbradas de la funcidon exponencial se cumplan para los exponentes complejos, es
evidente que se desea que exp[ (A + ip)x] satisfaga

eu:.-l+z',u}x — e.lxeip.x (12)

Entonces, si se sustituye esta expresion por e'** en (11), se obtiene

AT = e2¥(cos ux + i sen px)

= e** cos ux + ie** sen pux. (12)

Ahora se tomara a la ecuacion (13) como la definicion de exp[(A + ip)x]. El valor de la
funcién exponencial con un exponente complejo es un nimero complejo cuyas partes real e
imaginaria estan dadas por los términos del segundo miembro de (13). Observe que las partes
real e imaginaria de exp[(1 + in)x] se expresan por completo en términos de funciones
elementales con valores reales. Por ejemplo, la cantidad de la ecuacion (6) tiene el valor

e 3%6l = o3 cos 6 +ie 3 sen6 = 0.0478041 — 0.0139113i.

Con las definiciones (9) y (13) resulta directo demostrar que las leyes usuales de los
exponentes son validas para la funcion exponencial compleja. También es fécil verificar que
la formula de derivacion

d rx p— L
I (e™) =re
También se cumple para valores complejos r.

(14)

Soluciones con valores reales. Las funciones y, (x) y y,(x) dadas por las ecuaciones (5) y
con el significado expresado por la (13), son soluciones de la ecuacion (1) cuando las raices
de la ecuacion caracteristica (2) son los nameros complejos A + iu. Desafortunadamente, las
soluciones y1 y y» son funciones con valores complejos, mientras que en general seria
preferible tener soluciones con valores reales, en caso de ser posible. Pueden encontrarse
estas soluciones como una consecuencia del teorema 2.2.2, el que afirma que Si y1 y y2 son
soluciones de (1), entonces cualquier combinacion lineal de y x y y2 también es una solucion.
En particular, al formar la suma y despues la diferencia de y1 y Y, se tiene



y1(x) + y,(x) = e**(cos ux + i sen px) + e**(cos px — i sen ux)
= 2e** cos ux

Vi(x) — ¥5(x) = e*(cos ux + i sen ux) — e**(cos ux — i sen ux)
= 2je** sen px.

De donde, si se desprecian los factores constantes 2 y 2i, respectivamente, se obtiene un par
de soluciones con valores reales,

u(x) = e** cos ux,  v(x) = " sen px. (15)

Observe que u y v son tan solo las partes real e imaginaria, respectivamente, de yi.
Por calculo directo es posible demostrar que el wronskiano de u 'y v es

W(w, v)(x) = e (16)

Por tanto, mientras 4 # 0, el wronskiano W no es cero, de modo que u y v forman un conjunto
fundamental de soluciones. (Por supuesto, si n = 0, entonces las raices son reales y no es
aplicable el analisis de esta seccion). Como consecuencia, si las raices de la ecuacion
caracteristica son los nameros complejos A + iu, con u # 0, entonces la solucion general de
la ecuacion (1) es

y = c;e* cos ux + c,e** sen ux, (17)

En donde c1 y c2 son constantes arbitrarias. Observe que la solucion (17) puede escribirse tan
pronto como se conocen los valores de 1y p. (1)

Ejemp|0 I eEEEEE————————————————————————————))

Encontrar la solucion general de
y'+y' +y=0 (1)
La ecuacion caracteristica es

Y sus raices son

1
1+(1-42 1 V3
- = —+i—
2 2 2
Por tanto, 1 = —1/2 y p = +/3/2, de modo que la solucién general de la ecuacion (18) es



5en — (19)

Ejemp|o 2 . | EREEE EI"Ikbkk——.

Encontrar la solucion general de
y'4+9y=0 (20)
La ecuacion caracteristica es 2 + 9 = 0 con las raices r = +3i; por tanto, =0 y y=3. La
solucion general es
¥y = ¢, cos 3x + c ,5en 3x (21)

Observe que si la parte real de las raices es cero, como en este ejemplo, entonces no hay
factor exponencial en la solucion.

e ——————— ———————————

Ejiemplo 3. ro—————————————————————————————————————————————————————

Encontrar la solucion del problema con valor inicial
16y — 8y + 145y =0,  y0)=—2, y(0)= 1. (22)

La ecuacion caracteristica es 1612 — 8r + 145 = 0 y sus raices son r = 1/4 + 3i. Por
tanto, la solucion general de la ecuacion diferencial es

y = cle‘”“cos 3x + cze‘”“ sen 3x. (23)
Para aplicar la primera condicion inicial se hace x=0 en la ecuacion (23); esto da
y(0) =c; = -2

Para la segunda condicidn inicial es necesario derivar la (23) y después hacer x = 0. Asi, se
encuentra que



1
y'(0) = 7 +3c, =1

De lo cual ¢, = 1/2. Si se usan estos valores de c1 y 2 en la (23), se obtiene
x 1
vy = — 2e4 cos 3x -I-Eex“‘}senEx (24)

e ——————————————————— 1

Problemas s L —

En cada uno de los problemas 1 a 6, aplique la formula de Euler para escribir la expresion
dadaen laformaa + ib.
1. exp(l+ 2i)
exp(2 — 31i)
ein
e2-(m/2)i
21—i
6. n.—l+2i
En cada uno de los problemas 7 a 16, encuentre la solucion general de la ecuacién diferencial
dada
7. y'=2y + 2y =0
8. yv'=2y+6y =0
9. y'" +2y' -8y =0
10.y"+ 2y + 2y =0
11.y" + 6y’ + 13y = 0
12.4y" + 9y =0
13.y"+ 2y" + 1.25y = 0
14.9y" + 9y — 4y = 0
15. 9"+ y" + 1.25y = 0
16.y"+ 4y" + 6.25y = 0
En cada uno de los problemas 17 a 22 halle la solucion del problema con valor inicial dado.
Trace la grafica de la solucion y describa su comportamiento para x creciente.
17.y" + 4y =0, y(0)=0, y'(0)=1
18.y" +4y"+ 5y =0, y(0)=1 y'(0) =0
19.9y" — 2y + 5y =0, y(®/2) =0, y'(n/2)=2

a bk~ e



20.y" + y= 0,y(n/3) = 2, y'(n/3)=—-4
2L.y"+y '+ 1.25y=0, y(0)=3, y'(0) =1
2.y" + 2y + 2y =0, ym/4)=2 y@/4) = -2

— .

2.5. Raices repetidas; reduccion de orden

En secciones anteriores se mostré como resolver la ecuacion

ay" + by' + cy = 0 (1)
Cuando las raices de la ecuacion caracteristica

ar® + br + ¢ = 0 2
Son reales y diferentes, o bien, complejas conjugadas. Ahora se considerara la tercera

posibilidad; a saber, que las dos raices r1 y r2 son iguales. Este caso se presenta cuando el
discriminante b2 — 4ac es cero y, por la formula cuadratica, se deduce que

rn =rn = —b/2a (4)
La dificultad salta a la vista inmediatamente; las dos raices dan la misma solucion

y1(x) = e™b¥/2e

De la ecuacion diferencial (1), y no es obvio como hallar una segunda solucién. (1)

Ejemplo 1|'—|

Resolver la ecuacion diferencial
y'+4y' +4y=0 ®)
La ecuacion caracteristica es

r’4+4r+4=>0+2)?=0



A fin de realizar este procedimiento se sustituye y = v(x)y;(x) en (1) y se usa la ecuacion
resultante para hallar v(x). Si parte de

y =v(x)y,(x) = v(x)e™™ (6)
Se tiene
vy =v'(x)e™? — 2v(x)e”? (7
Y
y'=v"(x)e™® — 4 (x)e7t + dv(x)e (8)

Al sustituir las expresiones de las ecuaciones (6), (7) y (8) en (5) y agrupar términos, se
obtiene

[v"(x) — 4v'(x) + 4v(x) + 4v'(x) — 8v(x) + 4v(x)]e™** =0
Que se simplifica a

v'(x) = 0. 9)
Por consiguiente,
v'(x) = ¢
Y
vix) =c;x+ ¢, (10)

En donde c1 y 2 son constantes arbitrarias. Por ultimo, al sustituir v(x) de la ecuacion (6) por
la expresion dada en la (10), se obtiene

y=c,xe > +c,e ¥ (11)

El segundo término del segundo miembro de la ecuacion (11) corresponde a la solucion
original y, (x) = exp(—2x), pero el primer término surge de una segunda solucion a saber,
y,(x) = x exp(—2x). Es evidente que estas dos soluciones no son proporcionales, pero
puede verificarse que son linealmente independientes al calcular su wronskiano:

e—2x xe—Zx

W(J’l:)’z)(x) = _Ze—Zx (1 _ Zx)e—Zx
=e ™ —2xe ™™ 4+ 2xe ¥ =e ™ £ 0
Por lo tanto,
nE) =e™,  y(x)=xe™ (12)

Forman un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion (5), y la solucidn general de
esa ecuacion queda dada por (11). (1)

|



Ejemp|0 2. el

Encontrar la solucion del problema con valor inicial
y'—y"4+025y =0, v(0) =2, v'(0)=1/3 (13)

La ecuacion caracteristica es
r2—r+025 =0,

De modo que las raices son r1=r.=1/2. Por tanto, la solucion general de la ecuacion diferencial
es

v =c,e*? + c,xe*/? (14)

La primera condicién inicial exige que
y(0) =¢ =2
Para satisfacer la segunda condicion inicial en primer lugar se deriva la ecuacion (14) y se

hace x=0; esto da

, 1 1
y (0)=§C1+C2 =3
De modo que ¢, = —2/3. Por tanto, la solucion del problema con valor inicial es
y=2xe*? — 2/3 xe¥/? (15)

e ——————— ———————————

Resumen. Ahora es posible resumir los resultados que se obtuvieron para las ecuaciones
lineales homogéneas de segundo orden con coeficientes constantes,

ay"' +by'+cy =0 (1)
Sean r1 Y rz las raices del polinomio caracteristico correspondiente

ar?+br+c=0

Sir1y rz son reales pero no iguales, entonces la solucién general de la ecuacién diferencial
(1) es

y =cie"* 4+ ce’?*

Sir1y r2 son complejas conjugadas A =+ iy, entonces la solucion general es

y =c,e™ cosux + ¢, e™ sen ux (16)



Si 1y r2, entonces la solucion general es
v=c e+ e (17)

Reduccion de orden. Vale la pena hacer notar que el primer procedimiento utilizado en esta
seccion para las ecuaciones con coeficientes constantes es de aplicacion mas general.
Supdngase que se conoce una solucion y; (x), que no sea cero en todo punto, de

y"'+P(x)y' +q(x)y = 0. (18)

Para encontrar una segunda solucién, sea
y = v(x)y(x) (19)
Entonces
y' =v(0)yi(x) + v(x0)yi(x),
Y =v"(x)y1(x) + 20" (x)y1(x) + v(x)yy (x).

Si se sustituyen y, y' y ¥" de la ecuacion (18) por sus expresiones que acaban de darse y se
agrupan los términos, se encuentra que
o'+ 2y +py)v'+ (0 oy Hay)v = 0. (20)

Dado que y1 es una solucién de (18), el coeficiente de v en la (20) es cero, de modo que la
ecuacion (20) queda
yv'+ @y +pydv =0 (21)

Ejemplo 3. —_———— 1

Dado que y; (x) = x~1 es una solucion de

2x%y" + 3xy'—y =0, x>0 (22)
Hallar una segunda solucion linealmente independiente.
Se hace y = v(x)x~1; entonces

y' =v'xl—vx % y" =v"x71 - 2v'x7% 4+ 2vx73.
Si se sustituyen 'y, y'y y'' de la ecuacién (22) y se agrupan términos se obtiene

Qe (vxTt = 20" 4 2ux ) + 3x(vxt — vxTY) —wxt
= 2xv"+ {4+ + @t —3x - Y
= 2xv" —v'=0, (23)



Observe que el coeficiente de v es cero, como debe ser; esto permite tener una Util
comprobacion de los pasos algebraicos.
Si se separan las variables en la ecuacion (23) y se despeja v’(x), se encuentra que
v'(x) = cx/?
Entonces
2
v(x) = §cx3/2 +k

Se concluye que

2
}r=§cx1f2+kx_1 (24)

e ——————— ———————————

Problemas L —

En cada uno de los problemas 1 a 6, encuentre la solucién general de la ecuacion diferencial
dada.
1. y"=2y"+y=0
2. 99" +6y +y =0
. 4y"—4y' -3y =0
. 4y"+12y"+9y =0
Yy =2y"+10y =0
6. y' -6y +9y=0
En cada uno de los problemas 7 a 10, resuelva el problema con valor inicial dado.
7. 99" —12y"+4y =0, y(0)=2, y'(0)=-1
8. y'—6y'"+9y=0, y(0)=0y'(0)=2
9. 99" +6y'+82y =0, y(0)=-1, y' (0)=2
10.y" +4y"+4y =0, y(-1)=2, y(-1)=1
En cada uno de los problemas 11 a 15, aplique el método de reduccién de orden para
encontrar una segunda solucion de la ecuacion diferencial dada.
11. x%2y" +2xy' =0, x> 0; yi(x) =1
12. x%y" +2xy' =2y =0, x>0; y,(x)=x
13.x2y" +3xy'+y =0, x>0; y(x)=x"1
14. x%y" —x(x+2)y + (x+2)y=0, x>0, y,(x)=x
15.xy" —y' +4x3y =0, x>0; y,(x)=senx?

3
4
5




Ejercicios propuestos para el segundo taller.

Determine si el par de funciones dado es linealmente independiente o linealmente
dependiente.

a. f(x)=x?>+5x, gx)=x%-5x
b. f(x) =e™cosux, gx)=eMsenux, u#0
c. fx)=x, gkx)=x"1

. Aplique la formula de Euler para escribir la expresion dada en la forma a + ib.
a. exp(1+ 2i)
b. exp(2 — 3i)

C. TL.—1+21

. Encuentre la solucion general de la ecuacion diferencial dada.
a. y'=2y"+y=0
b. 99" + 6y +y =0



Semana 10



Actividades

= Examen parcial nimero 2, sobre los temas de las semanas 6 a 9. El estudiante

debera resolver los ejercicios propuestos por el profesor.



Ejercicios propuestos para el segundo parcial.

1. Un paracaidista que pesa 180 b (incluyendo el equipo) cae verticalmente desde una
altura de 5000 pies, y abre su paracaidas después de 10 segundos de caida libre.
Suponga que la fuerza de la resistencia del aire es de 0.7|v| cuando el paracaidas esta
cerrado y de 12|v| cuando el paracaidas esta abierto, en donde la velocidad v se da
en pies por segundo.

e) Encuentre la velocidad del paracaidista al abrirse el paracaidas.

f) Halle la distancia que cae antes de que se abra el paracaidas.

g) ¢Cudl es la velocidad limite v; después de que se abre el paracaidas?

h) Estime cuanto tiempo permanece el paracaidista en el aire después de que el
paracaidas se abre.

2. Demuestre que la siguiente ecuacion es homogénea y encuentre su solucion.

(Bxy + yH)dx + (x* + xy)dy =0

3. Encuentre el wronskiano de soluciones de la ecuacion diferencial dada sin resolver
esta

x2y" —x(x+2)y+(x+2)y=0

4. Encuentre la solucion general de la ecuacion diferencial dada
a y'+4y +625y =0
b. y"—6y'+9y =0

5. Aplique el método de reduccion de orden para encontrar una segunda solucion de la
ecuacion diferencial dada.
a x%y"+2xy'=0, x>0, y;(x)=1
b. x%2y" +2xy'—2y=0, x>0; y(x)=x



Semana 11



Temas

= Ecuaciones no homogéneas; método de los coeficientes indeterminados.
= Variacion de parametros.

= Teoria general de las ecuaciones de n-ésimo orden.
Objetivos

= Estudiar y comprender las Ecuaciones no homogéneas; método de los coeficientes
indeterminados.

= Conocer y entender el método variacion de parametros.
Actividades

= Socializacion de conceptos basicos de las ecuaciones no homogéneas, variacion
de parametros y teoria general de las ecuaciones de n-ésimo orden.
= Solucién de problemas sobre ecuaciones no homogéneas; método de los

coeficientes indeterminados y variacion de parametros.
Recursos

» Videos

1. Titulo: Ecuacién Diferencial No Homogénea Coeficientes Indeterminados
Descripcion: Solucion de ejemplo ecuacion diferencial no homogénea
Coeficientes Indeterminados.

Link: https://www.youtube.com/watch?v=1XVWZZpjnnw

» PDF

1. Titulo:


https://www.youtube.com/watch?v=1XVWZZpjnnw

Descripcion: Teoria, ejemplo y ejercicios ecuaciones no homogéneas por el
método de los coeficientes indeterminados. Pag. 41 — 48.

Link:http://www2.caminos.upm.es/Departamentos/matematicas/Fdistancia/PIE/

Analisis matematico/Temas/C10 Lineales Orden Superior.pdf

Libros

. Titulo: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera, 4ta
edicion.

Autor: William E. Boyce; Richard C. DiPrima

Descripcion: Conceptos basicos, ejercicios resueltos y problemas sobre
Ecuaciones no homogéneas y métodos de solucién. Paginas 177 - 197.
Teoria general de las ecuaciones de n-ésimo orden. Paginas 219 - 225.

. Titulo: Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado.
Descripcion: Teoria preliminar de las ecuaciones de orden superior. Paginas
113 -123.

Coeficientes indeterminados. Paginas 142 — 163.

Variacion de pardmetros. Paginas 163 — 1609.

Autor: Dennis G. Zill


http://www2.caminos.upm.es/Departamentos/matematicas/Fdistancia/PIE/Analisis%20matematico/Temas/C10_Lineales_Orden_Superior.pdf
http://www2.caminos.upm.es/Departamentos/matematicas/Fdistancia/PIE/Analisis%20matematico/Temas/C10_Lineales_Orden_Superior.pdf

2.6. Ecuaciones no homogéneas; meétodos de los coeficientes
indeterminados

Ahora se regresara a la ecuacién no homogénea
LIy] =¥" + P(x)y' + q(x)y = g(x) (1)
En donde p, q y g son funciones (continuas) dadas sobre el intervalo abierto I. La ecuacion
Lyl = ¥"+p(x)y' +q(x)y =0 )

En la que g(x) =0y p y q son las mismas de (1), se llama ecuaciébn homogénea
correspondiente a la ecuacion (1). Los dos resultados siguientes describen la estructura de las
soluciones de la ecuacién no homogénea (1) y proporcionan una base para construir su
solucion general.

Teorema 2.6.1

Si Y, yY,, son dos soluciones de la ecuacion no homogénea (1), entonces su diferencia
Y; —Y,, solucion de la ecuacion homogénea correspondiente (2), Si, ademasy Y; y Y, son
un conjunto fundamental de soluciones de (2), entonces

Yi(x) — Valx) = 3, (x) + cpy,(x) (3)

En donde c; Y ¢, son ciertas constantes.
Para probar este resultado, observe que Y1y Y> satisfacen las ecuaciones
LIVl(x) = g(x),  LI¥:](x) = g(x) (4)
Si se resta la segunda de estas ecuaciones de la primera, se tiene

LIY1](x) — L[Y2](x) = g(x) —g(x) =0
Sin embargo,
L[Y1] = L[Y,] = L[Y; — Y7]



Porque L es un operador lineal, de modo que (5) queda

LY, —%,](x) = 0. (5)
Teorema 2.6.2
La solucién general de la ecuacién no homogénea (1) puede escribirse de la forma

¥y =¢(x) = ;3. (x) + e2y2(x) + ¥(x) (6)

En donde y, y y, son un conjunto fundamental de soluciones de ecuacién homogénea
correspondiente (2). ¢; Y c,, son constantes arbitrarias y y es alguna solucién especifica
de la ecuacion no homogénea (1).

En palabras algo diferentes, el teorema 2.6.2 afirma que para resolver la ecuacion no

homogénea (1) es necesario realizar tres cosas:

1. Hallar la solucién general c¢;y;(x)+ c,y,(x) de la ecuacion homogénea
correspondiente. Esta solucion suele denominarse solucion complementaria y puede
denotarse por y,(x).

2. Encontrar alguna solucidn sencilla Y (x) de la ecuacion no homogénea. A menudo a esta
solucion se le menciona como solucidn particular.

3. Sumar las funciones encontradas en los dos pasos precedentes.

Meétodo de los coeficientes indeterminados. Este método requiere que se haga una
suposicion inicial acerca de la forma de la solucién particular Y(x), pero se dejan los
coeficientes sin especificar. La expresion supuesta se sustituye en la ecuacion (1) y se intenta
determinar los coeficientes de manera que esa ecuacion se satisfaga. En caso de buen
resultado se encontrd una solucién de la ecuacion diferencial (1) y es posible usarla como la
solucion particular Y (x). Si no es posible determinar los coeficientes, significa que no existe
solucion de la forma supuesta. En este caso puede modificarse la suposicion inicial e intentar
una vez mas. (1)

La ventaja mas importante del método de los coeficientes indeterminados es que su ejecucion
es directa una vez que se hace la suposicion acerca de la forma de Y(x). Su principal limitacion
es que es util fundamentalmente para ecuaciones en las que es facil escribir de antemano la
forma correcta de la solucién particular. Por esta razon, este método suele usarse solo para
problemas en los que la ecuacion homogénea tiene coeficientes constantes y el término no
homogéneo se restringe a una clase relativamente pequefia de funciones. En especial, solo se
consideran términos homogéneos que constan de polinomios, funciones exponenciales, senos



y cosenos. A pesar de estas limitaciones, el método de los coeficientes indeterminados es util
para resolver muchos problemas que tienen aplicaciones importantes. (1)

Ejemplo 1_r—|
Encontrar una solucién particular de
y' — 3y — 4y = 3%, (7
Se busca una funcién Y tal que la combinacion Y (x) — 3Y'(x) — 4Y (x) sea igual a 3e?*.
Como la funcion exponencial se reproduce por medio de la derivacién, la forma mas
razonable de lograr el resultado que se desea es suponer que Y (x) es algiin multiplo de e?*;
es decir,
Y(x) = Ae?*,
En donde el coeficiente A aln esta por determinarse. Para encontrar A se calculan
Y'(x) = 24e%*,Y"(x) = 4Ae?,
Y se sustituye en lugar de y, y' y y" en la ecuacion (7). Se obtiene
(44 — 64 — 4A)e?* = 3e?X,

De donde, —64 = 3, de modo que A = —1/2. Por tanto, una solucion particular es

1 2x
Y(ix)=— 5€ (8)
—_—_— e

Ejemp|0 2[—|

Encontrar una solucion particular de
3y' —4y = 2 sen x. 9)

Por analogia con el ejemplo 1, suponga primero que Y(x) = A sen x, en donde A es una
constante por determinar. Al sustituir en (9) y reordenar los términos se obtiene

—5A senx — 3A cos x = 2 sen x. (10)



No existe eleccion de la constante A que satisfaga la ecuacion (10) para toda x, por lo que se
concluye que la suposicion referente a Y(x) es incorrecta. La aparicion del termino coseno en
(12) sugiere modificar la suposicion original para incluir un término cosenoidal en Y(X); es
decir,

Y(x) = Asenx+ B cos x,

En donde deben determinarse A y B. Entonces,
Y'(x) =Acosx —Bsenx,Y"(x) =—Asenx — Bcosx

Al sustituir estas expresiones en lugar de y, y 'y y" en la ecuacion (9) y agrupar términos se
obtiene
(—A+ 3B — 4A)senx+ (—B — 3A— 4B)cosx = 2 sen x . (11)

Para satisfacer la ecuacion (11) es necesario hacer corresponder los coeficientes de sen x y
cos x de cada miembro de la ecuacion; por tanto, A y B deben satisfacer las ecuaciones

—5A+3B =2, —3A-5B =0.

De donde, A = —=5/17y B = 3/17, de manera que una solucién particular de la ecuacion
(9) es
3
Y(x) =17 senx + 1—7605 X.

——— e |

Ejemp|0 3. —_—_— ==

Encontrar una solucién particular de
v — 3y — 4y = 4x2 (12)

Como el segundo miembro de la ecuacion (12) es un polinomio, es natural suponer que Y
también es un polinomio del mismo grado o superior. En esta seccion se demostrara después
que (con ciertas excepciones) basta suponer que Y es un polinomio del mismo grado que el
termino no homogéneo; por lo tanto, se supone que
Y(x) = Ax*> + Bx + C.
Se sigue que
Y'(x) = 2Ax + B, y"(x) = 2A.



Si se sustituyen estas expresiones en lugar de y, y' y y" en la ecuacion (12) y se agrupan
términos, se obtiene
—4Ax? 4+ (—6A — 4B)x + (2A — 3B — 4C) = 4x2.
Al igualar los coeficientes de potencias iguales de X, se encuentra que A, B y C deben
satisfacer
—4A =4, —6A — 4B =0, 2A—3B —4C = 0.

Portanto, A = —1,B = 3/2y C = —13/8; de donde, una solucion particular de (12) es

3 13
— 2 by
Y(x)=x +2x 3

]

Ejemplo 4-|—|
Hallar una solucién particular de
y'—3y"'— 4y = —8e*cos2x (13)

En este caso se supone que Y(X) es el producto de e* y una combinacion lineal de cos 2x y
sen 2x; es decir,
Y(x) = Ae* cos 2x + Be*sen 2x.
En este ejemplo el algebra es més tediosa, pero se concluye que
Y'(x) = (A+ 2B)e* cos2x + (—2A + B)e*sen 2x
Y
Y"(x) = (3A+4B)e* cos2x + (—4A — 3B)e*sen 2x.

Al sustituir estas expresiones en la ecuacion (13) se encuentra que A y B deben satisfacer
104 + 2B =8, 2A—10B =0

Dedonde, A = 10/13y B = 2/13; por consiguiente, una solucion particular de (13) es

Y(x) = 2 ¥ cos 2x + - e¥sen 2
X —136 COS 2X 136 Sen 2x.
— et |



Encontrar una solucion particular de
v —3y'— Ay = 3e* + 2 sen x — Be® cos 2x. (14)

Al descomponer el segundo miembro de la ecuacion (13), se obtienen las tres ecuaciones
y'" —3y' — 4y — 3e?*,
y" —3y'—4y = 2senx,
Y
y'" —3y' —4y = —8e* cos 2x.
En los ejemplos 1, 2 y 4, respectivamente, se han encontrado las soluciones de estas tres
ecuaciones. Por lo tanto, una solucion particular de (19) es su suma; a saber,
_ 2y | 3 5 10 2
Y(x) = —5e +ﬁcosx —I7senx +Ee cos 2x +Ee sen 2x
r— - - - - - |

Problemas s L.

En cada uno de los problemas 1 a 6, halle la solucion de la ecuacion diferencial dada.
1. y" =2y —3y =3e%*
y" + 2y + 5y =3 sen 2x
y"' —2y' =3y =—-3xe™*
y"+ 2y' =3+ 4sen2x
y"' +9y =x%e3* +6
6. y'+2y +y=2e"*
En cada uno de los problemas 7 a 11, encuentre la solucién del problema con valor inicial
dado.
7. y'+y' =2y=2x, y(0)=0, y'(0)=1
8. yv'+4y=x?+3e* y(0)=0, y'(0)=2
9. y'=2y'"+y=xe*+4, y(0)=1, y'(0)=1
10.y" —2y' =3y = 3xe?*, y(0)=1,y'(0)=0
11.y" +4y=3sen2x, y(0)=2, y'(0)=-1
En cada uno de los problemas 12 a 17, determine una forma adecuada para Y(x) si ha de
aplicarse el método de los coeficientes indeterminados. No evalué las constantes.
12. y" +3y" = 2x* + x%e73* + sen 3x
13.y" +y =x(1+ senx)
14.y" —5y' + 6y = e* cos 2x + e**(3x + 4)senx
15.y" +2y' + 2y =3e ™ + 2e ¥ cos x +4e *x%senx

a WD



16.y" — 4y’ + 4y = 2x% + 4xe®* + x sen 2x
17.y" + 4y = x? sen 2x + (6x + 7)cos 2x

SSS— —

2.7. Variacion de parametros

En esta seccion se describe otro método para hallar una solucion particular de una ecuacion
no homogénea. Este método, conocido como variacion de parametros, se debe a Lagrange
y complementa bastante bien el método de los coeficientes indeterminados. La ventaja mas
importante de la variacion de parametros es que se trata de método general; en principio, por
lo menos, es posible aplicarlo a cualquier ecuacion y no requiere suposiciones detalladas
respecto a la forma de la solucion. De hecho, mas tarde en esta seccion se aplica este método
con el fin de obtener una formula para encontrar una solucion particular de una ecuacion
diferencial lineal no homogénea arbitraria de segundo orden. Por otra parte, el método de
variacion de parametros al final requiere la evaluacién de ciertas integrales en las que
interviene el término no homogéneo de la ecuacion diferencial, lo cual puede presentar
dificultades. Antes de considerar este método en el caso general, se ilustrara su aplicacion
con un ejemplo. (1)

Ejemplo 1. |—|
Encontrar un solucion particular de
yv'+ 4y = 3 esc x. 1)
Observe también que la ecuacion homogénea correspondiente a (1) es
y'+ 4y = 0, (2)
Y que la solucién general de (2) es
v.(x) = ¢,cos 2x + ¢, sen 2x (3)
La idea basica en el método de variacion de parametros es sustituir las constantes c; y c2 de
la ecuacion (3) por las funciones u; (x) y u,(x), respectivamente, y después determinar estas

funciones de modo que la expresion resultante

¥ = u4(x) cos 2x + u,(x) sen 2x 4)



De la ecuacion (4), se deriva y se reagrupan los términos, se obtiene

y' = —2u,(x)sen 2x + 2u,(x)cos 2x + u)(x)cos 2x + u,, sen 2x (5)

Si se tiene presente la posibilidad de elegir una segunda condicion sobre u; y U, Se requiere
que los dos altimos términos del segundo miembro de (5) sean cero; es decir, que

u}(x)cos 2x +ul, sen 2x = 0 (6)
Entonces, de la ecuacién (5) se concluye que
I

y' = —2u,(x)sen 2x + 2u,(x)cos 2x @)

Aunque el efecto final de la condicion (6) aun no es evidente, por lo menos se simplifico la
expresion para y’. Ademas, al derivar la ecuacion (7) se obtiene
n

v' = —4u,(x)cos 2x — 4u,(x)sen 2x — 2u)(x)sen 2x + 2us(x)cos2x  (8)

Entonces, si se sustituyen y y y"’ de la ecuacion (1) por sus expresiones dadas en (4) y (8),
respectivamente, se encuentra que u: y u» deben satisfacer

—2uf(x)sen 2x + 2u,(x) cos2x = 3 cscx 9)

Despejando u; (x) en (6), se tiene

(x) = —u! 10
u,(x) uy (x) p—— (10)
Luego, si se sustituye u; (x) de la (9) por esta expresion y se simplifica, se obtiene

w, () = — 3::5::2:25&?1 2x — —3cosx. (11)

Ademas, si se sustituye esta expresion para u;j(x) en la ecuacion (10) y se aplican las
férmulas para el doble de un angulo, se encuentra que

3cosxcos2xy 3(1—2sen® x 3
Us(x) = = ( ) =—cscx— 3 senx (12)
- sen 2x 2senx 2



Una vez que se obtuvieronu; (x) y u;(x), el paso siguiente es integrar para obtener uj (x) y
u, (x). El resultado es

uj(x) =— 3senx + ¢ (13)
y
3 14
u’z[x]=iln|cscx—catx| + 3cosx + c,. (14)
Por ultimo, al sustituir estas expresiones en la ecuacion (4), se tiene
3
Vv = —3 sen xcos2x +£ In|csc x — cotx|sen 2x 4+ 3 cosx sen 2x + ¢, cos2x
+ c,sen 2x
(15)

e ——————— ———————————

Teorema2.7.1

Si las funciones p, g y g son continuas sobre un intervalo abierto | y si las funciones y,, y
v, son soluciones linealmente independientes de la ecuacion homogénea y'' + p(x)y’ +
q(x)y = 0 correspondientes a la ecuacion no homogeénea

y' +p(x)y' +qx)y =g(x)

entonces una solucién panicular de esta es
y2(x)g(x) y1(x)g(x)
Y(N) = —y,(x f—dx+ b f—dx,
10 | Wy @ T Wonm e
Y la solucion general es
y=c1y1(x) + ¢y, + Y (x)

Ejemplo 2_—|
Comprobar que y;(x) = x y y(x) = 1/x son soluciones de

(16)

x 2y —|-x}r’ —y=0,

Y, a continuacion determine la solucion general de



—y=xlnx a7

Parax > 0.
Se divide la ecuacion (17) entre x2 y vuelve a escribirse como

w, Lo, 1 In x (18)
y +-y ——=y=—, x>0
x x= x

Ahora es posible identificar (In x)/x con el término no homogéneo g(x) de la ecuacion
Yy +p()y" +q()y = g(x).
Para resolver (18) se supone que

¥ =uq(x)x +u, (x)x™? (19)

y se procede como en el ejemplo 1. Las ecuaciones que determinan a uj (x) y u;(x) son

u(x)x +us(x)xt =

1 (20)
(0% + u () (-x7) ===
La solucidn del sistema de ecuaciones (20) es
f{]_lnx () = x Inx (21)
uqlx) = o’ U,lx) = >
Entonces, se concluye que
In x)? x*(2lnx —1 22
uy(x) = tn ) te uy(x) = —¥+ 2 @2

Por ultimo, si se sustituyen estas expresiones en la ecuacion (19) se obtiene la solucién
general de la (18); a saber,

1 , 1
y=;x[1nx]‘—11nx+clx+czx_i (23)

e ——————————————————— 1



Problemas , —

En cada uno de los problemas 1 a 4 aplique el método de variacion de parametros para
encontrar una solucion particular de la ecuacion diferencial dada. A continuacion, compruebe
la respuesta mediante la aplicacion del método de los coeficientes indeterminados.

1. y" —=5y'+ 6y =2e*

2. y'—y' =2y =2e7*

3. y'"+2y'+y—3e7*

4. 4y" — 4y’ +y = 16e*/?
En cada uno de los problemas 5 a 8, encuentre la solucion general de la ecuacion diferencial
dada.

5. y"+y—tanx, 0<x<m/2

6. y'+9y=9sec’3x, 0<x<m/6

7. V'+4y' +4y =x"2%e"%*, x>0

8. y'"+4y=3csc2x, 0<x<m/2
En cada uno de los problemas 9 a 12 compruebe que las funciones dadas y; y y, satisfacen
la ecuacion homogénea correspondiente; entonces encuentre una solucién particular de la
ecuacion no homogénea dada.

9. x%2y" —2y=3x2—-1, x>0; y,(x)=x% y,(x)=x"

10. x2y" —x(x+2)y'+ (x+2)y=2x3, x>0; y,(x)=x  vy,(x) = xe*

11.xy" —(1+x)y +y=x%e%*, x>0, y;(x)=1, y,(x)=¢e”*

12.(1-x)y"+xy' —y=2(x—1)%"% 0<x<1; y(x)=¢e* y,(x)=x

1

—_— e




Introduccion

La estructura teodrica y los métodos de resolucion desarrollados en el capitulo anterior para
las ecuaciones lineales de segundo orden se extienden directamente a las ecuaciones lineales
de tercer orden y de orden superior. En este capitulo se repasa con brevedad esta
generalizacién, tomando nota sobre todo de aquellos casos en los que es posible que se
presenten nuevos fendmenos, debido a la mayor diversidad de situaciones que pueden ocurrir
para las ecuaciones de orden superior.



3.1 Teoria general de las ecuaciones lineales de n-ésimo orden

Una ecuacion diferencial lineal de n-esimo orden es una ecuacion de la forma

™y n—1.,

P o+ P T+ P A By =6 ()

Se supone que las funciones P, ..., B, y G son funciones continuas con valores reales sobre
algln intervalo I: a < B, y que P, es diferente de cero en todo punto de este intervalo.
Entonces, al dividir la ecuacion (1) entre P,(x), se obtiene

T, n—1

ARt P 1&3 >+ B, (0)y = 9(x). @)

El operador diferencial lineal L de orden n definido por Ia ecuacion (2) es semejante al
operador de segundo orden introducido en el capitulo 2.

Como la ecuacion (2) comprende la n-ésima derivada de y con respecto a X, seran necesarias,
por asi decirlo, n integraciones para resolverla. En cada una de estas integraciones se
introduce una constante arbitraria. De donde, es de esperar que para obtener una solucion
Unica sea necesario especificar n condiciones iniciales,

L[}:r =

}J’(x[!l:] = }J'D’ }J'“:ID:I = }TEI.' - ’}len_l:l [xl}j = }J’én_i}’ (3)

En donde x, puede ser cualquier punto en el intervalo I 'y y,, yg, .- ,yé" D
Teorema 3.1.1

Si las funciones p4, p,, ..., Pn Y g SON continuas sobre el intervalo abierto I, entonces existe
exactamente una solucién y = 1¢(x) de la ecuacion diferencial (2) que también satisface
las condiciones iniciales (3). Esta solucion existe en todo el intervalo .

La ecuacion homogénea. Como en el problema de segundo orden correspondiente, primero
se analiza la ecuacion homogénea
Lyl =y™ + p,(x)y" ™+ +p, 4 ()y' +p,(x)y =0 (4)

Si las funciones yy, v, -.., ¥ SON soluciones de la ecuacion (4), entonces por calculo directo
se deduce que la combinacion lineal



y = v () + ¥, (%) + -+ ¢, v, (x), ()

En donde cj, ..., ¢, son constantes arbitrarias.

Especificamente, para cualquier eleccion del punto x, en I y para cualquier eleccion de

Yor Yo ...,yé"_l), debe ser posible determinar ¢4, c,, ..., c, de modo que se satisfagan las

ecuaciones

E'I.]'-I{--":I.“Ii + 0+ "-'n.'l"h{-"'-ﬂ’ Yo
1:IJ..II’:I-].l,"".fI:. . L‘n.1l;11.-Tt|j = _1-;: (6)
t'|_]|'|1" = '.L{.,...n] 4 -+ 1.'"_1.'::' '_;{.\“] - 'I-.:' 11

De donde, una condicidn necesaria y suficiente para la existencia de una solucion, para
. . -1 .
valores arbitrarios de y,, v, ...,yé" ) es que el wronskiano

Vi V2 Ve

¥ V2 e Y
Wy, ....¥n)=1. _ "

Y

Sea diferente de cero en x = x,. Dado que x, puede ser cualquier punto en el intervalo I,
es necesario y suficiente que W (y;,V,, ..., ¥n) Sea diferente de cero en todo punto del
intervalo.

Teorema 3.1.2

Si las funciones p4, p,, ..., Pn Y g SON continuas sobre el intervalo abierto /, si las funciones
Y1, V2, -, Y SON soluciones de la ecuacion (4) y si W (y4, Y2, ..., ¥o)(x) # 0 por lo menos
en un punto en I, entonces toda solucién de (4) puede expresarse como una combinacion
lineal de las soluciones y,, v, ..., Vy.

Un conjunto de soluciones y;, ..., y,, de la ecuacion (4) cuyo wronskiano sea diferente de cero
se conoce como conjunto fundamental de soluciones. Dado que todas las soluciones de (4)
son de la forma (5), para hacer referencia a una combinacién lineal arbitraria de cualquier
conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion (4) se usa la expresion solucion general.



Se dice que las funciones f, f5, ..., fn son linealmente dependientes sobre I si existe un
conjunto de constantes k4, k,, ..., k,, no todas cero, tales que

kofi thofs + -tk f, =0 (8)

Para toda x e n I. Se dice que las funciones f, ..., f, son linealmente independientes sobre |
si no son linealmente dependientes alli.

La ecuacion no homogénea. Considérese ahora la ecuacion no homogeénea (2),

Lyl =y™ +p,(0)y™ ™ + - + p(x)y = g(x).

Si Y1y Y2 son dos soluciones cualesquiera de la ecuacion (2), entonces se concluye de
inmediato, a partir de la linealidad del operador L, que

LY, = 2](x) = L[] (x) = L[Y2](x) = g(x) — g(x) = 0.

De donde, la diferencia de dos soluciones cualesquiera de la ecuacion no homogeénea (2) es
una solucién de la ecuacion homogénea (4). Dado que cualquier solucién de la ecuacion
homogénea puede expresarse como una combinacion lineal de un conjunto fundamental de
soluciones y;, ..., y, se deduce que cualquier solucién de la ecuacion (2) puede escribirse
como

y = ey (%) + a3, (x) + - + ey, (x) + Y (), 9)

e

En donde Y es alguna solucion particular de la ecuacion no homogénea (2). La combinacion
lineal (9) se llama solucién general de la ecuacion no homogénea (2). (1)

Problemas s | —

En cada uno de los problemas 1 a 6, determine los intervalos en los que se tenga la seguridad
de que existen soluciones.
1. yV + 49" +3y=x
xy"" + (senx)y" + 3y = cos x
x(x—DyV +e*y”" +4x2y =0
y" +xy" +x%y +x3y =Inx
(x—DyV+x+1)y" + (tanx)y =0
x2=2)yV+x%y" +9y=0

© gk wn



En cada uno de los problemas 7 a 12 elimine las constantes c,, c,, ..., ¢, entre las expresiones
para y sus derivadas y’, ..., y™~1 Con ello, determine la ecuacion diferencial que satisface
la funcion dada.

7. y=c;+ cx +c3x? + senx

8. y=c4+cycosx+c3senx

9. y=rce¥+ce™ + cze?*

10. v = ¢;x + cpx? + c3x3

11.y=x+c; +c,cosx + c3 senx

12. y = ¢4 + ¢3x + c3 senh x + ¢, cosh x
En cada uno de los problemas 13 a 18, compruebe que las funciones dadas son soluciones de
la ecuacion diferencial y determine su wronskiano.

13.y"" +y"'=0; 1, <cosx, senx

14.yV+y"=0; 1, x, cosx, senx

15. y"" +2y" —y' =2y =0; e¥ e¥ e

16. yV+2y" +y"=0; 1, x e, xe®

17. xy"" —=y" —-0; 1, «x, x3

18. x3y" + x%y" — 2xy' + 2y =0; x, x% 1/x




Semana 12



Temas

= Ecuaciones homogéneas con coeficientes constantes.
= Métodos de los coeficientes indeterminados.

= Meétodo de variacion de parametros.
Objetivos

= Conocer los conceptos basicos de las ecuaciones de n-ésimo orden.
= Estudiar y comprender las ecuaciones homogéneas con coeficientes constantes.
= Estudiar y comprender el método de los coeficientes indeterminados.

= Estudiar y comprender el método de variacion de parametros.

Actividades

= Solucién de ejercicios sobre las ecuaciones homogéneas con coeficientes
constantes, métodos de los coeficientes indeterminados y método de variacion de

parametros de las ecuaciones diferenciales de n-ésimo orden.
Recursos

> Videos

1. Titulo: Solucién ecuaciones diferenciales homogéneas con coeficientes
constantes parte 2
Descripcion: Ejemplo de solucion de dos ecuaciones diferenciales lineales
homogéneas de orden superior.

Link: https://www.youtube.com/watch?v=0gj3-Cm cpc



https://www.youtube.com/watch?v=ogj3-Cm_cpc

2.

3.

4.

>

1.

2.

Titulo: Coeficientes indeterminados - método de superposicion parte 1
Descripcion: Método para solucionar ecuaciones diferenciales lineales no
homogéneas de orden superior (con coeficientes constantes).

Link: https://www.youtube.com/watch?v=5fb5qCWHIPo

Titulo: Coeficientes indeterminados método del anulador parte 1
Descripcion: Meétodo solucion de ecuaciones de diferenciales lineales no
homogéneas de orden superior con coeficientes constantes.

Link: https://www.youtube.com/watch?v= dh1p96GAMA

Titulo: Variacion de parametros parte 1
Descripcion: Meétodo solucion de ecuaciones de diferenciales lineales no
homogéneas de orden superior con coeficientes constantes.

Link: https://www.youtube.com/watch?v=W-IPOMnrwDk

PDF

Titulo: capitulo-4.pdf

Descripcion: Teoria, ejemplos y ejercicios del método de los coeficientes
indeterminados. Pé4g. 31 — 52.

Link: https://deymerqg.files.wordpress.com/2011/07/capitulo-4.pdf

Titulo: capitulo-4.pdf
Descripcion: Teoria, ejemplos y ejercicios del método de los coeficientes
indeterminados. Pag. 52 — 58.

Link: https://deymerqg.files.wordpress.com/2011/07/capitulo-4.pdf



https://www.youtube.com/watch?v=5fb5qCWHlPo
https://www.youtube.com/watch?v=_dh1p96GAMA
https://www.youtube.com/watch?v=W-lP0MnrwDk
https://deymerg.files.wordpress.com/2011/07/capitulo-4.pdf
https://deymerg.files.wordpress.com/2011/07/capitulo-4.pdf

3. Titulo: capitulo-4.pdf
Descripcion: Conceptos basicos, ejemplos y ejercicios de ecuaciones
homogéneas con coeficientes constantes. Pag. 22 — 31.

Link: https://deymerqg.files.wordpress.com/2011/07/capitulo-4.pdf

> Libros

1. Titulo: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera, 4ta
edicion.
Autor: William E. Boyce; Richard C. DiPrima
Descripcion: Conceptos basicos, ejercicios resueltos y problemas sobre
Ecuaciones homogéneas de orden superior. Paginas 219 — 240.

2. Titulo: Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado.
Descripcion: Teoria preliminar de las ecuaciones diferenciales de orden
superior. Paginas 113 — 186.

Autor: Dennis G. Zill


https://deymerg.files.wordpress.com/2011/07/capitulo-4.pdf

3.2 Ecuaciones homogeéneas con coeficientes constantes

Considérese la ecuacion diferencial lineal homogénea de n-esimo orden
L[}:r = a_l}},-':?‘!} _|_ al},?‘!—l _|_ . _|_ a‘n—l}rr _|_ ﬂ.n}’ — ﬂ, (1)

En donde a4, a,, ..., a,, son constantes reales. Con base en lo que se sabe de las ecuaciones
lineales de segundo orden con coeficientes constantes, es natural anticipar que y = e es
una solucion de la ecuacion (1) para valores adecuados de r. En efecto,

Lle™]=e™(ayr® +a;r" 1+ 4a,_, +a,) =e™Z(r) @)

Para toda r. Para aquellos valores de r para los que Z(r) = 0, se concluye que L[e™*] =0y
que y = e es una solucion de (1). El polinomio Z(r) se llama polinomio caracteristico y
la ecuacion Z(r) = 0 es la ecuacion caracteristica de la ecuacion diferencial (1). Un
polinomio de grado n tiene n ceros, digamos 7y, 15, ..., 1,; de donde, es posible escribir el
polinomio caracteristico en la forma

Z(r)=aglr—m)r—n).(r—n) 3

Raices reales y distintas. Si las raices de la ecuacion caracteristica son reales y ninguna de
ellas es igual, entonces se tienen n soluciones distintas e™*, e™¢, ..., e™* de la ecuacion (1).
Para demostrar en este caso que la solucién general de (1) es de la forma

y =¢ye™¥,ee™f, L, c e 4)
Entonces existen las constantes ¢, cy,..,c,, NO todas cero, tales que
cie*, ce™f, .., cpe™* paracadaxen x — oo < x < oo, Si se multiplica por e™"* da c; +
c,e2 ™% 4.4 ¢ e(m~T)X = 0y i se deriva, se obtiene

(TZ — Tl)CZe(rz_rl)x + (T3 - TI)C3e(r3_r1)x + -+ (Tn - T‘l)Cne(r"_rl)x =0

Para — o < x < o0, Si se multiplica este Gltimo resultado por e~2"T)% y Juego se deriva,
da

3 — 1) (13 — 11)c3e T3 o (1, — 1) (1, — 1) cpe X =

( 3 2)( 3 1) 3 n 2 n 1/%n

Para — o0 < x < oo. Si se continlia de esta manera, finalmente se obtiene



(Tn - Tn—lj (Tn - Tn —2] (Tn - sz(Tn - lecnel:rn_rn_i}x =0 (5)

Raices complejas. Si las raices de la ecuacion caracteristica son complejas, deben ocurrir en
pares conjugados, A + iy, ya que los coeficientes ay, ..., a,, Son numeros reales. Siempre que
ninguna de las raices este repetida, la solucion general de la ecuacién (1) sigue siendo de la
formal (4). Sin embargo, es posible sustituir las soluciones de valores complejos y por las
soluciones de valores reales

e™ cospx, e™ senpx, (6)

Ejemp|0 1. —_———— 1

Encontrar la solucion general de
yW-y=0 (7

Si se sustituye y por e™, se encuentra que la ecuacién caracteristica es
r*—1=0?-1D0?*+1) =0
Las raices son r = 1,—1, i, —i, de donde, la solucion general de la ecuacion (7) es

y =ce*+ce ™+ c3cosx + ¢, senx.
——— |

Raices repetidas. Si las raices de la ecuacion caracteristica no son distintas, es decir, si
algunas de las raices estan repetidas, entonces resulta evidente que la solucion (4) no es la
solucidn general de la ecuacion (1). Si se recuerda que r; es una raiz repetida para la ecuacién
lineal de segundo orden ayy" + a,;y’ + a,y = 0, entonces las dos soluciones linealmente
independientes son e™* y e2*, parece razonable esperar que si una raiz de Z(r) = 0, por
ejemplo r = r; tiene multiplicidad s (en donde s < n), entonces

eT¥ xeTa¥ x2gT® x9 lgTe¥ (8)

Son soluciones de (1). Para probar esto, obsérvese que si r; es cero de multiplicidad 5 de
Z(r), entonces la ecuacion (2) puede escribirse como

Lle™]=e™ay(r —n ) (r—rsy)...(r—mn) =e™(r—n)°H(r) 9)

Para todos los valores de r, en donde H(r;) # 0.



Por altimo, si una raiz compleja A + ip esta repetida s veces, también el complejo conjugado
A+ ip esta repetido s veces. De manera correspondiente a esta 2s soluciones de valor
complejo es posible encontrar 2s soluciones de valores reales si se observa que las partes
real e imaginaria de e+x | xe(+10x tamhién son soluciones linealmente independientes:

e cos px, e sen ux, xe™* cos px, xe?* sen px

s—1elx s—1elx

vy X COS px, X sen px

De donde, la solucion general de la ecuacion (1) siempre se puede expresar como una
combinacidn lineal de n soluciones de valores reales (1). Considérese el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.

Encontrar la solucion general de
yWi2y"+y=0 (10)
La ecuacidn caracteristica es
r*+2r2+1=0?+1D)0E*+1)=0.
Las raices son r = i, i, —i, —i Yy la solucidn general de (10) es

Y =€, COS X+ Cy SEN X + C3X COS X + C,X Senx.
e =

Ejemplo 3—|

Encontrar la solucion general de
yW+y=0 (11)
La ecuacién caracteristica es



En este caso no es tan facil factorizar el polinomio. Es necesario calcular las raices cuartas
de —1. Ahora bien, —1, concebido como un numero complejo, es —1 + 0i; su magnitud es
1y su &ngulo polar es m. Entonces,

—1=cosmt+isenm =e™

Es mas, el angulo esta determinado solo hasta un multiplo de 27; por tanto,

. T mn T mm
—_1\1/4 — pi(m/4+mm/2) _ I T i —_
(-1 e cos(4+2)+Lsen(4+2)

En donde m es cero o cualquier entero positivo o negativo; por tanto,
1+ -1+ —-1-—1 1-—1i

V2 ' V2 V2 2
e ——————— ———————————

—_— S

Problemas

En cada uno de los problemas 1 a 6, exprese el nimero complejo dado en la forma
R(cos 6 + i sen 0) — Re'®.

Observe que ei(#+2mm) — 10 sj m es un entero.

1. 1+
2. —1++30
3. -3

4. —i

5. V3—i
6. —1—1i

Observe que ei(?+2mm) — o0 sj m es un entero y que

[eite+2mm] /" _ gilto+zmm/nl = o (9 N 2’”_”> +isen (9 N Zm_")
n n n n



En cada uno de los problemas 7 a 10 aplique estos hechos para determinar la raiz indicada
del nimero complejo dado.
7. 11/3
8. (1—-pY?
9. 1%/4
10. [2(cos /3 + i sen 1t /3)]*/?
En cada uno de los problemas 11 a 16, determine la solucion de la ecuacion diferencial dada.
11.y" —y"—y'"+y=0
12.y"" =3y" +3y"'—y =0
13.2y"" —4y" = 2y' +4y =0
14.yV —4y"" + 4y" =0
15.yV1+y =0
16.yV —5y" + 4y =0

— —

3.3 Meétodo de los coeficientes indeterminados

Puede obtenerse una solucion particular Y de la ecuacion lineal no homogénea de n-esimo
orden con coeficientes constantes

LIyl = agy™ + a3 P + -+ a, ¥ + a,y = g(x) (1)
Por el método de los coeficientes indeterminados, siempre que g(x) tenga una forma
adecuada. Aungue el método de los coeficientes indeterminados no es tan general como el
de variacion de parametros que se describe en la siguiente seccion, suele ser mucho mas facil

cuando puede aplicarse.
En primer lugar considérese el caso en el que g(x) es un polinomio de grado m

glx)=byx™+byx™ 1 +--+ b (2)

En donde by, b4, ..., b, SON constantes dadas. Es natural buscar una solucion particular de la
forma

Y(x) =Agx™ + A4 x™ T+ 4 A, (3)



En términos mas generales, es facil verificar que si cero es una raiz con multiplicidad s del
polinomio caracteristico, en cuyo caso 1,x,x2,...,x5"1 son soluciones de la ecuacion
homogénea, entonces una forma adecuada para Y(x) es

Y(x) = x(Agx™ + Ajx™ 1+ -+ A4,) (4)
Como segundo problema, supongase que g(x) es de la forma

g(x) = e™(Byx™+ Byx™ 1 +--+B,) (5)
Entonces se esperaria que Y (x) fuera de la forma

Y(x) = e™ (Agx™ + A x™ T+ -+ A4 (6)

Siempre que e* no sea una solucion de la ecuacion homogénea. Si a es una raiz con
multiplicidad s de la ecuacion caracteristica, en forma apropiada para y(X) es

V(x) =e®™(Apx™ + A, x™ 1+ o+ 4 ) (7

De manera semejante, si g(x) es de la forma

g(x) = e™(Byx™ + Bixm—i +-++B,) {i‘if;gij (8)

Entonces una forma adecuada para Y(x), siempre que a + if no sea una raiz de la ecuacion
caracteristica, es

Vix) = e™(Agx™ + A;x™ 1 4+ -+ 4,,) cos Bx
+e% (Byx™ + Byx™ ! + -+ B, )sen fix (©)

Si a + if es una raiz con multiplicidad s de la ecuacion caracteristica, entonces es necesario
multiplicar el segundo miembro de (9) por x°.



Tabla 3.3.1 SOLUCION PARTICULAR DE
aﬂ_v“‘)+ ay'V+---va _y+ay=gx)

g(x) Y(x)
P,(x) = box™ + byx" "' + -+ + b, X(AX™ + - + A,)
P(x)e™ X Ax™ + - - + A, )e*
. |5€n fx . . i
P.lx)e {cos Bx X [(Agx™ + + A, )™ cos fix

+(Box™ + -+ - + B, )" sen fix]

Ejemplo 1. —_———— 1

Hallar una solucién particular de
y"—4y=x+3cosx+e . (10)

En primer lugar se resuelve la ecuacion homogénea. La ecuacion caracteristicaes r3 — 4r =
0y las raices son 0, +2; de donde,
y.(x) = ¢y + %% + cze™?*
Si se aplica el principio de superposicion, puede escribirse una solucion particular de la (10)
como la suma de soluciones particulares correspondientes a las ecuaciones diferenciales
yIII _ 4‘yl =x, yur _ 4y1 = 3 cos X, yur _ 4yl — e—2x.
La eleccion inicial para una solucion particular Y; (x) de la primera ecuacion es Agx + A;
pero como una constante es solucion de la ecuacion homogénea, se multiplica por x; por
tanto,
Yi(x) = x(Apx + Ay).
Para la segunda ecuacion se elige

Y,(x) = Bcosx + C sen x,

Por Gltimo, para la tercera ecuacion, en virtud de que e~2 es una solucion de la ecuacion
homogénea, se supone que

Y3(x) = Exe™?*



Las constantes se determinan al sustituir en las ecuaciones diferenciales por separado;
resultan ser A, =1/8,A, =0,B=0,C =-3/5yE =1/8. De donde, una solucién
particular de la ecuacién (10) es

1 3 1
Y(x) = —gxz —gsenx +§xe_

e ——————————————————— 1

2x

El método de los coeficientes indeterminados puede aplicarse siempre que sea posible intuir
la forma correcta para Y(x). Sin embargo, por lo comin es posible para ecuaciones
diferenciales que no tengan coeficientes constantes o para términos no homogéneos que no
sean del tipo antes descrito (1).

Problemas s L —

En cada uno de los problemas 1 a 8, determine la solucién general de la ecuacion diferencial
dada. Aquellos casos en que se especifica, encuentre la solucion que satisface las condiciones
iniciales dadas.
1. y" —y"—y' +y=2e"*+3
yV' —y =3x + cos x
y'+y'+y +y=e*+4x
y" —y' =2senx
yV +9'"" = sen 2x
y'"+4y'=x, y(0)=y'(0)=0, y'(0)=1
yV+2y"+y=3x+4, y0)=y'(0)=0, y"(0)=y"(0)=1
8 y"—3y"+2y' =x+eX, y0)=1 yO)=-1 y'(0)=-3
En cada uno de los problemas 9 a 14, determine una forma adecuada para y(x), si ha de
aplicarse el método de los coeficientes indeterminados. No evalué las constantes.
9. y" —2y"+y =x3+2e*
10. y"" —y' =xe ™ + 2 cos x
11. yV —2y" + y = e* + senx
12. yV + 4y" = sen 2x + xe* + 4
13.yV —y" —y" +y ' =x2+ 4+ xsenx
14. yV + 2y"" + 2y" =3e* + 2x7¥ + e *senx

— .

N o bk wn




3.4 Método de variacion de parametros

El método de variacidn de pardmetros para determinar una solucién particular de la ecuacion
diferencial lineal no homogénea de n-ésimo orden

LLy] =y + pyep™ ™V + - 4 p i)y + px)y =g(x) (D)

Es una extension directa de la teoria para la ecuacion diferencial de segundo orden
Supdngase entonces que se conoce un conjunto fundamental de soluciones y;, y,, ..., ¥, de
la ecuacién homogeénea; entonces

}-'{.[I] = Cl_})l{xl + fz}"z[x]' + o+ ":n}'ln[x)‘ )

El método de variacién de pardmetros para determinar una solucién particular de la ecuacion
(1) se apoya en la posibilidad de determinar n funciones u,, u,, ..., u,, tales que Y(x) sea de
la forma

Y(x) = u(x)y1(x) + ux(x)y,(x) + -+ + w,(0)p(x). (3)

En virtud de que dificilmente puede esperarse una simplificacion al determinar Y, si es
necesario resolver ecuaciones diferenciales de orden superior para las u;, i =1,2,...,n,
resulta natural imponer condiciones para suprimir los términos que produzcan derivadas
superiores de las u;. Con base en la ecuacién (3) se obtiene

Y'=(u ) +ugyy + -+ uyn) + (uyy, +upy, +0 + UnVp)- (4)

Por tanto, la primera condicion que se impone sobre las u; es que

)y + uyy, + 0+ uy, = 0. )

Si se continla este proceso de manera semejante, a traves de n — 1 derivadas de Y da

YO =y oy o buyt™, m=0,1,2,...,n—1 (6)

nfn *

Y las n — 1 condiciones siguientes sobre las funciones uy, ..., u,:

Yo = (u,yy” + -+ u,yi) + (hy Y+ uly ) @

La n-ésima derivada de Y es



YO = (uyy + ) + W e ) (8)

Por Gltimo, se impone la condicion de que Y sea una solucion de la ecuacion (1). Al sustituir
las derivadas de Y por sus expresiones de las ecuaciones (6) y (8), agrupar terminos y aplicar
el hechodeque L[y;] =0,i =1,2,...,n, se obtiene

u,.ly{l,,_ 1) + u.rzyqzn—l} 4 4 H:,_]—'L"_ 1) — g. %)

La ecuacion (9), junto con las n — 1 ecuaciones (7), dan n ecuaciones lineales simultaneas
no homogéneas para uy, uy, ..., Uy,:
o k) r = % & ¥ r —
Yiuy + yau, + + yatt,= 0,
Pt Pt . .. P
ylul +_]J‘2H2 + + J’rlrnun_ﬂr (10)
o v . .. Sl
yidy + Youy + 00+ yuup, =0,

yﬁlﬂ— “u‘l + P _|_ J"’E:I_l}u:t e g'

De donde, es posible determinar uj, ..., uy:. Si se aplica la regla de Cramer, se encuentra que
la solucion del sistema de ecuaciones (10) es

— g(x)W(x)

H:."()’J) = Wl:_‘.{] ' m=12...,n (11)

Con esta notacidn, una solucion particular de la ecuacion (1) se expresa por

_a o [ eeme
Y(@)= 3yl J v (12)

En algunos casos es posible simplificar los calculos hasta cierto punto al aplicar la identidad
de Abel

X0

W) = W, 3) (0 = cexp [~ | pr(oda]

Puede determinarse la constante c al evaluar W en algun punto conveniente (1).



Ejemplo 1-|'—|
Dado que y; = e*, y,(x) = xe* y y3(x) = e* son soluciones de la ecuacién homogénea
correspondiente a

y' =y =y +y=gx) (13)

Determinar una solucion particular de la ecuacién (13) en términos de una integral.
Se usa la ecuacion (12). En primer lugar se tiene

e* xe~ e "
Wix) = W(e*, xe*, e *}(x) = |e* (x+ 1)e* —e7*
et (x + 2)e* e

Si se extrae e* con factor comdn de cada una de las dos primeras columnas y e™* de la
tercera columna, se obtiene

1 X 1
W(kx)=e*1 x+1 =1}
1 x+2 1

A continuacion, al restar el primer renglén del segundo y tercer renglones, se tiene

1 x 1
Wi(x)=e*0 1 -=2|
0o 2 0

Por dltimo, si se evalua el dltimo determinante por menores asociados con la primera
columna, se encuentra que

Wi(x) = 4e*.

En seguida



0 xe* e
Wix)=10 (x+ 1) —e *|.
1 (x + 2)e* e ¥

Si se utilizan menores asociados con la primera columna, se obtiene

xe* e ¥
Wi (x) = = —2x -1
(%) (x + 1)¢* —e™*
De manera semejante,
W. ’ g o e 2
I{I}'— £ _"E_ = _81 —e = -
e* 1 e
Y
e* xe* 0
W[ ] x { + I}EI 0 e xe* Elx
= |g X = = .
3l e* (x+ 1)e*
e (x+2)* 1

Al sustituir estos resultados en la ecuacion (12) se tiene

Y(x) = ¢* J‘z M-_E%,—_—m-dr + xe* j: g[___;f] dt + e -E: gﬁm dt

xo

= ; 'r {e"‘[—l +2x—1)] + e_"*”} glr) dt.

e ——————————————————— 1



Problemas - ey

En cada uno de los problemas 1 a 3, aplique el método de parametros para determinar una
solucion particular de la ecuacion diferencial dada.

1.

2.
3.
4

y"+y'—tanx, 0<x<m/2

yIII _ yl =x

yIII _ Zyl -y + Zy — e4-x

Dado que x, x? y 1/x son soluciones de la ecuacion homogénea correspondiente a

x.l_},m + .sz.?“ — 21}1" + 2_}? = 2.?;41. X = [}3

Determine una solucién particular.
Halle una férmula que comprenda integrales para una solucion particular de la
ecuacion diferencial

y'"' =y +y = gx).
Halle una férmula que comprenda integrales para una solucién particular de la
ecuacion diferencial

yV —y=g(x)

Sugerencia: las funciones sen x,cos x,senh x y cosh x forman un conjunto
fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea.

Halle una férmula que comprenda integrales para una solucién particular de la
ecuacion diferencial

y"' =3y"+3y'y=g.
Si g(x) = x~2e*, determine Y(x).
Halle una férmula que comprenda integrales para una solucién particular de la
ecuacion diferencial

x3ylll _ 3x2yll + 6xy’ — 6y = g(x), x > 0.

Sugerencia: compruebe que x, x2 y x3 son soluciones de la ecuacion homogénea.

SSS— —




Semana 13



Temas

= Soluciones en serie cerca de un punto ordinario, parte I.

= Soluciones en serie cerca de un punto ordinario, parte I1.
Objetivos

= Conocer las soluciones en serie cerca de un punto ordinario, parte 1.

= Comprender las soluciones en serie cerca de un punto ordinario, parte Il

Actividades

= Resolver ejercicios sobre Soluciones en serie cerca de un punto ordinario, parte |
y Soluciones en serie cerca de un punto ordinario, parte I.
» Quiz nimero 3, sobre los temas de las semanas 11y 12. El estudiante contara con

1 hora para resolver los ejercicios propuestos por el profesor.
Recursos

3. Videos

1. Titulo: Solucion ED en un punto ordinario mediante series parte 1 (Ecuacion de
Airy)
Descripcion: Solucion a una ecuacion diferencial lineal de segundo orden en
punto ordinario.

Link: https://www.youtube.com/watch?v= C25YtgSDfE

2. Titulo: Solucién ED en un punto ordinario mediante series parte 2 (Ecuacion de

Airy)


https://www.youtube.com/watch?v=_C25YtqSDfE

Descripcion: Segunda parte: Solucion a una ecuacion diferencial lineal de
segundo orden en punto ordinario.

Link: https://www.youtube.com/watch?v=MBcFNtKigPE

PDF
. Titulo: capitulo-6.pdf
Descripcion: Soluciones en torno a puntos ordinarios. Pag. 11 — 18.

Link: https://deymerg.files.wordpress.com/2011/07/capitulo-6.pdf

Libros

. Titulo: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera, 4ta
edicion.

Autor: William E. Boyce; Richard C. DiPrima

Descripcion: Conceptos basicos, ejercicios resueltos y problemas sobre
soluciones en serie de las ecuaciones diferenciales de segundo orden. Péginas 248
- 266.

. Titulo: Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado.

Descripcion: Teoria preliminar de las soluciones de series de potencias de
ecuaciones lineales. Paginas 257 — 277.

Autor: Dennis G. Zill.


https://www.youtube.com/watch?v=MBcFNtKigPE
https://deymerg.files.wordpress.com/2011/07/capitulo-6.pdf

ECUACIJOMES LINEALES DE
sUNDO ORDEN.

wn
m
L)

Introduccion

Hallar la solucion general de una ecuacidn diferencial lineal se apoya en la determinacion de
un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion homogénea. Hasta el momento se ha
dado un procedimiento sistematico para construir soluciones fundamentales sélo si la
ecuacion tiene coeficientes constantes. Para tratar la clase mucho més grande de ecuaciones
que tienen coeficientes variables es necesario extender la busqueda de soluciones mas alla de
las funciones elementales del célculo. El instrumento mas importante que se necesita es la
representacion de una funcion dada mediante una serie de potencias. La idea bésica es
semejante a la del método de los coeficientes indeterminados: se supone que las soluciones
de una ecuacion diferencial dada tienen desarrollos en series de potencias y luego se intenta
determinar los coeficientes de modo que se satisfaga la ecuacion diferencial.



4.1 Soluciones en serie cerca de un punto ordinario parte |

En la unidad 2 se describieron métodos para resolver ecuaciones diferenciales lineales de
segundo orden con coeficientes constantes. Ahora se consideraran métodos para resolver
ecuaciones lineales de segundo orden cuando los coeficientes son funciones de la variable
independiente. Basta considerar la ecuacion homogénea

-
&

P()—= + @(xngr R(x)y = 0, (1)

d
d
Ya que el procedimiento para la ecuacion no homogeénea correspondiente es semejante.

Una amplia ciase de problemas en fisica matematica conduce a ecuaciones de la forma (1)
que tiene coeficientes polinominales; por ejemplo, la ecuacion de Bessel

x2y" +xy' + (x?2 —v?)y =0,
En donde v es una constante, y la ecuacion de Legendre
(1—x?)y" —2xy'+ala+ 1)y =0,

En donde a es una constante. Por esta razon, asi como para simplificar los célculos
algebraicos, se considerara principalmente el caso en el que las funciones P,Q y R son
polinomios. Sin embargo, como se ver, el método de resolucion es aplicable para una clase
de funciones mas general que los polinomios.

Entonces por el momento, supéngase que P, Q y R son polinomios y que no tienen factores
comunes. Supongase también que se desea resolver la ecuacion (1) en la vecindad de un
punto x,. La resolucion de la (1) en un intervalo que contenga a x,, esta intimamente asociada
al comportamiento de P en ese intervalo.

Un punto x, tal que P(x,) # 0 se conoce como punto ordinario. Como P es continua, se
deduce que existe un intervalo alrededor de x, en el que P(x) nunca es cero. En ese intervalo
es posible dividir la ecuacion (1) entre P(x) para obtener

¥ +p(x)y +q(x)y =0, (2)

En donde p(x) = Q(x)/P(x) y q(x) = R(x)/P(x) son funciones continuas. De donde,
segun el teorema 2.2.1 de existencia y unicidad, en ese intervalo existe una solucion unica de
(1) que también satisface las condiciones iniciales y(xy) = yo, ¥'(xo) = y, para valores
arbitrarios de y, y y,. En esta seccion y en la siguiente se analiza la resolucion de la ecuacion
(1) en la vecindad de un punto ordinario.



Por otra parte, si P(x,) = 0, entonces a x, se le llama punto singular de la ecuacion (1). En
este caso, por lo menos una de Q(x,) Y R(x,) es diferente de cero. Como consecuencia, por
lo menos uno de los coeficientes p y q de la ecuacion (2) se vuelve no acotado cuando
X — x, Y, por tanto, el teorema 2.2.1 no es valido en este caso.

Ahora se abordara el problema de resolver la ecuacion (1) en la vecindad de un punto
ordinario x,. Se buscan soluciones de la forma

v=a,ta(x—x)++a,(x—x)" 4= Z a,(x—xy)" 3)
n=>0

Y se supone que la serie converge en el intervalo |x — x,| < p para algun p > 0. Aungue a
primera vista puede parecer poco atractivo buscar una solucion en la forma de una serie de
potencias, en realidad es una forma conveniente y Gtil para una solucion. Dentro de sus
intervalos de convergencia, las series de potencias se comportan bastante parecido a los
polinomios y es facil manipularlas analitica y numéricamente. De hecho, incluso si es posible
obtener una solucion en términos de funciones elementales, como funciones exponenciales
o0 trigonomeétricas, es probable que se requiera una serie de potencias o alguna expresion
equivalente si se desea evaluarlas numéricamente o trazar sus graficas.

La manera mas practica para determinar los coeficientes a,, es sustituir por la serie (3) y sus
derivadas y, y' y ¥"' en la ecuacion (1). Los siguientes ejemplos ilustran este proceso.

Las operaciones, como la derivacion, que intervienen en el procedimiento se justifican en
tanto se permanezca dentro del intervalo de convergencia. Las ecuaciones diferenciales de
estos ejemplos, por derecho propio, también tienen una importancia considerable (1).

Ejemplo 1 I—]
Encontrar una solucion en serie de la ecuacion
y'+y=0, —00 < x < o0, 4)

Como se sabe, dos soluciones lineales independientes de esta ecuacion son sen x y cos x,
por lo que para resolverla no se requieren métodos de series. Sin embargo, este ejemplo
ilustra la aplicacion de [ series de potencias en un caso relativamente sencillo. Para la
ecuacion (4), P(x) = 1, Q(x) = 0y R(x) = 1; de donde, todos los puntos son ordinarios.
Se busca una solucién en la forma de una serie de potencias alrededor de x, = 0,

a3
y=ay+ax+ax®+-+a,x"+a,x" +a, x4

[=.=]
= E a, x™,
n=0

Y se supone que la serie converge en algun intervalo x < p.

(5)



Si se deriva término a término se obtiene

vi=a;+2a,x+ 4 na,x" + (n+ Day o x™ + (4 2)a, x4
n-—1, (6)

= na,x

n=1

y'=2a,++nn—1a,x"*+(n+ na,x" P+ (n+2)(n+ Dayex™ +
= Z n(n —1)a,x"? @)
n=2

Al sustituir por las series (5) y(7) y'y y'" en la ecuacion (4) da

Zn(n—l)a x™ 2+z:anx = 0.
=0

n=2
A continuacion, en la primera suma, se desplaza el indice de suma al sustituir nporn + 2y
empezar la sumaen 0 en vez de 2; se obtiene

M+ 2)(n+ Dayx™ + a,x" =
Z Z

o)

Z[(n +2)(n+ Dapx™ +ay]x™ =0

n=0
Para que esta ecuacion se satisfaga para toda x, el coeficiente de cada potencia de x debe ser
cero; de donde, se concluye que

O bien,

(n+2)(n+1)a,,,+a, =0, n=20,123,.. (8)

La ecuacion (8) se conoce como relacion de recurrencia. Los coeficientes sucesivos pueden
evaluarse uno por uno al escribir la relacion de recurrencia primero para n = 0, después para
n = 1, etcétera. En este ejemplo, (8) relaciona cada coeficiente con el segundo antes de él.
Por tanto, los coeficientes de indice par (ay, a,,ay,...) ylosde indice impar (a,, as, as,...)

quedan determinados por separado. Para los coeficientes de indice par se tiene
ao ao a, ag ay ao

©="3 1T MTTr3Ta % s e



Estos resultados sugieren®’ que, en general, si n = 2k, entonces

-D*

= = 9
ty Qg = (Ekjl or k 1: 2.! 3: e ( )
De manera semejante, para los coeficientes de
indice impar
S R BN S -t
T 237 3V >7 5.4 5 7T 7.6 TV

Y en general, sin = 2k + 1, entonces

a. = a, =(_—1:]ka k=1,23,.. (10)
n 2k +1 (2k+ 1:]! 1 L At

Si se sustituyen estos coeficientes en la ecuacion (5), se tiene
ag iy L
=dp+ax —— x> ——x+—x +-x
y=do TR TR TR ]

(—1)aq n (—1)a, In+1 , .
T Tyt T

x! .1'4 {_-”n ]
=aﬂ[l—&-+:‘7+~-*+mx2 +]

+ L bl AP
a,| x ——+— T
s Tansy

+...+

= ay Z{_l}" "4 a i—{_l}“ xi=t1

v=0 (2n)! ! neo (2n + 1) (11)

Ahora que se han obtenido formalmente las dos soluciones en serie de la ecuacion (4), es
posible hacer la prueba respecto a su convergencia. Si se aplica la prueba de la razon, es facil
demostrar que cada una de las series de (11) converge para toda x, y esto justifica
retroactivamente todos los pasos aplicados en la obtencion de las soluciones. De hecho, se
reconoce que la primera serie de (11) es exactamente la serie Taylor para cos x alrededor de
x = 0y que la segunda es la serie de Taylor para sen x alrededor de x = 0. Por tanto, como
se esperaba, se obtiene la solucion y = a, cos x + a4 sen x.

Notese que no se impusieron condiciones sobre a, y a4, de donde, son arbitrarias. Con base
en las ecuaciones (5) y (6), se ve que y y ', evaluadas en x = 0, son a, Yy a, respectivamente.

7 El resultado que se da en la ecuacidn (9) y otras férmulas semejantes en este capitulo puede probarse por
induccién matematica. Se supone que estos resultados son plausibles y se omite el argumento inductivo.



Como las condiciones iniciales y(0) y y'(0) se puede elegir de manera arbitraria, se concluye
que ay Y a4, deben ser arbitrarias hasta que se den condiciones iniciales especificas.

En las figuras 4.1.1 y 4.1.2 se muestra como las sumas parciales de las series de la ecuacion
(11) se aproximan a cos x y sen x. A medida que aumenta el nimero de términos, el intervalo
sobre el cual la aproximacion es satisfactoria se hace mas largo y, para cada x en este
intervalo, mejora la exactitud de la aproximacion.

¥y A
2_ n=16 ﬂ=20
1
| T
8./ 10 «x
T \/y:ﬂosx
n=10n=14\n=18
2|

Figura 4.1.1 Aproximaciones polinomiales para cos x. El valor de n es el grado del polinomio de aproximacion.
Fuente: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. Cuarta edicion. Pag. 251.

A
y
2 __ H=21
1 -
|- >
2 X
-1 y=senx
-2~ n=11 |n=15|n=19

Figura 4.1.2 Aproximaciones polinomiales para sen x. El valor de n es el grado del polinomio de aproximacion.
Fuente: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. Cuarta edicién. Pdg. 252.




En el ejemplo 1 se sabia desde el principio que senx y cos x forman un conjunto
fundamental de soluciones de la ecuacion (4). Sin embargo, si se hubiese ignorado esto y
simplemente se hubiera resuelto (4) con la aplicacion de métodos por series, se habria
obtenido la solucion (11). Al aceptar el hecho de que la ecuacion diferencial (4) se presenta
a menudo en las aplicaciones, podria decidirse dar nombres especiales a las dos soluciones
de la ecuacion (11); quiza

o)

SN I Gl D
C(X) = T; (zn)' xz , S(X') = n=omx2 1.

Entonces, podria plantearse la pregunta de cuéles propiedades tienen estas funciones. Por
ejemplo, es razonablemente obvio, a partir de los desarrollos en serie, que €(0) = 1,5(0) =

0,C(—x) = C(x) y S(—x) = —S(x). Otra formula que se deduce con facilidad es

Dy &N D" L G EDM@rtD L,
dx dx L (2n + 1)! B L (2n + 1)!
NG

De manera semejante, dC (x)/dx = —S(x). Es més, al calcularlas con las series infinitas3 es
posible demostrar que las funciones C(x) y S(x) poseen todas las propiedades analiticas y
algebraicas usuales de las funciones coseno y seno, respectivamente.

Aunque quiza el lector vio por primera vez las funciones seno y coseno definidos de manera
mas elemental en términos de tridangulos rectangulos, resulta interesante que estas funciones
puedan definirse como soluciones de cierta ecuacion diferencial sencilla lineal de segundo
orden. Con mas precision, la funcion sen x puede definirse como la solucién del problema
convalorinicial y” + y = 0,y(0) = 0,y’(0) = 1; de modo analogo la funcion cos x puede
definirse como la solucion del problema con valor inicial y” + y = 0,y(0) = 1,y’(0) = 0.
También se pueden usar otros problemas con valor inicial para definir estas funciones; ver el
problema 22. Muchas otras funciones importantes en fisica matematica también se definen
como soluciones de ciertos problemas con valor inicial. Para la mayor parte de estas
funciones no existe manera mas sencilla o elemental de enfocarlas. (1)

Ejemplo 2. el

Encontrar una solucion en serie de potencias de x para la ecuacion de Airy*®

'8 Sir George Airy (1801-1892), astronomo y matematico inglés, fue director del Observatorio de Greenwich de 1835 a
1881. Una razén por la que la ecuacién de Airy es interesante es que para x negativa las soluciones son oscilatorias,



” (12)
v'—xy=0, —00 = x =D 0D,
Para esta ecuacion, P(x) =1,Q(x) =0 y R(x) = —x; de donde, todos los puntos son
ordinarios; en particular, x = 0. Se supondré que

F =:ZE:anxnr (13)
n=0

Y que la serie converge en algun intervalo |x| < p. Laserie para y'’ esta dada por la ecuacion
(7); como se explico en el ejemplo anterior, es posible volver a escribir la como

¥ =) (14 D+ Datgr™ (14)
n=0

Si se sustituyen por las series (13) y (14) y y y"' en la ecuacion (12), se obtiene

D 4 D+ Dagpx™ =1 ) ax" =) axm (15)
n=0 n=0 n=0

En seguida, se desplaza el indice de suma en la serie del segundo miembro de esta ecuacion
al sustituir n por n — 1 e iniciar la suma en 1 en vez de cero. Por tanto, se tiene

[ee]

2-1a, + Z(n +2)(n+ 1Dayx™ = Z Ap_1X™.

n=1 n=1
De nuevo, para que esta ecuacion se satisfaga para toda x, es necesario que los coeficientes

de las potencias iguales de x sean iguales; de donde, a, = 0 y se obtiene la relacion de
recurrencia

(m+2)(n+ 1a,., =a,_4 paran=1,2,3,.. (16)

Dado que a, ., esta dada en términos de a,,_, €s evidente que las a quedan determinadas en
pasos de tres. Por tanto, a, determina as, la que a su vez determina ag, ...; a; determina a,,

la que a su vez determina a-, ..., y a, determina a, la que a su vez determina ag, . . . . Como
a, = 0, de inmediato se concluye que as = ag = a;; = - = 0.
Para la sucesion a, as, ag, ao, ... S€ hace n = 1,4,7,10, ... en la relacién de recurrencia:
Qo as Qo e Qo
az3 = ——= = = =

2.3 %7567 2356 *T89 2.3.56-89"

Para esta sucesion de coeficientes es conveniente escribir una formula para as;,,n = 1,2, 3, ...
Los resultados anteriores sugieren la formula general

semejante a funciones trigonométricas, y para x positiva son monétonas, semejante a funciones hiperbdlicas. ;Puede
explicar por qué es razonable esperar ese comportamiento?



A3n = 2:3:5:6+(3n—4)(3n—3)(3n—1)(3n)’

n=12,..

Para la sucesion a4, a4, a;, a4q,..., Se hacen = 2,5,8,11, ... en la relacion de recurrencia:
aq Qg a, a a,

34 Y767 3467 MT9.10 3-46-7-9-10""

De la misma manera que antes, se encuentra que

ay

- %o ~1,2,3
T34 6-7-3n-3)Bn-2)Bn+ 1’ o
La solucién general de la ecuacion de Airy es
x3 x6 x3n
= 1
Y=ttt 3 56t 23 G DG l
x4 x7 x3n+1
tay |x+—+ +oee T
allx 34 3467 3-4 - @m)Gn+ 1) l

Intl

x+2413-4 - (3m)(3n+ 1)]‘ (17)

i xﬂn
1
+Zz-3 -+ (3n—1)(3n) T

Una vez que se han obtenido estas dos soluciones en serie ahora se puede investigar su
convergencia. Debido al rapido crecimiento de los denominadores de los términos de las
series (17), podria esperarse que estas series tengan un radio grande de convergencia. En
efecto, es facil aplicar la prueba de la raz6n para demostrar que estas dos series convergen
para toda x; ver el problema 20.

Si, por el momento, se supone que las series convergen para toda x, sean y; y y, las funciones
definidas por las expresiones entre los primeros y segundos corchetes, respectivamente, de
la ecuacion (17). Entonces, al elegir primero a, =1, a; =0 y luego a, =0, a; =1, se
deduce que y, y y, son por separado soluciones de (12). Anotese que y, satisface las
condiciones iniciales y,(0) =1,y,(0) =0 y que y, satisface las condiciones iniciales
y2(0) = 1,y,(0) = 0. Por tanto, W(y,,y,)(0) = 1 # 0 y, como consecuencia, y; Y y, son
linealmente independientes. De donde, la solucion general de la ecuacion de Airy es

Yy = aogy.(x) + a;y,(x), —0 < x < 00,

En las figuras 4.1.3 y 4.1.4, respectivamente, se muestran las graficas de las soluciones y; y
y, de la ecuacion de Airy, asi como las gréficas de varias sumas parciales de las dos series
de la ecuacion (17). Observe que tanto y; como y, son monotonas para x > 0 y oscilatorias
para x < 0. También, con base en las figuras, es posible ver que las oscilaciones no son
uniformes, sino que decaen en amplitud y crecen en frecuencia a medida que aumenta la



distancia al origen. Como contraste con el ejemplo 1, las soluciones y; y y, de la ecuacion
de Airy no son funciones elementales que el lector ya haya encontrado en el calculo. Sin
embargo, debido a su importancia en algunas aplicaciones fisicas, estas funciones se han
estudiado estupendamente y sus propiedades son bien conocidas para los matematicos y los
cientificos aplicados.
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Figura 4.1.3 Aproximaciones polinomiales para la solucién y; (x ) de la ecuacién de Airy. El valor de n es el grado del
polinomio de aproximacion.
Fuente: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. Cuarta edicion. Pdg. 255.
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Figura 4.1.4 Aproximaciones polinomiales para la solucion y,(x ) de la ecuacidn de Airy. El valor de n es el grado del
polinomio de aproximacion.
Fuente: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. Cuarta edicién. Pdg. 255.




Problemas mmmsss N

En cada uno de los problemas 1 a 8, resuelva la ecuacion diferencial dada por medio de una
serie de potencias alrededor de un punto dado x,. Halle la relacion de recurrencia; encuentre
también los cuatro primeros términos de cada una de dos soluciones linealmente
independientes (a menos que la serie termine antes). Si es posible, encuentre el término
general de cada solucion.

1. y"—=y=0, x=0
Yy =xy'—y=0 x,=0
y'=xy'—y=0 x=1
y" +k?*x?y =0, x,=0, kunaconstante
1-x)y"+y=0, x,=0
Q+x2)y" —xy'+4y=0, x,=0
y'+xy'+2y=0, x,=0

8 xy"+y' +xy=0, x,=1
En cada uno de los problemas 9 a 11 encuentre los cuatro primeros términos diferentes de
cero de la solucion del problema con valor inicial dado.

9. y'=xy'—y=0, y(0)=2 y(0)=1

10. 2+ x¥)y" —xy'+4y =0, y(0)=-1, y'(0)=3;

11.y"+xy"+2y =0, y0)=4, y'(0)=-1;

— B e —

No abkowd

4.2 Soluciones en serie cerca de un punto ordinario parte
En la seccién anterior se consider6 el problema de encontrar soluciones de
P(x)y" + Q(x)y' + R(x)y = 0, 1)

En donde P, Q y R son polinomios, en la vecindad de un punto ordinario x,. Si se supone
que la ecuacion (1) tiene una solucién y = ¢(x) y que ¢ tiene una serie de Taylor

y=d(= 3 afx—xo @



Que converge para |x — xo| <p, p > 0, se encuentra que la a, puede determinarse el
sustituir directamente por la serie (2) y en la ecuacion (1).

Supdngase entonces que existe una solucion de la ecuacion (1), de la forma (2). Al derivar
(2) m veces e igualar x a x,, se concluye que

m!a, = ¢(m) (%0)-

De donde, para calcular la a,, de la serie (2) es necesario demostrar que es posible determinar
¢ (x,) paran = 0,1, 2,...a partir de la ecuacion diferencial (1).

Para determinar ¢ ™ (x,) y la a,, correspondiente, paraa,, = 2,3, ..., se regresaa la ecuacion
(1). Dado que ¢ es una solucion de (1), se tiene

P(x)¢"(x) + Q(x)¢'(x) + R(x)¢p(x) = 0

Para el intervalo alrededor de x, para el que P no se anula es posible escribir esta ecuacion
en la forma

¢"(x) = —p(x)¢'(x) — q(x)¢(x) (3)
Endonde p(x) = Q(x)/P(x) y q(x) = R(x)/P(x). Siseiguala x a x, en la ecuacion (3) da
P (xq) = —p(x0)d'(xq) — q(x0)P(x,)
De donde, a, queda expresada por

2lay = ¢"(xo) = —p(xg)a, — g(xo)ag (4)

Para determinar a5 se deriva la ecuacion (3) y, a continuacion x se iguala a x,, con lo que se
obtiene

3lay = ¢"(xo) = —[pd" + (' + Q)" + 4] _
= —2lp(xpla;, — [pP'(x0) + glxo)]a; — q'(xp)ap. )

Si se sustituye a, por su expresion dada en la ecuacion (4) se obtiene a; en términos de a, y
ao,. Como P, Q y R son polinomios y P(x,) # 0, todas las derivadas de p y g existen en x,.



Lo que se necesita es suponer que las funciones p y g son analiticas en x,; es decir, que tienen
desarrollos en serie de Taylor que convergen a ellas en algun intervalo alrededor del punto
Xo-

pX)=po +pix = Xo) + -+ plx — xp)" +- 7+ = Z px —x,), (6
n=0

gulx — xo)". (7

[~1&

Q(sz'f-?[}+q1{x—x0]+"'+qﬂ[x__x0)“+..,:

M

0

Con esta idea en mente puede generalizarse la definicion de punto ordinario y de punto
singular de la ecuacion (1) como sigue: si las funcionesp = Q/Py q = R/P son analiticas
en x,, entonces se dice que el punto x, es un punto ordinario de la ecuacion diferencial (1);
de lo contrario, es un punto singular. (1)

Teorema 4.2.1

Si x, es un punto ordinario de la ecuacion diferencial (1)

P(x)y" + Q(x)y' + R(x)y =0

Es decir, sip = QP y g = R/P son analiticas en x,. entonces la solucion general de la
ecuacion (1) es

y =) an(x = %)" = agni(x) + ara() ®)

n=0

En donde a, y a; son arbitrarias y y; Yy y,, son soluciones en serie linealmente
independientes, analiticas en x,. Ademas el radio de convergencia de cada una de las
soluciones en serie y; y y, s por lo menos tan grande como el minimo de los radios de
convergencia de las series para p y g. Los coeficientes de las soluciones en serie se
determinan al sustituir por la serie (2) y en la ecuacion (1).



Ejemp|o ] Y |

¢Cual es el radio de convergencia de la serie de Taylor de (1 + x?)~! alrededor de x = 0?
Una manera de proceder es hallar la serie de Taylor en cuestion, a saber,

1

]+x1=l—x"+x*—x"+-~+[-1]“x2“+---.

Entonces es posible verificar por la prueba de la razén que p = 1. Otro enfoque es observar
que los ceros de 1 + x? son x = +i. Dado que la distancia de 0 ai 0o a — i en el plano
complejo es uno el radio de convergencia de la serie de potencias alrededor de x = 0 es
uno.

——— e |

Ejemplo 2—|

¢Cudl es el radio de convergencia de la serie de Taylor para (x? — 2x + 2)~* alrededor de
x = 07? .Y alrededor de x = 1?
En primer lugar, nétese que

X2 =2x+2=0

Tiene las soluciones x =1 +i. Ladistanciade x =0ax =1+i0x =1—ienel plano
complejo es +/2; de donde, el radio de convergencia del desarrollo en serie de Taylor

>, a,x™ alrededor de x = 0 es V2.
Ladistanciade x =1ax=14+i0x =1—1ies1; portanto, el radio de convergencia del
desarrollo Yo b, (x — 1)™ alrededor de x = 1 es 1.

e ——————— ———————————

Ejemplo 3f—|

Determinar una cota inferior para el radio de convergencia de las soluciones en serie de la
ecuacion diferencial

(1+x*)y"+2xy' +4x%y =0 9)

Alrededor del punto x = 0; alrededor del punto x = — %



Una vez mas, P, Q y R son polinomios y los ceros de P estan en x=zi. La distancia en el

plano complejode Oa+ieslyde —%a ties |1 +i = +/5/2 . De donde, en el primer caso
la serie ),_,a,x™ converge por lo menos para |x| <1, y en el segundo la serie

n
Y=o bn (x + %) converge por lo menos para |x + %| <+/5/2.

Problemas s L —

nr

En cada uno de los problemas 1 a 4, determine ¢’ (x,), ¢"" (xo) Y ¢*V (x,) parael punto x,
dado si y = ¢(x) es una solucion del problema con valor inicial que se da.

L y"+xy'+y=0, y0)=1 y'(0)=0

2. y'+ (senx)y' + (cosx)y=0; y(0)=0, y'(0)=1

3. x%y"+(1+x)y +3(nx)y=0; y(1)=2, y'(1)=0

4. y" +x%y' + (senx)y =0; y(0) =a, y'(0)=a,
En cada uno de los problemas 5 a 8, determinen una cota inferior para el radio de
convergencia de las soluciones serie alrededor de cada punto que se da, x, para la ecuacion
diferencial dada.

5 y" +4y"+ 6xy = 0; Xo=0, x9=4

6. (x2—2x—3)y" " +xy'+4y=0; xo=4, x9=-4 x=0

7. A+x3)y" " +4xy' +y=0; x,=0 x5=2

8. xy"+y=0;, x=1

—_— B




Ejercicios propuestos para el tercer quiz.

Halle la solucién de la ecuacién diferencial dada.
a. y'—2y' —3y=3e*
b. y"+2y' +y=2e7*

. Aplique el método de variacion de parametros para encontrar una solucion particular
de la ecuacion diferencial dada. A continuacion, compruebe la respuesta mediante la
aplicacion del método de los coeficientes indeterminados.

13.4y" — 4y' + y = 16e*/?

14. y" —y' =2y = 27

Exprese el nimero complejo dado en la forma

R(cos 6 + i sen 6) — Re®®

Observe que ei(?+2mm) — o0 sj m es un entero.

17./3 —i

18. -1 ++/3i
Determine una forma adecuada para y(x), si ha de aplicarse el método de los
coeficientes indeterminados. No evalué las constantes.

yV—2y" +y=e*+senx

. Aplique el método de parametros para determinar una solucion particular de la
ecuacion diferencial dada.

9. y""+y'—tanx, 0<x<m/2

10.y" —y' =x



Semana 14



Temas

= Definicion de la transformada de Laplace.

= Solucién de problemas con valor inicial.
Objetivos

= Conocer y entender los conceptos basicos de la transformada de Laplace.

= Estudiar las soluciones de problemas con valor inicial.

Actividades

= Socializar los conceptos de la transformada de Laplace.
= Solucion de problemas de la transformada de la place con valor inicial.
= Taller nimero 3, sobre los temas de las semanas 13 y 14. El estudiante contara

con 1 hora para resolver los ejercicios propuestos por el profesor.
Recursos

» Videos

1. Titulo: Solucion de una ecuacién diferencial usando la transformada de Laplace
parte 1
Descripcion: Aplicacion de la transformada de Laplace: Método general para
resolver una ecuacion diferencial con valores iniciales mediante el uso de la
transformada de Laplace.

Link: https://www.youtube.com/watch?v=BbngJZICojM



https://www.youtube.com/watch?v=BbnqJZICojM

> PDF
1. Titulo: capitulo-7.pdf
Descripcion: Definicidn de la transformada de Laplace. Pag. 2 - 11.

Link: https://deymerqg.files.wordpress.com/2011/07/capitulo-7.pdf

> Libros

1. Titulo: Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera, 4ta
edicion.
Autor: William E. Boyce; Richard C. DiPrima
Descripcion: Conceptos basicos, ejercicios resueltos y problemas sobre la
transformada de Laplace. Paginas 309 - 327.

2. Titulo: Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado.
Descripcion: Teoria preliminar de la transformada de Laplace. Paginas 296 —
354.

Autor: Dennis G. Zill.


https://deymerg.files.wordpress.com/2011/07/capitulo-7.pdf

Unidad 5
LA TRANSFORMADA DE
LAPLACE.

Introduccion

Muchos problemas practicos en la ingenieria comprenden sistemas mecénicos o eléctricos
que reciben la accion de términos de fuerza discontinuos o de impulso. Otro método que se
adapta especialmente bien a estos problemas, aungue su utilidad es mucho mas general, se
basa en la transformada de Laplace. En este capitulo se describe como se aplica este
importante método, haciendo resaltar los problemas comunes que surgen en las aplicaciones
de ingenieria.



5.1 Definiciéon de la transformada de Laplace

Entre los instrumentos que resultan muy (tiles al resolver ecuaciones diferenciales lineales
se encuentran las transformadas integrales. Una transformada integral es una relacion de
la forma

[
F(s) = f K(s, t)f(t) dt 1)

En donde una funcion dada f se transforma en otra funcion F por medio de una integral. Se
dice que la funcion F es la transformada de f y la funcion K se llama kernel (nucleo en
aleman) de la transformacion. La idea general es aplicar la relacién (1) a fin de transformar
un problema para f en un problema mas sencillo para F, resolver este problema mas simple
y luego recuperar la funcion deseada f a partir de su transformada F. Al hacer una eleccion
apropiada del kernel K y de los limites de integracion a y 8, a menudo es posible simplificar
de manera sustancial un problema que incluya una ecuacion diferencial lineal. Varias
transformaciones integrales se aplican con amplitud, y cada una es adecuada para resolver
ciertos tipos de problemas.

En este capitulo se analizan las propiedades y algunas de las aplicaciones de la transformada
de Laplace. Esta transformada se define como sigue: sea f(t) dada para i > 0 y supdngase
que f satisface ciertas condiciones que se dan un poco después; entonces, la transformada de
Laplace de f, que se denotara par

LU0} =Fe) = [ e f@) de 2)

En esta transformada se usa el kernel K(s,t) = et y, por consiguiente, se asocia de modo
natural a las ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes. La transformada
de Laplace es particularmente valiosa en analisis de circuitos, en donde son comunes
términos de fuerza discontinuos o de impulso, pero también es importante en otras
aplicaciones.

En virtud de que la transformada de Laplace se define ante una integral sobre el intervalo de
cero al infinito, sera de utilidad repasar primero algunos hechos basicos sobre esas integrales.
En primer lugar, una integral sobre un intervalo no acotado se llama integral impropiay se
define como un limite de integrales sobre intervalos finitos; por tanto,

[ rwyde=1m [*fyar 3)

A=

En donde A es un numero real positivo (1).



Eiemplo 1.

Sea f(t) = e, t =0, endonde c es una constante real diferente de cero; entonces,

00 A ect 1
f e‘tdt = lim | e‘dt=1lim—|_ = lim—(e“1-1).
0 A~ ¢ 10 c

A—>0o0 0 A—>o0

Se concluye que la integral impropia converge si ¢ < 0y diverge si ¢ > 0. Si ¢ = 0, entonces
el integrando es la unidad y una vez mas la integral diverge.

——— e |

Ejemp|0 2—]

Sea f(t) = 1/t,i = 1, entonces

t A—oo A-

*dt (4dt
f — = lim — = lim In A.
1 1

Como lim,_,,1n A = oo, la integral impropia diverge

e ——————————————————— 1

Teorema 5.1.1

Si f es seccionalmente continua para t > a,si {f(t)} < g(t) cuando t > M para alguna
constante positiva M y si [ ; g(t)dt converge, entonces fa°° f(t)dt también converge. Por
otra parte, si f(t) = g(t) =>0parat =My si f; g(t)dt diverge, entonces famf(t)dt
también diverge.




Teorema 5.1.2
Supdngase que
1. f es seccionalmente continua sobre el intervalo 0 <t < A para cualquier A
positiva.
2. {f(t)} < Ke* cuando t > M. En esta desigualdad, K, a y M son constantes reales,
K y M son necesariamente positivas.
Entonces la transformada de Laplace

L)y = F(s)

Definida en la ecuacion (2), existe para s > a.

Ejemplo 3-|-—1

Sea f(t) = 1,t = 0; entonces

L1} = J?e“'dt=§, s> 0,

]

Ejemp|0 4—|

Sea f(t) = e®, t = 0; entonces,

s —

Fle"} = f; e Yot dt = J; L

1
= \ 5> ad.
S—a

e ——————————————————— 1



Ejemplo 5.

Sea f(t) = sen at, t = 0; entonces
F{senat} = F(s) = f: e *senat dt, s > 0.
Dado que

] A
F(s) = lim e " senat dt,
A—+m 0

Después de integrar por partes se obtiene

s at
F(s) = lim [-Lﬂi‘i

A—=w d

A g (4
— - J e ™ cos at dt]
0 a lo

1 s |™=
=—-—- e * cos at dt.
a aj,

Entonces una segunda integracion por partes de

1 Sl o )
Fis)=-—— e ¥ senat dt

a a° |,

1 s?

=——— Fls)
a a
De donde, al despejar F(s) se tiene
F{s}=31+ﬂ2, s > 0.

]



Problemas mmmss T —

En cada uno de los problemas 1 a 3, trace la grafica de la funcion dada. En cada caso,
determinar si f es continua, seccionalmente continua o ninguna de las dos cosas, sobre el
intervalo 0 <t < 3.
t?, 0<t<1
1. f(t)={2+t, 1<t<?2
6—t 2<t<3

t?, 0<t<1
2. fO=4(t—-1)?3 1<t<?2
1, 2<t<3

t?, 0<t<1
3. f(t) =11, 1<t<?2
3—t, 2<t<3

4. Encuentre la transformada de Laplace de cada una de las siguientes funciones
a) t
b) t2
c) t"
En donde n es un entero positivo.
5. Encuentre la transformada de Laplace de f(t) = cos at en donde a es una constante
real.
Recuerde que cosh bt = (e?t + e Pt) /2 y senh bt = (e?t — e~P%)/2.
En cada uno de los problemas 6 a 9, halle la transformada de Laplace de la funcién dada; a'y
b son constantes reales.
6. coshbht
7. senh bt
8. e®coshht
9. e®'senhbt
En cada uno de los problemas 10 a 13, determine si la integral dada converge o diverge.

10. [°(t? + 1)~1dt
11. ["tetdt

12. [7t 2etdt

13. fooo e tcostdt

—_— —




5.2 Solucion de problemas con valor inicial

En esta seccion se muestra como se puede aplicar la transformada de Laplace para resolver
problemas con valor inicial para ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes
constantes. La utilidad de la transformada de Laplace a este respecto radica principalmente
en el hecho de que la transformada de f esta relacionada de una manera sencilla con la
transformada de f. La relacion se expresa en el siguiente teorema. (1)

Teorema 5.2.1

Supdngase que f es continua y que f” es seccionalmente continua sobre cualquier intervalo
0 <t < A. Supdngase ademas que existen las constantes K, a y M tales que {f(t) < Ke%*
parat > M. Entonces, L{f'(t)} existe para s > a y ademas

LI (O} = sL{f ()} = f(0).

Para probar este teorema, se considerara la siguiente integral

A
J e StF'(t)dt
0

Si tq, t,,..., t, denotan los puntos en el intervalo 0 < t < A en donde f’ es discontinua, se
obtiene

A

e St (t)dt + -+ +f e Stf'(t)dt

1 tn

ty

]OAe‘Stf’(t)dt = jotle‘“f’(t)dt+Jt

Si se integra por partes cada término de la derecha se obtiene

t, t A
+ e Stf(t

0 o t t

A
[[er@ar= et

24 teStf(D)
0 1

n
A

+S U 1e‘s‘ff’(t)dt+f 2e‘s‘ff’(t)dt+---+f e‘“f’(t)dtl
0

ty tah

Dado que f es continua, se cancelan las contribuciones de los términos integrados en
ti,ty, ..., t,. Al combinar las integrales da



A A
f e=SUF (£)dt = e=Af(A) — F(0) + 5 f e~ /(1) dt
0 0

Cuando A — o0, e 5t f(A) — 0 siempre que s > a. De donde, paras > a

L)} = sZ{f()} — f(0), 1
Con lo que se establece el teorema.

Si f'y f" satisfacen las mismas condiciones impuestas sobre f y f’, respectivamente,
entonces se concluye que la transformada de Laplace de f'' también existe paras > a y se
expresa por

L0} = SSL{f)} — s/ (0) — f(0). @

Corolario

Supongase que las funciones f, f, ..., f ™~ son continuas, y que £ es seccionalmente
continua sobre cualquier intervalo 0 <t < A. SupoOngase ademdas que existen las
constantes K ,a y M tales que {f(t)} < Ke®, {f'(t)} < Ke%, .., {f®V(t)} < Ke**
parat > M.

Entonces L{f ™ (t)} existe para s > a y se expresa por

L{f™©} = "L = s (0) = = sF D) — fD(0)

1)

A continuacion se muestra como es posible aplicar la transformada de Laplace para resolver
problemas con valor inicial. En primer lugar considérese la ecuacion diferencial

y'=y =2y=0 ©)
Y las condiciones iniciales

y(0)=1, y'(0)=o0. (4)

Este problema simple se resuelve con facilidad. La ecuacion caracteristica es



rP—r—2=(r—-2)(r+1)=0 (5)
Y, como consecuencia, la solucion general de (3) es
v=ce t+ce* (6)

Para satisfacer las condiciones iniciales (4) es necesario tenerc; + ¢, =1y —c; + 2¢, = 0;
de donde, ¢; = 2/3 y ¢, = 1/3, de modo que la solucion del problema con valor inicial (3)

y (4) es
y=p(®) = 2ot + e )

Ahora se resolvera el problema dado por medio de la transformada de Laplace. Para hacerlo,
se debe suponer que el problema tiene una solucion y = ¢(t). Entonces, si se toma la
transformada de Laplace de la ecuacion diferencial (3), se obtiene

Ly —2{yy=-22{y} =0 (8)
En donde se aplicd la linealidad de la transformada para escribir la transformada de una suma

como la suma de las transformadas por separado. Después de aplicar el corolario para
expresar L{y"'} y L{y'} en términos de L{y}}, se encuentra que la ecuacion (8) toma la forma

s2L{y} — sy(0) — y'(0) — [sL{y} — y(0)] — 2L{y} =0
O bien,
(s* —s—2)Y(s) + (1 — s)p(0) — y'(0) = 0, 9)

Endonde Y (s) = L{y}. Si se sustituyen y(0) y'(0) de la ecuacion (9) para sus valores dados
en las condiciones iniciales (4) y, a continuacion, se despeja Y (s), se obtiene

_ s5—1 _ s—1 10
Y(S)_sz—s—z_(s—z:][s-l-lj (0

Por tanto, se ha obtenido una expresion para la transformada de Laplace Y (s) de la solucion
y = ¢(t) del problema con valor inicial dado.

Se puede hacer esto con mayor facilidad al desarrollar en fracciones parciales el segundo
miembro de (11). De este modo, se escribe



s—1 a b a(s + _l) +__b{s —2)

Entonces, si se igualan los numeradores de los miembros segundo y cuarto de (11) se obtiene
s—=1=a(s+1)+b(s—2),

Ecuacion que debe cumplirse para toda s. En particular, si se hace s = 2, entonces se deduce
que a = 1/3. De manera semejante, si se hace s = —1, entonces se encuentra que b = 2/3.
Al sustituir estos valores de a y b, respectivamente, se tiene

1/3  2/3

O e (12)

- 1 . 1 _ . 2 _
Por tltimo, se concluye que geZt tiene la transformada - (s — 2) 1. de modo semejante, Se t

tiene la transformada % (s+1)71.
De donde, por la linealidad de la transformada de Laplace,

1 2
— — 2t 4 2 -t
y = ¢(t) 38 +3€

Tiene la transformada (12). Por supuesto, esta es la misma solucién que se obtuvo antes de
diferente manera.



Tabla 5.2.1 Algunas transformadas elementales de Laplace (1)
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[ = Z£7{F(s)}

Fs) = Z{f(0}

2 E,ﬂ't

3. 1", n = entero positivo

4 ", p> —1

5. sen at

6. cos at

7. senh at

8. cosh ar

9. ¢"senbht

10, & cos bt

1% También existen tablas més grandes.

1
- s>0
s
1
, s>a
s—a
n!
snt1’ s>0
Np+ 1)
prryu s=0
a
Fra 70
s
s? 4+ a®’ $>0
a 1
I _ g s > |al
s
a7 >l
b =
——, S a
(s —a)* + b?
s d > a
.5
(s —a) + b?



Ejemplo 1. [— "

Encontrar la solucion de la ecuacion diferencial
y'+y=sen2t (13)
Que satisfaga las condiciones iniciales
y(0)=2, y'(0)=1 (14)
Se supone que este problema con valor inicial tiene una solucion y = ¢(t) que con sus dos
primeras derivadas satisface las condiciones del corolario del teorema 5.2.1. Entonces, si se
toma la transformada de Laplace de la ecuacion diferencial, se tiene

s?Y(s) —sy(0) —y'(0) + Y (s) = 2/(s* + 4)

En donde se obtuvo la transformada de sen 2t del renglén 5 de la tabla 5.2.1. Al sustituir
y(0) y'(0) por sus valores dados en las condiciones iniciales y despejar Y (s), se obtiene

25" +s5°+8s+6 (15)

Y(s) = (52 + 1)(s2 + 4)

Si se aplican fracciones parciales, es posible escribir Y(s) en la forma

as+b es+d (as+b)(s*+4)+ (cs+d)(s* +1)
s2+1  s2+4 (s2 + 1)(s2 +4) (16)

Y(s) =

Al desarrollar el numerador del segundo miembro de la ecuacion (16) e igualarlo al
numerador de la (15) se encuentra que

2s3+s2+8s*—6=(a+0c)s®+ (b+d)s*+ (4a+c)s+ (4b* — d)
Para toda s. Entonces, si se comparan los coeficientes de potencias iguales de s, se tiene
a+c=2, b+d=1,

4a+c =38, 4b +d = 6.



. 5 2
Como consecuencia, a = 2,¢ = 0,b = 3y d=— > de lo cual se deduce que

2z 5/3 2/3 17
Y(s) =— — ,.f — ,,f . (17)
54+1 s5<+1 5544

Con base en los renglones 5 y 6 de la tabla 5.2.1, la solucién del problema con valor inicial
dado es

5 1
v =¢(t) =2c05t—|—§ Sent—gsenzt. (18)
— - - ]

Ejemplo 2r—|

Encontrar la solucion del problema con valor inicial
vV —y =0 (19)
Que satisfaga las condiciones iniciales
y(0)=o0, y(@=1 y"(@=0  y"(0)=0 (20)
En este problema es necesario suponer que la solucion y = ¢(t) satisface las condiciones

del corolario del teorema 5.2.1, para n = 4. La transformada de Laplace de la ecuacion
diferencial (19) es

s*Y(s) — s*y(0) —s2y'(0) —sy"(0) =y (0) — 7(s) = 0.
En consecuencia, si se aplican las condiciones iniciales (20) y se despeja Y (s), se tiene

-
&

Y(s) = (21)

st—1

El desarrollo en fracciones parciales de Y (s) es

v _as+b+cs+d
(S)_Sz—l s24+1




Y se concluye que
(as +b)(s*+ 1)+ (es+d)(s?— 1) =57 (22)

Para toda s. Al hacer s = 1y s = —1, respectivamente, en la ecuacion (22), se obtienen el
par de ecuaciones
2(a+b) =1, 2(=a+b)=1,

Y,porlotanto,a =0y b = % Si en la ecuacion (22) se hace s = 0, entonces b — d = 0, de

modo que d = % por ultimo, al igualar los coeficientes de los términos cuadraticos de cada
miembro de la ecuacion (22), se encuentra que a + ¢ = 0, de modo que ¢ = 0. Por tanto,

1/2 1/2

¥ =
(Ej 52 -1 +52 _|_ 1 (23)

Y de los renglones 4 y 5 de la tabla 5.2.1, la solucion del problema con valor inicial (19),
(20) es

senh t+sent

y=¢(t) = > (24)
[—]
1)

Problemas s -

En cada uno de los problemas 1 a 5 encuentre la transformada inversa de Laplace de la

funcién dada.
3

" s244

4
(s—1)3

2
s2+43s5—4

25+2
§2425+5




8s%—4s+12
s(s2+4)

En cada uno de los problemas 6 a 10 aplique la transformada de Laplace para resolver el
problema con valor inicial dado.
6. y'+3y'+2y=0; y0)=1, y'(0)=0
7. y"'=2y'"+2y=0; y(0)=0 y(0)=1
8. y'"+2y'+5y=0;, y(0)=2, v'(0)=-1
9. yV—4y" +6y" —4y' +y=0; y(0) =0, y'(0) =1, y"(0) =0, y"'(0) =1
10.y" —y =0, y(0)=1, y'(0)=0, y"(0) =1, y"(0) =0

b S




Ejercicios propuestos para el tercer taller.

Resuelva la ecuacion diferencial dada por medio de una serie de potencias alrededor
de un punto dado x,. Halle la relacion de recurrencia; encuentre también los cuatro
primeros términos de cada una de dos soluciones linealmente independientes (a
menos que la serie termine antes). Si es posible, encuentre el término general de cada
solucion.

a. y'—xy'—y=0 x,=0

b. y"—xy'—y=0, x,=1

Determine ¢ (xo), ¢"" (xo) Y ¢!V (x,) para el punto x, dado si y = ¢(x) es una
solucion del problema con valor inicial que se da.

a. yV'+xy'+y=0; y0)=1, y'(0)=0

b. y'+ (senx)y'+ (cosx)y=0; y(0)=0, y'(0)=1

Encuentre la transformada de Laplace de cada una de las siguientes funciones

a. t

b. t?

c. t"

En donde n es un entero positivo.

Encuentre la transformada inversa de Laplace de la funcién dada.
3

T 5244

4
©(s-1)3

2
" s243s5-4

. Aplique la transformada de Laplace para resolver el problema con valor inicial dado.
a. y'+3y"+2y=0;, y(0)=1, y'(0)=0
b. y"+2y"+5y=0; y0)=2, y'(0)=-1



Semana 15



Actividades

= Examen parcial numero 3, sobre los temas de las semanas 11 a 14. El estudiante

deberé resolver los ejercicios propuestos por el profesor.



Ejercicios propuestos para el tercer parcial.

Determine una forma adecuada para Y(x) si ha de aplicarse el método de los
coeficientes indeterminados. No evalué las constantes.

a. y"'+3y =2x*+ x%e 3% + sen 3x

b. y"+y=x(1+senx)

Compruebe que las funciones dadas y, y y, satisfacen la ecuacion homogénea
correspondiente; entonces encuentre una solucién particular de la ecuacion no
homogénea dada.

a x%y"—2y=3x2—-1, x>0; y,(x)=x% y,(x)=x"
b. xy" —(1+x)y' +y=x%%*, x>0, y,(x)=1,  y,(x) =e*

1

Compruebe que las funciones dadas son soluciones de la ecuacion diferencial y
determine su wronskiano.

a y'"+y =0; 1, cosx, senx

b. yV+2y"+y"=0;, 1, x, e* xe*

Determine una forma adecuada para y(x), si ha de aplicarse el método de los
coeficientes indeterminados. No evalué las constantes.

a. y" —=2y"+y =x3+2e*

b. y" —y' =xe™*+2cosx

c. yYW—-2y"+y=e*+senx

Determine una cota inferior para el radio de convergencia de las soluciones serie
alrededor de cada punto que se da, x, para la ecuacion diferencial dada.

a. y'+4y' +6xy=0; X0=0, xy=4

b. (x2—2x—3)y" +xy ' +4y=0; xo=4, xo=-4 x,=0

Halle la transformada de Laplace de la funcidn dada; a y b son constantes reales.

a. e®‘coshbht

b. e®tsenh bt

. Aplique la transformada de Laplace para resolver el problema con valor inicial dado.
a y’-y=0, y(00=1y(0)=0, y'(0)=1, y"(0)=0

b. y¥-y=0, y(0=1y'(0)=0, y"(0) =1, y"(0)=0



Conclusiones.

La monografia de ecuaciones diferenciales elaborada es importante en el
fortalecimiento del proceso de aprendizaje de los estudiantes de ecuaciones
diferenciales, haciendo énfasis en el dominio de lo basico y medio del contenido que

de esta area, logrando con esto mejorar la comprension de los temas tratados.

El modulo se dividido por unidades y estas en capitulos referentes al area de
ecuaciones diferenciales construidos con el fin de afianzar los conocimientos del
estudiante e incentivar el dominio en esta area, ya que con este material los
estudiantes pueden adquirir nuevos conocimientos debido a que el modulo posee
ejercicios resueltos y problemas propuestos al final de cada capitulo, con el fin de
que los estudiantes puedan autoevaluarse, para asi potenciar su nivel de
aprendizaje en el area de ecuaciones diferenciales.

Por eso concluimos que el desarrollo de la monografia de ecuaciones diferenciales es un
recurso de gran importancia dentro del marco académico ya que permite subsanar y

contrarrestar deficiencias en dicha area de la facultad de ingenieria de sistemas.
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