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Resumen

En el presente trabajo hacemos uso del dnalisis de Fourier en T" para entender la de-
finicién de los espacios de Gevrey periddicos, y mostramos algunas de las propiedades
mas importante que tienen estos espacios. También probamos ciertas propiedades de
las funciones periddicas de prueba, de las distribuciones periddicas y de la transfor-
mada de Fourier periddica.

Palabras claves: Funciones peridédicas de prueba, distribuciones peridédicas, espacios

de Gevrey periodicos.
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Abstract

In this work, Fourier analysis on T" is used to understand the definition of periodic
Gevrey spaces, and we show some of the most important properties that these spa-
ces have. We also prove certain properties of the periodic functions of proof, of the
periodic distributions and of the transform of periodic Fourier.

Keywords: Periodic test functions, periodic distributions, periodic Gevrey spaces.



Agradecimientos

Quiero agradecer primeramente a Dios por ser mi guia durante toda mi carrera, por
los buenos y malos momentos en los cuales con su infinita misericordia me mostraba
el sendero para continuar, a mis padres Ilse Cantero y Frey Guevara y mis hermanos
Miguel Angel y Miguel José, pues ellos han sido la motivacién para alcanzar este
suenio, a mis compaineros de estudio, especialmente a mis amigos y colegas Luisa,
Mary, Kely, Jean y Reinel, por la amistad brindada a lo largo de estos anos y sacar
cada dia en mi rostro una sonrisa, a la Universidad de Cérdoba por brindarme una
formacién académica de calidad, a mi asesor Carlos Alberto Banquet Brango por todo
su valioso tiempo, comentarios y sugerencias que me ayudaron en todo el desarrollo
de este trabajo, a los docentes del Departamento de Matematicas y Estadistica, por
haberme mostrado cuanta belleza hay en las matematicas.

Monteria, Colombia Elsy Margarita Guevara Cantero

Febrero de 2022

)



Indice general

T Taccidnl

T Prelimi l

[1.1. Conceptos de algebraf . . . . . . . . ... ... ... .. ... .....

[1.4. Espacios de Hilbert| . . . . . . . ... ... ... ... ..

B Coehic Ic Fouried

2.1. Coeficientes de Fourier] . . . . . . . . . . . . . .. ...

[2.2. Nucleos de Dirichlet v Fejér| . . . . .. .. ... ... ... ... ...

[2.3. Sumas parciales e inversion de Fourier| . . . . .. ... .00

[3. Funciones periodicas de pruebal

[3.1. Funciones periodicas de pruebal . . . . . . . ... .. ...

[3.2.  Distribuciones periodicas| . . . . . . . . . ...

[4. Espacios de Gevrey periodicos|

[4.1. Definicion y propiedades| . . . . . . . . ... ...

VI8

v

1T

N ot w NN

11
11
15
22

28
28
42

50



Vit

54



Tabla de Notaciones

(zrufo})
Fy(x)
Dn(x)

Z

ST

>

Sz

Hp,, ([=m,])

per
s

Cper

{f: [x|fIPdu < oo} espacios de las funciones medibles
Espacio pu-medible X

Algebra de Banach

Norma compleja o valor absoluto

Norma sobre el espacio vectorial X

La transformada de Fourier de la funciéon f

La convoluciéon de fy g

Conjugado de f

Conjunto de los multi-indices

Ntcleo de Fejér

Nicleo de Dirichlet

Espacio de las funciones peridédicas de prueba

Espacio de las sucesiones complejas rapidamente decrecientes
Espacio de las distribuciones periédicas

Espacio de las sucesiones complejas con crecimiento polinémico
Espacio de Sobolev periédico de orden s

Norma en H. ([—,])

Espacio de funciones periddicas.

i



Introduccion

El analisis de Fourier es de gran importancia en las matematicas, se encarga del es-
tudio de las series e integrales de Fourier. En esta monografia el interés se centra
en las funciones periddicas, para ello estudiamos el toro T", las funciones peridédicas
de prueba y las distribuciones periédicas. Ademads, se hace uso de los coeficientes de
Fourier a lo largo de este trabajo para entender la definicion de los espacios de Gevrey
periddicos. Estos espacios fuerén creados por el matematico Frances Maurice-Joseph
Gevrey, y aparecierén por primera vez en la obra de Foias y Teman en la ecuacién de
Navier-Stokes donde se utilizarén para buscar una solucién a dicha ecuacién, dando

a conocer en 1918 lo que hoy en dia se llama clases de Gevrey G%*(RY).

En el primer Capitulo, se enuncian definiciones y teoremas que resultan ser necesarios
en el desarrollo de este trabajo. En el Capitulo 2, se hace un estudio de los coeficientes
de Fourier en el toro T" y se muestran algunas de las propiedades mas importantes.
Seguidamente, en el Capitulo 3, se presentan las funciones periédicas de prueba y las
distribuciones periddicas. Se enuncian definiciones y se demuestran las operaciones
basicas entre estas funciones. Finalmente, en el Capitulo 4, se da la definicién de los
espacios de Gevrey peridédicos, y mostramos algunas propiedades periddicas en estos

espacios.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan algunas definiciones y se enuncian algunos teoremas que
seran usados en algunos resultados mas adelante. El tema principal de este capitulo
es el toro T" donde n denota la dimension, es decir, un entero positivo fijo. Algunos
resultados de este capitulo se presentan sin demostracion por ser temas clasicos del

andlisis matematico.

1.1. Conceptos de algebra

A continuacién se enuncian algunas definiciones de algebra abstracta, cualquier otro

concepto relacionado a este tema puede consultarse en [3].

Definicién 1.1.1. Una operacion binaria * en un conjunto S, es una funciéon
x:9x 85— 8.

A cada par ordenado (a,b) € S x S, se le asigna un tnico elemento de S, *(a,b).

Definicién 1.1.2. Un grupo es un conjunto no vacio G dotado de una operacién

binaria, tal que se satisfacen los siguientes axiomas:
i) La operacion definida en G es asociativa.

it) Existe un elemento identidad e € G para la operacién definida en G.
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iii) Cada elemento g € G tiene elemento inverso g~' en G respecto a la operacién

definida en G.

Definicién 1.1.3 (Subgrupo normal). Sean G un grupo y N un subgrupo de G.

Decimos que N es un subgrupo normal de G si para todo g € G
gNg ™t ={gng' :ne N} CN.
Escribiremos N <1 G si N es subgrupo normal de G.

Definiciéon 1.1.4 (El grupo cociente). Suponga que N < G. El grupo cociente
(o grupo factor) G/N es el conjunto de todas las clases laterales izquierdas bajo la
operacion

(aN)(bN) = (ab)N, Va,b e G.
* Con notacién aditiva esta operacion entre clases laterales esta dada por

(a+H)+(b+H)=(a+b)+H, Va,bed.

1.2. El toro n-dimensional

Denotaremos al toro n-dimensional por T", el cual puede ser definido de la siguiente
manera. Considere la relacion ~ en R”, la cual se define de la siguiente forma: para
r,y € R"?

r~y siysolosi z—yeZ".

Notese que ~ es una relaciéon de equivalencia en R™. En efecto;
e Six € R", entonces x ~ x puestoque z —x =0y 0 € Z".

e Siz,y € R" donde z ~ y, entonces existe j € Z" tal que z—y = j, luego y—x = —3j.

Como —j € Z", tenemos que y ~ .

e Sixz,y,z € R" conx ~yyyn~ z, entonces existen m,p € Z" tales que x —y =m

yy—z=p. Luego,xr —z=m+peZ". Asix ~ z.



De manera informal es posible identificar a T™ con el cubo [0, 1] con lados opuestos
identificados. Esto significa que los puntos (z1,...,0,...,2,) y (x1,...,1,...,2,) se
identifican siempre que 0 y 1 aparezcan en la misma coordenada.

Adicionalmente, es posible definir el toro como T™ = R™/Z", el cual resulta ser un
grupo aditivo. En efecto, sea R"/Z" el conjunto de todas las clases laterales izquierdas

bajo la operacion
(a+Z")+ (b+7Z")=(a+b)+7Z", Va,beR" (1.1)

Suponga que x € (a +7Z") y y € (b+ Z"). Entonces z = a + my, y = b+ my donde

my, mg € Z". Luego

r+y=a+mi+b+me=a+b—b+my+b+ms (Z" es normal)
| —

m3

=a+b+mg+me=(a+0b)+ my,
N————

mq

con mg,my € Z". Asi, x +y € (a+ b) + Z". Lo que muestra que la operacién estd

bien definida. Veamos el resto de las propiedades:

* Asociatividad : Sean (a+7Z"), (b+Z"), (c+7Z") € R"/Z" y teniendo en cuenta que

se cumple la propiedad asociativa en R" entonces

(a+Z")+[(b+Z")+ (c+Z")] =(a+Z")+ [(b+c)+Z" = (a+ (b+¢)+Z" =

((a+b)+c)+Z"=[(a+b)+Z" |+ (c+Z") =[(a+Z")+ (b+Z")] + (c+ Z").
De esta manera, (a +Z") 4+ [(b+Z") + (c+Z")] = [(a+ Z") + (b+Z")| + (c+ Z").

* Elemento identidad : para todo (a + Z") € R"/Z" el elemento (0 + Z") € R"/Z"

satisface lo siguiente

(a+Z")+(0+4+2")=(a+0)+2Z"=a+7Z",

O0+Z")+ (a+Z")=0+a)+Z"=a+Z".

Por tanto, (0 + Z") = Z™ es el elemento identidad.



* El inverso : Para todo (z+Z") € R"/Z"™ el elemento (—x+7Z") € R"/7Z" satisface
lo siguiente
(x+Z")+ (—24+2Z")=(z+ (—2)+Z"=0+2",
(—z+Z")+ (x+2Z")=(—x+2)+2Z"=0+72".
Asi, todo (z + Z") € R"/Z" tiene un elemento inverso (—z + Z") € R"/Z".
Por lo tanto, R"/Z™ es un grupo aditivo bajo la operacién dada.

Definicién 1.2.1. Las funciones definidas sobre T™ son funciones f : R® — C que

satisfacen
flx+m)=f(x), VeeR"ymeZ"
Estas funciones son 1-periddicas en cada una de sus componentes.

Por tltimo, la medida de Haar sobre T" es la restriccion de la medida de Lebesgue
al conjunto [0, 1]". Esta medida todavia se denota por dz, mientras que la medida
a un conjunto A C T™ se denota por |A|. La invariancia de traslacién de la medida
de Lebesgue y la periodicidad de las funciones en T™ implican que para todas las

funciones integrables f en T", se tiene

do — dx — d 1.2
/" f(x) . /[1/2,1/2]7Lf($) . /[a1,1+a1}><---><[an,1+an]f($) “ ( )

para cualquier nameros reales ay, as, ..., a,. En vista de la periocidad, la integracién
por partes no pruduce términos de frontera. Dadas las funciones f y g continuamente

diferenciables en T" tenemos que

/Tn 0 f(z)g(x)dx = — /Tn 0,g(x) f (x)dz.

1.3. Resultados de analisis en R"

En esta seccién introduciremos una serie de resultados clasicos de andlisis que seran
de gran utilidad en el desarrollo del trabajo. Con el fin de no extendernos demasia-
do, no se incluyen las demostraciones de los teoremas; sin embargo, incluiremos las

referencias donde se puede consultar cualquier demostracion.
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Teorema 1.3.1 (Teorema de Fubini). Sean {X, A, u} y {Y,B,v} dos espacios de

medidas completas, y considere
(X xY) > (z,y) — f(z,y) integrable en (X x Y).
Entonces

X 3 x> f(x,y) es u-integrable en X para v-casi toda y € Y,

Y 5y~ f(x,y) es v-integrable en Y para pu-casi toda = € X.

Maés aun,
X>x+— / f(x,y)dv es p-integrable en X
1%
Y3yr— / f(z,y)dp es v-integrable en Y,
X
y
[ fdx ) = [ ([ pypdv)dn
(XxY) x \UJy
= / (/ f(x,y)du> dv.
y \Ux
Demostracion. Véase [2], pdgina 147]. [

Teorema 1.3.2 (Teorema de cambio de variable). Sean € y €2, conjuntos abiertos
de R™. Suponga que ® : Q; — Qy es una biyeccién de clase C! cuya inversa también
es de clase C''. Asuma que f es una funcién Lebesgue medible en Q. Entonces f o ®

es Lebesgue medible en € y

. F@y= [ F@G)LI (@),

donde |J| denota el Jacobiano. Esta férmula es valida en dos sentidos: si f > 0,
entonces es verdadera. En general, f € L'() si y sélo si f o ®|J] € LY (), y

entonces la formula es valida.

Demostracion. Véase Jones 4|, pagina 502]. O



Teorema 1.3.3 (Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue). Supongamos

que { f,}nen €s una sucesion de funciones complejas medibles sobre X, tal que

flz) = lim f,(z)

n—oo

existe para todo z € X. Si existe una funcién g € L' (u) tal que
|fu(2)] < g(x), (n=1,2,...;2 € X),

entonces f € L'(u), y ademés se cumple que

n—oo

lim [ \fo— fldu=0 y Jm [ fodu= [ fdp.
X TL*)OOX X

Demostracion. Véase Rudin [5], pagina 26]. O

1.4. Espacios de Hilbert

Sea H un espacio de Hilbert separable con producto interno complejo (-, -). Diremos
que £ C H es ortonormal si (f,g) = 0 para todo f,g € Econ f # gy (f,f) =1
para todo f € FE. Un sistema ortonormal completo es un subconjunto de H, el
cual es ortonormal y tiene la propiedad de que el tnico vector ortonormal a todos
sus elementos es el vector cero. A continuacién demostraremos algunas propiedades

bésicas de los sistemas ortonormales.

Proposicién 1.4.1. Sean H un espacio de Hilbert separable y {y }rez un sistema

ortonormal en H. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

(1) {p}rez es un sistema ortonormal completo.

(2) Para todo f € H tenemos

117 = D2 1(F e

kEZ

(3) Para todo f € H tenemos

f=1m > (f on)er,

N
T k<N

donde la serie converge en H.



Demostracion. (1 = 2) Sea M = {¢x : k € Z} un sistema ortonormal completo
en H, es decir, H = gen M. Luego, para cada f € H se tiene que (f, ¢x) # 0 para

k € L, con L € Z un conjunto contable (ver Lemma 3.5-3 Kreyszig @, asi

ST e =D K en)l

kEZ nerL
Defina
9= ([ ¢n)en. (1.3)
k=1

Por Teorema 3.5-2 (c) Kreyszig [6], se tiene que la parte derecha de (L.3) converge.

Ahora veamos que f — g € gen M. En efecto, si ¢; € M entonces

[e.e]

(f —g,05) = (f, 050 = D_{fron)len ;) = (f,5) — (f, ;) = 0.

k=1
Por otro lado, si u € {¢y : k € Z ~ L}, entonces (f,u) = 0. Luego
(f'—'97u>::<1310 _'§:<f7¢%><@k,u>::<f,u>——0 = 0.
k

Asf f = g, pues M+ = {0}. De esta manera

Hmzzmﬂ=(§xﬂ%wmzq#m%>=Zu#mw%m%wm

neN neN neN
=Y {fren)(Fren) = 2 foen)l = X [F oml
neN neN keZ

Por lo tanto

A0 =D 1 en) P

keZ
( 2 = 1) Suponga que M no es un sistema ortonormal completo. Luego existe
fo € M+ con fo # 0y (fo, ox) = 0 para todo k € Z y || fol|*> # 0. Por tanto
> (forom)* =0 # 1 foll*.

keZ
( 3 = 2) Suponga que f = >, (f, vx)¥k, donde la serie converge en H. Luego, como

los ¢y son ortogonales, entonces por teorema de Pitagoras se tiene
2

:J\P_I};O Z |<f7§0k>|2 = Z ’<f790k>|2'

lk|<N ke

2 s
1 = Jim

Z <f7 90k>90k

|k|<N

Por lo tanto

117 = D2 1F en) .

kEZ
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(1= 3) Sean f € H y {¢x}rez una sucesién ortonormal en H. Entonces existe

ay € C tal que

fo=lm > o =) arpr.

N=oo fn keZ

Luego por el Teorema 3.5-2 (b) Kreyszig [6], se tiene que oy = (f, ¢x), asi

f=1m > (f,00)¢r (1.4)

N
HoolMSN

Nuevamente por el Teorema 3.5-2 (c) Kreyszig [@], se sigue que la serie de la parte

derecha de (1.4]) converge en H.

Lo que termina la prueba de la proposicion.

]

A continuacién introducimos la nociéon de identidad aproximada, una familia k. que
satisface la siguiente propiedad: k. x f — f en L'(G), cuando € — 0. Cualquier otro

concepto relacionado a este tema puede consultarse en [I].

Definicién 1.4.1. Sea G un grupo topoldgico, una identidad aproximada (cuando

e — 0) es una familia de funciones k. de L'(G) con las siguientes tres propiedades:
i) Existe una constante ¢ > 0 tal que ||k.||1(¢) < ¢ para todo € > 0.
i) Jo k(x)d\(z) = 1, para todo € > 0.

i) Para cualquier vecindad V' del elemento identidad e del grupo G' tenemos

Jve lke(x)|dA(z) — 0, cuando € — 0.

Teorema 1.4.2. Sea k. una identidad aproximada en un grupo G localmente com-

pacto con medida Haar izquierda .
(1) Si f € LP(G) para 1 < p < oo, entonces ||k, * f — f||Lr(e) — 0 cuando € — 0.

(2) Sea f una funcién en L>(G) que es uniformemente continua en un subconjunto
K de G, en el sentido de que para todo d > 0 existe una vecindad V' del elemento
identidad tal que para todo x € K y y € V tenemos |f(y~'z) — f(x)] < 4.

Entonces tenemos ||k. * f — f||z(x) — 0 cuando € — 0. En particular, si f es

9



acotada y continua en un punto xy, € G, entonces (k. * f)(xg) — f(zo) cuando

e — 0.
Demostracion. Véase Grafakos |1}, pagina 27]. O

Definicién 1.4.2. Sean X e Y espacios vectoriales normados, con norma ||.||x y ||.||y

respectivamente, tales que X C Y. Si el mapeo inclusién (funcién identidad)
1: X =Y, z—=z
es continuo, i.e. si existe una constante C' > 0 tal que
lz|ly < C|lz||x paracadaxz € X,

entonces se dice que X esta incrustado continuamente en Y. Se escribe X — Y.

10



Capitulo 2

Coeficientes de Fourier

En este capitulo demostraremos algunas propiedades basicas del analisis de Fourier
sobre el toro T". Estos resultados seran usados mas adelante para definir los espacios

de Gevrey y para obtener algunas de sus propiedades.

2.1. Coeficientes de Fourier

Definicién 2.1.1. Para una funcién de valor complejo f € L'(T") y m € Z", defini-
mos

Fim) = [ f()emmeda,
J

~

A f(m) lo lamaremos el m-ésimo coeficiente de Fourier de f. Para una medida de
Borel € T" y m € Z" la expresion
film) = [ e72mray
T

serd llamada el m-ésimo coeficiente de Fourier de pu.
La serie de Fourier de f en z € T" es la serie

> e,

mezn
La conjugada compleja de la funcién f serd denotada por f, se denota por f a la
funcién f(z) = f(—z) y por 7¢(f) a la funcién 7¢(f)(z) = f(z —y) para todo y € T"
fijo.

11



A continuacion demostraremos algunas propiedades elementales de los coeficientes de

Fourier.

Proposicién 2.1.1. Sea f,g en L'(T"). Entonces para todo m,k € Z", A € C; y €
T, y todos los multi-indices @ tenemos.

— ~

L f+g(m) = f(m) +g(m).

~

6. (> f)N(m) = f(m — k).

Tn

~

8. sup |f(m)] < [fllzran)-

—_— o~

9. fxg(m) = f(m)g(m).
10. 9 f(m) = (2mim)*f(m).
Demostracion. 1. Sean f,g € L}(T") y m € Z", por la linealidad de la integral,

se obtiene

—

f+g(m) = /n(f +g)(x)e Py = | f(x)e T dr + /g(:c)e’wm'mdx
’]I"VL

T

~

= f(m) +g(m).

2. Sean f € LY(T"), A € Cy m € Z", de nuevo por las propiedades de la integral

se tiene

Af(m) = /Tn M (z)e 2medy = )\/ F(@)e 2™ dy = Af(m).

n

12



. Sean f € LY(T") y m € Z", entonces

i

— f(x)efQﬂi(fm)-xdx — / f(x)ef%ri(fm)-mdx

T Tn

= | f@)e2mitzmsde = f(—m).

. Sea m € Z" y haciendo el cambio de variable y = —x, tenemos que

f(m) = /n f(ai)e_zmm’xda: = / F(—z)e 2mime gy

mn

= [ ey = [ plyemCmrvay = f—m).

T n

. Sean y € T", m € Z" y haciendo el cambio de variable w = = — y, entonces

tenemos el siguiente resultado

—

Ty(f)(m) = /n[Ty(fﬂ(x)e—?Mm.xdx — /]rn f(.T _ y)€—27rim-xdx
= f(w)€—27rim~(w+y)dw _ e—27rim~y/ f(’LU)@_me‘wdw

'I[‘?’L n

_ e—27rz‘m~y f(m)
. Sean m, k € Z", entonces

(627m'k(-)f>/\ (m) — / 627rik(m)f(x>ef2ﬂ'im-zdx — f(x)efQﬂim-:EJr%rik-mdx
mn Tn

= [ f@e i = fm — )

. Sea f € LY(T™) y como 0 € Z", tenemos el siguiente resultado
FO) = [ f@em0%de = [ e

. Noté que

-~

[f(m)] = Tnf(ac)ez’fl"“'ﬂ”cisc\ < [ f@e el = [ (f(@)lle e da
= [ 1f@ldz = |1/ zxcen).

~

De esta manera |f(m)| < || f||1(rm) para todo m € Z" y por tanto

~

sup [f(m)] < [[fllzrcn)-
meZ™
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9. Sean g € T" ym € Z", luego por el Teorema de Fubini y haciendo la sustitucion

w = x — y, se obtiene

10. Sean m € Z", r € R", a un multi-indice y 0% = 951052 --- dg, donde o =

1 T2

(a1, 9, ...,ay), aqui los a; son enteros no negativos. Usando integracion por

partes, se tiene

Oa:kf / Oxy, f(x)e” ™™y /Tn f(x)0xy, <e_2mm“> dx

~

= (27mmk . .Tk> /ﬂ'n f(x>€—2mm~zdx = (27’(’ka . Ik) (m)

Ahora, usando el resultado anterior de forma reiterada, se obtiene

FFm) = [ [0 flwye e = [ oo fl)e

o~

= (2mimyay)™ - - - (2mim, @, f(m) = (2mima)® f(m).
[

Observaciéon 1. Los coeficientes de Fourier tienen la siguiente propiedad. Para fun-

ciones f; en T" y f5 en T™ la funcién tensorial

(f1 ® fo)(z1, 22) = fi(z1) fo(22)
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es una funcién periddica en T"'T"2 cuyos coeficientes de Fourier son

—

f1® fa(my,mg) = /Tn1+n2 fi® fg(xl,xQ)e_Qm(ml’mQ)'(xl’“’Q)dxl - dxy

= . fi(@y) f(mg)e 2mimet o= 2mimew2 o) oy,
Tn1Tn2

— fl (xl)e—Qﬂiml.ml del / f2<x2)6—27rim2.$2 d{[‘g
T2

T"1

= ﬁ(ml)ﬁ(mz),
para todo my € Z™ y my € 2.

Definicién 2.1.2. Un polinomio trigonométrico en T” es una funcién de la forma
P(z)= Y ane™™?,
mezn
donde {a,, }mezn es una sucesion en Z", para la cual existe un nimero natural N tal
que a,, = 0, para todo |m| > N. El grado de P es el mayor nimero |qi|+|qz| +- - - +|qx|
tal que a, # 0, donde ¢ = (q1, ..., qn).

Observacién 2. Debido a la ortonormalidad de las exponenciales en ([2.6)), para todo

m € Z" tenemos que

ﬁ(m) _ / P<$)€—2m'm~:cdx — / Z ak€27rik~xe—2ﬂ'im~xdx

T kezn

— Z ak/ 627rzk~a:€—27rzm~ardw
Tn

kezZm

= Q.

Por tanto P(m) = a,,.

2.2. Nncleos de Dirichlet y Fejér

Definicién 2.2.1. El ntcleo de Dirichlet en T™ es la funcién

DN(.I'): Z e27rim~a:.

mez"
|m|<N

15
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Figura 2.1: Imagen de los ntcleos de Dirichlet Dy hasta Dj.

Definicién 2.2.2. Sea 0 < R < oo. El ntcleo de Dirichlet cuadrado en T™ es la
funcion

D%(l’): Z 627rim~x'
mezZ"
Im;|<R

El niicleo de Dirichlet circular (o esférico) en T™ es la funcion

D%(I): Z 627rim-x'
mez”
|m|<R

En la dimension n = 1 estas funciones coinciden y son denotadas por
Dp(z) = Dy(x) = Dg().
Esta funciéon es llamada ntucleo de Dirichlet y coincide con

DN (ZE) — Z 62m’m~z

Im|<N

cuaindo N < R< N+ 1y N € Z*U{0}. Ver figura 2.1.

Observacién 3. Los nicleos de Dirichlet cuadrados y los circulares (o esféricos)
son polinomios trigonométricos. El niicleo de Dirichlet cuadrado en T es igual a un

producto de los nicleos de Dirichlet unidimensionales, es decir,
D?%(xla s 7xn) = DR(:El) e DR(:L‘n)

16



Dos formas equivalentes para escribir el nicleo de Dirichlet Dy es de la siguiente

manera:

sin((2N + 1)7z)

Sn(r) ,  para x € [0, 1]. (2.1)

Z 627rim~a: —

Im|<N

Verificamos la validez de (2.1)) como sigue: defina a := (e*™®) | usando propiedades

de la serie geométrica se tiene

4 0N _ N+
Z 627rzm-gc — Z ( 27rw:) Z CL —
<N <N jmI<N
—2miNz __ 2mi(N+1)z 2mi(2N+1) __
_ ¢ € _ 6—27rz'Nx6 1
1 — eQﬂ'iJ: 627ria: -1
627r7,(N+1)x — e~ 2miNz Sll’l((2N + 1)71'27)
ewix(ewix _ e—m'x) sin(ﬂx) '

Las medias aritméticas del nicleo de Dirichlet en dimensién n = 1, se consideran

como sigue:

1

N1 Do) + Di(2) + Dafz) + -+ + Dy ()] (2.2)

Fi(z) =
A continuacién tenemos la siguiente identidad con respecto al nicleo Fy.

Proposicion 2.2.1. Para cada entero no negativo IV, la siguiente identidad se cumple

YRR Y (RN P TE TR )

=N sin(mx)

para todo z € T Por lo tanto, Fy(m) = 1 — 2L i |m| < N y es cero en caso

contrario.

Demostracion. Por la expresion ([2.2]) tenemos que

1 N
Fu(@) = - 3" Dila Sy e
N+17 N+1k0|j|<k
:Z#{kez’ |]|<k<N} 27mjz
JI<N N+1
_ Z ( N|]| 1) p2miiT
ISV T

17



Por otro lado, queremos demostrar la segunda igualdad de ([2.3)), para esto usaremos
la identidad de la serie geométrica, a saber

1 — N+

1+7'+7"2+---—|-7“N—71 para todo r # 0.
-7
Luego,
omija 627ri(N+1)x -1 e7ri(N+1)m ewi(N+1)x _ e—m(N—l—l)x
; € - 627rix -1 - eﬂix eﬂ'ix _ efm':c
__ _miNz Sin(W(N_l_ 1)1’)
B sin(rz)
De aqui, se sigue que
i |j|€2m'jz — ii eiTl'N(ESin(ﬂ—(N + 1>$) ) (24)
i 27i dx sin(mx)
Similarmente tenemos que
1 .
Z ] €2 = 1 d emexsm(ﬂ(N—l— 1)z) . (2.5)
Py 2mi dx sin(mx)

Sumando (2.4 y (2.5)) obtenemos

\ omii 1 d [ .yesin(m(N+1)x 1 d [ _,.yesin(m(N+1)x
Zb|€2]:2m’dw<€N (7 ( ))) (e e ST ( )))

e sin(mx) 27 dx sin(mx)
11 (d iNe  —inNgs SIL(T(N 4 1)x)
] [dac ((e —c ) sin(mx) )1
_1.d (sin(mNx)sin(r(N + 1))
T orde ( sin(mx) ) '
Multiplicando —ﬁ a ambos lados de la expresién anterior y sumando Dy(x), se

llega a lo siguiente

Z ’j’ 627rijx + DN(I') _ -

1d (sin(?TNll?) sin(m (N + 1)5'7)) + Dy ()

|j|§N_N +1 7 dx (N + 1) sin(7z)
S (1- lJ| e2miiT — Y g2mise _ 1 d (sin(rNz)sin(r(N +1)z)
Sy N+1 SN 7 dx (N + 1) sin(mz) ’

de esta manera

5 ( |j|> Jmige _ SM(ERN + D7) 1d <sin(7rNa:) sin(m(N + 1)@) |

 N+1 sin(7z)  rdr (N + 1) sin(7z)

l7I<N

18



Ahora, haciendo la derivada en la expresién anterior se tiene
(N + 1) sin(mz) [sin(m(N + 1)x) cos(rNx) + cos(m(N + 1)x) sin(rNx)]
(N + 1) sin?(7x)
1 = [sin(wNz)sin(m(N + 1)z)] sin(rz) — 7sin(r Nx) sin(m(N 4 1)x) cos(mx)
T (N + 1) sin?(nz)
_sin(w(N + 1)) cos(m Nz) sin(nz) + sin(7(N + 1)x) sin(7 N ) cos(mx)
N (N + 1) sin?(mz) '

De lo anterior tomando las identidades del seno y coseno, y cancelando los términos

semejantes obtenemos lo siguiente
2e2mi(N+1)a _ 4 4 9p-2mi(N+le  2mi(N+1l)a _ 9 4 o—2mi(N+1)a
82(N + l)sin?(wz)  42(N + 1)sin?(mz)
1 emi(N+1)z _ p—mi(N+1)z 2
T N+1 ( 2isin(mz) )
1 sin*(7(N + 1)x)
T N+1  sin’(no)

1 (sin(w(N +)1)x)>2 |

TN+1 sin(mz

N Gl O\ amije . 1 (sin(a(N + 1))\
Z<1_N—|—1>6 _N+1< sin(7x) )

j==N

Asi

Definicién 2.2.3. Sea N un entero no negativo. La funcién Fy en T! dada por

N Gl O\ omije . 1 (sin(a(N + 1))\’
FN($)22<1_J\H1>6 _N+1< )

J=—N sin(mz)

es llamada el nicleo de Fejér.

Definiciéon 2.2.4. El nucleo de Fejer FY en T" se define como el producto 1-
dimensional de los ntcleos de Fejér, o como el promedio del producto de los niicleos

de Dirichlet en cada variable, mds precisamente, Fa(z) = Fy (1) y

F;\L[(ZL‘l, Ce ,l’n) = H FN(I]‘)
j=1

= ﬁ (1\711 g: Dk(%‘))

j=1 k=0

>+ > Dy (1) Dy, ().

1
(N+D" (0 L

Note que F} es un polinomio trigonométrico de grado niV.
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Observacion 4. Usando las identidades para Fy en (2.2.4)), podemos escribir para
todo N >0
Ama| 7] \ o
Fo(zy, ... ) = 1— 1= el ) gemimes
Bonm) = 2, ( N+1 Nt1)©

mez™
|m;|<N

<N+1 E[ (Sm snf?w;) )>2’

Por tanto Fiy > 0.

Proposiciéon 2.2.2. La familia de los nucleos de Fejér {FR}¥_, es una identidad

aproximada en T".

Demostracion. Como Fg > 0 entonces

1Pl = [ 1Filde = [ F do.
T Tn

Ademas,

1 n (N + Dz;)]°
F das—/ 1l [Sm il :"J)] daz;
Tn n =1

—|— sin 7m:]
- sin(7m )2
dz.
- i 13 l ey

(N1

De tal forma que se mantienen las propiedades () y (i7) de las identidades aproxima-

das de acuerdo a la Definicién (1.4.1). Queda por probar la propiedad (iii) de esta

Definicién, donde utilizamos la identidad de la observacion (4). Ahora, para [t| < 7

I¢]

tenemos que 1 < . De esta manera,

B
1, [(N+1)|rz| 1 ? 1 x| 1)\’
Fulw) < N1 ( |sin(7z)| ’ |sin(7rx)|> = N+14 0 <N +1 |7TI|>
donde |z| < % Luego, para § > 0 tenemos que
1 x dz

F de < ———
/5§|z|§§ v(w)de < N +1 4 Jo<j<d |m6)?

< 2 1 / d
T
AN 4+ 1) 7o Js<jai<s
1 1 1
< PN (2 —(5) — 0, cuando N — oc.
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n
En dimensiones superiores, dado = = (x1,...,2,) € {_71, %} con
34+ a2 >0, existe j € {1,2,...,n} tal que |z;| > % entonces

/ne’]l‘” Fﬁ(x)dx:%neTnHFN(xj)dx

|z|>6 |z[>6 j=1
FN<ZL’j)dl’jH/ FN(LL’k)dl’k
ki T

= J
n 1

S 16/ VRPN 1

Lo que prueba la afirmacion. O

)
Zﬁ

— 0, cuando N — oo.

Proposicién 2.2.3. El conjunto de polinomios trigonométricos es denso en LP(T")

para 1 < p < oo.

Demostracion. Sea f € LP(T") para 1 < p < 0o. Veamos que F¥ * f es un polinomio

trigonométrico

(Fy * f)(x)

Fy(r —y) f(y)dy

n

Fy(zi—y1, -z —yn) f(y)dy

n

|y | |mn| 2mim-(z—y)
S 2 (1 N+1 N dy

Il
S S— 55— 5—

meZ™
|m;|<N
|m1| ’mnl n Tim-x
= 3 () () fomene
g <N

Luego por el teorema (1.4.2)) parte (1), se sigue que
|Fx * f = flleeny — 0, cuando N — oo.
Por lo tanto, el conjunto de los polinomios trigonométricos es denso en LP(T™). [

Proposicién 2.2.4. (Teorema de aproximacién de Weierstrass para polino-
mios trigonométricos) Cada funcién continua en el toro es un limite uniforme de

polinomios trigonométricos.

Demostracion. Sea f una funcién continua en el compacto T", luego por el teorema

(1.4.2) parte (2) tenemos que
(F2 « f) <% f cuando N — oo,
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donde F} * f es un polinomio trigonométrico. Por lo tanto, toda funcién continua en

T™ puede ser aproximada uniformemente por polinomios trigonométricos. O

2.3. Sumas parciales e inversiéon de Fourier

Definicién 2.3.1. Sean R > 0y N € Z* U {0}. La expresién

27rim~;t
(f = Dg)(z Z f
mezZ™
lm;|<N
se denominan sumas parciales cuadradas de la serie de Fourier de f. Entonces la
expresion

(D)) = 3 Flm)e,

mezm™
Im|<R

son llamadas sumas parciales circulares (o esféricas ) de la serie de Fourier de f. Por
otra parte, la expresion

(fFi)@) = 3 (1 J|Vm+1|1> ..(1 m |>A( \eim

mezZ™
Im;|<R

son las medias cuadradas de Cesaro (o de Fejér) de f.

Finalmente, para R > 0 la expresion

e = 3 (1T fmgenns

mezZ™
Im;|<R

se denominan las medias circulares de Cesaro (o de Fejér) de f.

Proposicién 2.3.1. Si f, g € L(T") satisfacen f(m) = §(m) para todo

m € Z", entonces f = g a.e..

Demostracién. Por linealidad asumamos que g = 0. Si f(m) = g(m) = 0, para todo
m € Z", entonces por la definicién se tiene que F* f = 0, para todo N € Z*.
Por la proposicién ((2.2.2)) la sucesion {Fy }nezn es una identidad aproximada cuando

N — o0. Por tanto
|f = Fy * fllzimny = 0 cuando, N — oo.
De esta manera ||f||z1 = 0, lo que implica que f =0 a. e. , luego f = g a.e. [
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Proposicién 2.3.2 (Inversién de Fourier ). Suponga que f € L'(T") y que
> [f(m)] < oo,
mezn

entonces

fla)= 3 Fom)erime
mezn

y por tanto f es casi en todas partes igual a una funcién continua.

Demostracién. Sea f € L'(T"), y suponga que

> ’f(m)‘ < 00.

mezr
Noté que
Z f(m)e27rim~a: < Z f(m)HG%rim-:c < Z ’f(m)’<oo
mezn mezn mezL™

Asi podemos definir una funcién g de la siguiente forma

g(x) = > flm)e*™™e vz e T

mezZn

Ademas, por T.C.D. Lebesgue se sigue que f(m)e2”im'(z_m0) — 0, cuando x — xp.

Luego
Z f(m) €2m’m-(:vf:r0)

mezn

l9(z) — g(x0)| = — 0, cuando x — x.

Es decir, g es continua en zy. Por ultimo, nétese que

g(kf) _ /n g(x)e—%rikrz
:/ Z f(m)e%rim-:p 6727Tik-mdx
’]I‘n

mezZmn

o r 2mim-x  —2mik-x
_ m%nf(m) /T p2mimee o=k g,

A

= [ (k)

De esta manera tenemos que f(k) = §(k) para todo k € Z" y como f,g € L*(T"),
entonces por la proposicién (2.3.1)) implica que f = g a.e. Como g es continua, se

tiene el resultado deseado. O
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Consideraremos el espacio de Hilbert L?*(T™) con producto interno

(f,9) = /T f(t)g(t)dt.

Sea {©.,} la sucesion de funciones € +— e?™™¢ indexada por m € Z". La ortonorma-

lidad de la sucesién {p,,} es una consecuencia de la siguiente identidad:

o 1 sim=k
/ e2mimr o2mikw Jy — (2.6)
(0,1 0 sim#k.

Asi (f,om) = f(m), para todo f € L2(T").
Proposiciéon 2.3.3. Los siguientes enunciados son vélidos para f, g € L*(T"):

(1) (Identidad de Plancherel)

Il = > 1fm)P?

mezZn

(2) La funcién f(t) es igual en casi todas partes (a.e.) al limite en L*(T") de la

sucesion

(3) (Relacién de Parseval)

(4) El mapeo f — {f(m)}mezn es una isometria de L2(T") sobre 12(Z").

(5) Para todo k € Z™ tenemos

=3 fm)g(k - ;ijk m)§g(m).

keZn

Demostracién. 1. Sea f € L2(T"), como (f,¢m) = f(m), para f € LA(T") y {om}

una sucesion ortonormal. Entonces por la proposicién (|1.4.1)) tenemos que

112 = 3 1f(m)f?

mezZmn
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2. Sea f € L*(T") y suponga que {®,,} es una sucesién ortonormal. Entonces, por

definicion de los coeficientes de Fourier, se tiene

(f.om) = (f.e¥™™") = f(m), para f € L*(T").

Luego usando la proposicion obtenemos que

f — lim Z f 27rim-t‘

M—)
 lm|<M

3. Sean f,g € L?(T"), sustituyendo f + g en (1) y usando polarizacién tenemos

11122 + lgllZe +2Re(flg) = If +glli = > If(m) +g(m)]’

mezZm™

= 3 )P+ X [am)P +2Re 3 f(m)g(m).

mezZm™ mezZm" mezZ"
Por la identidad de Plancherel la anterior expresion se reduce a
2Re(f,g) = 2Re Y f(m)g(m).
meZ"
Es decir
=Re Y. f(m)j(m). (2.7)

mezZn
De manera similar, sustituyendo f+ig en (1) y resolviendo este producto interior,
obtenemos

111z + Nlgllze +2m(f,g) = 1 f +gllie = D 1f(m) +g(m)[?

meZ™

= > 1)+ 3 [a(m)P +2m Y- f(m)g(m).

mezLm™ mezZm™ mezn

Usando la identidad de Plancherel y cancelando los términos semejantes, tenemos

m(f,g) =TIm 3> f(m)j(m). (2.8)
De y concluimos que
L, 10g@dt = (£,9) = 3 Fm)glm).
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4. Debemos mostrar que el mapeo es biyectivo y preserva la norma, esto tltimo es
inmediato de la relaciéon de Parseval, haciendo g = f. Para la biyectividad se tiene

lo siguiente:

* Inyectivo: Si f(m) = 0 para cada m € Z", entonces por la proposicion (|2.3.1))
tenemos que f = 0 a.e. Por tanto, f — {f(m)}mez» es una isometra inyectiva de
L?(T™) sobre [2.

*x Sobreyectivo: Sea {a;, }mezn una sucesién de nimeros complejos tal que

{am tmezn € *(Z™). Defina

Z CLmeQﬂ"Lm-t’

[m|<N

Observe que fy es una sucesién de Cauchy en L*(T™), es decir
I = fullt = /T () = far() e

cuando M, N — co. Por tanto existe f € L*(T") tal que limy_.o, fy = f. Ademads

2mim-t

m€ dt — 0

M<|m|<N

Fo = o) = {Jin, 3w} =

mI<N
Por lo tanto, f(m) = a,, para todo m € Z". Lo que termina la prueba.
5. Sean f,g € L*(T") y m,k € Z". Luego por (3) y la proposicién (2.1.1), inciso (6)
y (3) tenemos lo siguiente
Fotk) = [ (f)@)e ™ da = [ f(x)g(a) FFda
= 3 fmgere(m) = 32 fm)glm —k) = X2 Fm)g(k —m).

mezZm" mezZn" mezZm™

Lo que termina la prueba de la proposicion. O

Proposicién 2.3.4. (Lema de Riemann-Lebesgue) Dada una funcién f en L'(T"),

tenemos que ‘f(m)‘ — 0 cuando |m| — oc.
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Demostracién. Sean € > 0y f € L'Y(T"). Sea P un polinomio trigonométrico tal que

|f — P||11 < e. Ahora bien, si |m| > grado(P) entonces P(m) = 0, pues

P(m) — /Tn Z akeZWZk-x o 627rzm~:c dr = Z ay /Tn 627rzk~a: o 627rzm-x dr = = 0.

kezr kezZr
Asi
Fm)| = [Fm) = Pam)| =| [ (£(@) = Py da] < 1§ = Pl < e
Por lo tanto ‘f(m)‘ — 0 cuando |m| — 0. O
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Capitulo 3

Funciones peridédicas de prueba

En este capitulo se hace el estudio de las funciones periddicas de prueba y de las
distribuciones periddicas, se extenderan las propiedades que ya se tienen para la
transfomada de Fourier a este tipo de funciones. Esta parte es esencial para definir

los espacios de Gevrey periddicos en el proximo capitulo.

3.1. Funciones peridédicas de prueba
Definicién 3.1.1. Sea

P ={f:R" = C: feC®R") es 2m-periédica en cada variable}.
Los elementos de & son llamados funciones peri6édicas de prueba.

Definicién 3.1.2. Decimos que una sucesién (u;)52, — u cuando j — oo, si para
todo a € N,
(0% U (0% n
0“u; — 0%u en R".
La convergencia secuencial es suficiente para describir propiedades topolégicas en

espacios métricos, pero no en espacios topolégicos generales. Ademés, definimos para

cada N € N
ulley = > [10%ul| .

lo|<N
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Teorema 3.1.1. (& como un espacio métrico.) Si u,v € &, define

lu = vl
L+ Jlu—vlen

d(u,v) =Y 27N
N=0

Entonces (2, d) es un espacio métrico. Més atn, u; — u en (£, d) si y solo si para

cualquier multi-indice o € N,
Haauj — 8auHLoo — 0.
Demostracion. Sean u,v € & y N € N.

i) Para todo N € N

X ooy Nu—vllen N o N
0 < d(u,v) = o~ N < 2N =9,
P T o)

Pues, 0 < 1= |[u —v| ey <1+ |Ju—2v|c~y de esta manera

o< du=vller 1 unen
L+ flu—vflew

Asi d(u,v) es finita y no-negativa.

i) Si d(u,v) = 0, entonces ||[u — v||cv = 0 para todo N, y el caso N = 0 implica

que u = v.

iii) Siu,v € & entonces

o~ oo n U —vllen ooy v —ullen
d(u,v) = 2N = 2 =d(v,u).
2 T e 2= T e

iv) Sean w,u,v € &, por desigualdad triangular tenemos
Ju—vllev < flu—wller + [lw=vlcv,

luego, tomando inverso en ambos lados de la desigualdad y sumando 1

1 1
+1> +1

Ju—vl[en lu —wllexy + flw = v~
L+ flu—vllex _ 1+ Jlu—wlov + [Jw—v|[cw

lu=vllex = flu = wlex + lw = vlex
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invirtiendo la desigualdad anterior

lu = vllex lu = wllen + [[w — v~

T flu—ollow = T+ u—wllen +Jlw - vllo
B ot — wllen o = vl
T+ ffu—wlen + w—ollov 1+ Jfu—wlos + w—vflex
lu—wllos o= ovllo

Tl flu—wley 14w —vlev
De esta manera obtenemos

lu = vllex lu = wllow [w = vllex

. 3.1
T+ o vllox = T+ Ju—wllor * 1+ o~ vl o
Ahora, multiplicando la serie %_,27" a ambos lados de (3.1]) entonces
S gl vler o u—wlox |y v —vler
voo MHllu—vler 752 1+llu—wler 7= 14 [w—ve~

es decir; d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).

De i), ii), iii) y iv) se prueba que (£, d) es un espacio métrico.

Ahora bién, sea (u;) una sucesiéon de . Si u; — u cuando j — oo en (£, d),

entonces para todo M entero no negativo, se tiene

e — m v —
0<2™M lj — wllc <y o7V luj — ulle — 0, cuando j — oo.
L+ fluj —ullen = = 1+ lluy —ullon

Lo que implica

[[u; — |
1+ Ju; = ulloar

— 0, cuando j — oo para todo M.

Por tanto, ||u; — u|lcax < 1 para j suficientemente grande, y obtenemos que
|lu; — ul||cm — 0, para todo M. Asi, ||0%u; — 0%u||~ — 0 cuando j — oo, para
todo v € N™.

Reciprocamente, supongamos que |[0%u; — 0%ul|g~ — 0 cuando j — oo, para

todo a € N™. Entonces, para todo M
u; — ul|cm — 0, cuando j — oo.
Juj —ulle , j

Esto implica que

[u; — ullex
L fluy —ullem

— 0, cuando j — oo para todo M. (3.2)
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Elija Ny tal que

> o<

N=Np+1

DO ™

Luego, usando (3.2) se puede escoger jy tal que si j > jo, se tiene

§yon luy—ullev <
N=0 2

L Jluy — ullow

De esta manera

Ay = 5o v M —ulley 55wl —ulles
g N=0 1+ |luj — ullon N=No+1 1+ [Juj — ullen

€

<
-2

© € €
+ Z 27N§§+§<€, para j > Jjo.
N=Np+1

Asi, d(uj,u) = 0 cuando j — oo. Por lo tanto, u; — w en (£, d).

O

Definicién 3.1.3. Sea X un espacio vectorial sobre C. Un mapeo p : X — R es una

seminorma si para cualquier u,v € X y para todo ¢ € C,

1. p(u) >0 (No-negatividad)
2. plu+v) < p(u)+ p(v) (Sub-aditividad)
3. pleu) = |c|p(u) (Homogeneidad).

Asi, una seminorma p es casi como una norma pero se permite que p(u) = 0, para
algunos elementos u € X distintos de cero. Una familia {p, }ac es llamada separacién

si para cualquier u € X distinto de cero, existe a € A con p,(u) # 0.

Teorema 3.1.2. Sea X un espacio vectorial y {pny}F_, una familia de separacién
contable de seminormas. La funcién

[e.9]

_n_pPn(u—v)
d(u,v) = o N_ I 7 wveX,
( ) NZ::O 1+pN(u—v)

es una métrica en X. Mdas aun, u; — uw en (X, d) si para cualquier N se tiene
pn(u; —u) — 0.
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Demostracion. Sean u,v € X y N € N.

i)

i)

iii)

i)

Para todo N € N

o pn(u —v) o N
0<du,v)=>Y 27V~ <N 27V < .
PO e e

Pues, 0 < 1= py(u—v) <1+ py(u —v), para todo N € N. Luego,

0 < pn(u —v)

< PN <1, ¥YNeN.
1+,0N(U—U)

Asi, d(u,v) es finita y no-negativa.

d(u,v) = 0 siy solo si py(u —v) = 0, para todo N € N. Si u — v # 0 por ser
una familia de separacion, existe M tal que py(u — v) # 0, lo cual es absurdo,
lo que implica que u = v. Por otro lado, si © = v debido a la propiedad (c)
de la definicién de familia de separacion, se tiene que py(0) = 0 y por tanto

pn(u—v) =0.

Siu,v e X ypara cada N € N tenemos que

[e.o] [e.9]

d(u,v) = NXZ:O QNW = NXZ:O ZNM = d(v,u).

_t
1+¢7

cuya derivada es ¢ (t) = =L la cuél es

Consideremos la funcién ¢(t) = ENE

positiva. Por tanto, ¢ es monotona creciente. Consecuentemente,
|+ 0] < [a] + [b] = @(la+b]) < (|a] + [b]).

Aplicando la desigualdad triangular, tenemos que

lat+b _ a1l _ g 0]

= +
1+ |a+b — 1+ |a|+1b] 1+]al+[b] 1+ ]|a|+ [b]
ol b
“ 1+4+a] 1419

En las desigualdades anteriores, considere a := py(u — w), y b := py(w — v),
entonces
pylu—v) _  pn(u—w) pn(w —v)
T+ pn(a—v) ~ T+ pn(u—w) T+ py(w—0)
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Ahora, multiplicando la serie %_, 27" a ambos lados de (3.3)), se sigue que

[e.e] o)

ZQ‘N pn(u— J;i ~ pNn(u—w) +ZQ—N /)N(w—?v),

e 1+pN(u—v L+pn(u—w) 7= 1+ pn(w

Asi,
d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).

De (2), (ii), (iii) y (iv) se concluye que (X, d) es un espacio métrico.

Ahora bién, sea (u;) una sucesién de X y suponga que u; — u cuando j — 0o
n (d, X). Luego, para cualquier N € N fijo y tomando € € (0, %), existe N, € N

tal que, para todo j > N, se tiene

N pn (U — uy)
1+ pN(u — 'LL]')

IN

d(u,u;) < 2~ Ne

| /\

e(1+ pn(u— uj))
6 (3.4)

pn(u — uj)

IN

pr(u —u;)(1 —e)

Como £ < 1—e <1 se tiene que $pn(u—1u;) < py(u—u;)(1—€) < pn(u—u;),
por ({3.4) se obtiene pn(u —u;) < 2e. Asi py(u —u;) — 0, cuando j — oo.
Reciprocamente, supongamos que py(u — u;) — 0, cuando j — oo para cada

N € N. Sea ¢ > 0, elija Ny € N tal que

[e.9]

Z 27N <.
N=Np+1
Note que
pn(u — u;) <1
1+ pn(u — uy)
Ademas, existe N. € N tal que si j > N, se obtiene entonces
al pn (U — uy)
d(u,uj) < > 27N + Z 2N<22N +e< 2 Vj > N..
N=0 Lt pn(u—uy) Ny

Por lo tanto, d(u,u;) — 0 cuando j — oo.
[l

Teorema 3.1.3 (Completitud). Cualquier sucesiéon de Cauchy en & converge en .
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Demostracion. Sea (uj) C & una sucesiéon de Cauchy, luego para cualquier € > 0
existe M tal que

d(uj,ux) <e, para j, k> M.
En particular para cualquier N fijo

luy = welley 5N |uj — gl en
L+ fluy —urlley = 5= 14 [luy — uellen

0<2N <€, para j,k > M.

Asi, (u;) es de Cauchy en CV para cualquier N. Como C es completo, para todo N
existe u € C tal que u; — u cuando j — oo en CV. De esta manera, u; — u cuando

j — oo en C para todo N. Por Teorema (3.1.1) se sigue que u; — u en 2. O

Ahora consideramos algunas operaciones bésicas sobre funciones en &2. Para intro-

ducir algo de notacién, definimos la reflexiéon como

la translacion (para xg € R™)
(7o) (%) = u(z — o),
y la convolucién (para u,v € &)

(ws o)) = @0 [ u(e = y)u(y)dy.

[_Wvﬂ—]n

A continuacién, se muestran algunas propiedades béasicas de la convolucién.

Lema 3.1.4. Siu,v € & entonces uxv € &?. Mas aun, para funciones en & tenemos

l.uxv=vxu (Conmutatividad)
2. ux(vkw) = (uxv)*xw (Asociatividad)
3. 0%(u*v) = (0%) xv =ux (0) (Derivada).

Demostracion. Sean u,v € £, veamos que u * v es uniformemente continua. En
efecto, tome z,y € R™, como u € &, entonces u es uniformemente continua en R",
asi que:

€
@m) =" [l o ()

r,yeR" |z —y|<d=|ulx —2) —uly —2)| <
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Ahora, note que:

u(z — 2)v(z)dz — /

—m, " =77

lu* 0(z) — uxo(y)| = ‘(%)—” (/[ uly — z)v(z)dz)

= [em

/[—mr}n (u(z — 2)v(2) — u(y — 2)v(2)) dz
< (277)7n/ lu(z — 2) —u(y — 2)||v(2)| dz

[_71—77(]”

€

< (2m)™ / v(2)|dz
Cm) ol oy e 7

Por tanto u*v es una funcién periédica continua en R™. Noté que, la j-ésima derivada

parcial de u * v en z es

uxv(z + hej) —uxv(r) (2m)™" /_[m]n RS y)v(y)dya

h h
por el Teorema del Valor Medio, si h < 1 existe # con 0 < # <1 tal que:

u(x + he; —y) —u(r —y)
h

] — yula + 0e; — )] < [Vl

Donde el dltimo limite es independiente de h, xz, e y, y el Teorema de la Convergencia
Dominada de Lebesgue permite tomar el limite cuando h — 0 en la integral como

sigue:

uxv(zr+ he; —y) —uxv(x)

Oj(u*v)(z) =lim

h—0 h
Y n uw(x + he; —y) —u(x —y)
= lim (2r) /[ o N v(y)dy

= }lg%(QW)_ /[mr]n dju(x + fe; — y)v(y)dy
=(2m)™ /[_Tr o dju(x + Oe; — y)v(y)dy

= O;u*v(z).

Como d;u € &, de la parte (1) se sigue que 0;j(u * v) € & es una funcién periddica
continua para cada j. Iterando este argumento implica que uxv € & y 0%(u *v) =

(0“u) % v. Resta por demostrar las propiedades 1-2.
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1. Haciendo la sustitucion z =z —y, y=x — 2, dz = —dy

uxv(x) = (2#)_”/

[771-777}”

=(2m)™" /[—mr}" v(x — 2)u(z)dz = v * u(z).

u(r —y)v(y)dy = (27r)_"/ u(z)v(r — 2)dz

[771-777}”

2. Haciendo la sustitucion z =x —y; y =2 — 2

[u* (v*w)](z) =u(z)* (v*w)(z) =u(z)* (w=*v)(x)

(
=ula)« (@m) " [ wlz—y)ly)dy

O

Teorema 3.1.5 (Operaciones en funciones de prueba). Si f,v € &2, entonces las

siguientes operaciones son mapeos continuos de &2 en &2:

1. u—a (Reflexién)

2. u—u (Conjugacion)

3. U Tyl (Translacién)

4. ur 0%u (Derivada)

5. ur fu (Multiplicacion)

6. u—vxu (Convolucién).
Demostracion. 1. Sean u,v € & entonces

= tllex = 32 10%(@ =)= = 3 (=10~ v)(~2)||~

|| <N lo| <N

= > 0% —v)(x)|Le = |Ju—v|cxy — 0, cuando u — v.
le|<N
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2. Sean u,v € &. Entonces

la—ollev = 32 10%(@—=0)|e = > [0%(u—0)l|z=

la|<N lo|<N

= ||u — v||g~, cuando u — v.

3. Sean u,v € &. Entonces

“Tﬂﬂou - TOCOUHCN = Z Haa(Twou - Twov)|’L°°

la]<N
= | lz: 10%[u(x — o) — v(x — 0)]|| L0
= 3 10%(u — v)(x — 20)]|p~

la]<N

= |lu — v||g~, cuando u — v.

4. Sean u,v € . Entonces

Hﬁﬁu—aﬁUHCN: Z ||8°‘(8Bu—35 = = Z ||3a+5 (u — )|z

|| <N lo|<N

< |lu —v||gnsisr — 0, cuando u — v.

5. Sean f,u,v € &. Entonces

Ifu— folley = [f(u=v)llox = > 10°[f(u—v)]llz=

la|<N

-y T (“) 0" £0°" (u — v)
|a|<N ||v<a v Lo

<> ( )”f”cNHU —v||gv — 0, cuando u — v.
v

6. Sean u,v,w € &. Entonces
losxu—vswlen = D 0%k (u—w)lpe = Y [lv*x0"(u—w)|

la|<N la|<N

< D0 lolle v 0%(u = w)l

lo|<N

< |||zt ||lw — w|ex — 0, cuando u — w.
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Definicién 3.1.4. Una sucesion ¢ = (cj),czn se dice que decrece rapidamente si para

cualquier N > 0 existe C'y > 0 tal que:
ekl < O (k).

Donde (k) := (1 + |k|*)"/2. El conjunto de sucesiones que decrecen rapidamente es

denotado por . = .#(Z"), y esta dotado de la topologia inducida por las normas

(c) +— sup <k>N]ck]
kezn

Denotamos por % el mapeo (transformada de Fourier) que toma una funcién de

prueba a una sucesion de coeficientes de Fourier. Por lo tanto
T PR") = L(L"), con ur— (U(k)),cpm -

Lema 3.1.6. La serie

converge si y solo si s > n.

Demostracion. Como
/ (146572 dé < 00 sis>n.
Rn
Entonce se tiene el resultado. O]

Teorema 3.1.7 (Series de Fourier de funciones de prueba). # : Z(R") — ./(Z")

es un isomorfismo. Cualquier u € & se puede escribir como la serie de Fourier

u= Y a(k)e**

kezm™

con convergencia en .

Demostracion. Sea u € &, entonces D € &. Utilizando repetidamente la formula

de integracion por partes

/[ ] vojwdx = —/[ } (0;v)wdz,

38



con v,w € C([—m,7]") periddicas, se obtiene que

(D u)(k) = (2m) " |

[—7r,7r]”

Du(z)e”* *dy = (27r)_"/ Du(z)e™*dx

[—m,7]"
= (D%, e**) = (—1)‘°‘|(u,D°‘(eik'x)) = (—1)|o‘|z'|alka(u,eik"”)
= (—1)llilelgeq(k).

Ahora, veamos que

(1= A)Yu)" (k) = (k)* (k). (3.5)

Haciendo induccién en N, para N = 1 tenemos que

(1- A)u)/\ (k) = ((1 — A, eik.w> _ (u7eik-x) — (A, eik'w)

= (u, e**) + (u, e* ™)k = (1 + K*)a(k).

Ahora suponga que (3.5) se cumple, y veamos que ((1—A)N*1u) (k) = (k)2NV+Dq(k).

En efecto;

(1= 2)%)" (k) = [(1 = A)1 = 2)Yu] " (k) = (14+12) (1= 2)Vu)" (B)

=1+ +EHYak) = 1+ k)= a(k)
= ()Y Va(k).

De esta manera,

A

AR)| < ()72 (1= 8)Va) " ()] < (02 (1= )4 (3.6)

Lo ([—m,m]™)

Lo que muestra que para u € 2, la sucesion (iu(k)) estd en 7.
Por otro lado, si (¢x) € ., definamos
u(z) =Y e
keZn

Como (c)kezn €s una sucesion que decrece rapidamente, entonces para N > 0 existe

Cy > 0 tal que

Z ‘Ckeik‘z‘ S CN Z <l€>7N.

kezn kezZm
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Donde para todo N > n la dltima serie converge uniformemente por el Lema (3.1.6)

y la M-prueba de Weierstrass. De manera similar tenemos que

> ’DO‘ (ckeik“) = > |cklk®

= 3 |e(=1) (@) ke

kezn keZm kezn
< Y On(R)™Vk" = Cn 3 (k) Nk,
keZm™ keZm™

donde por el Lema (3.1.6) y la M-prueba de Weierstrass la ultima serie converge
uniformemente para cualquier ov. Ademas,

D%(u) = D* (Z cke""”) = > a(=D)llilgllet = ST Do (et

kezm kezm™ kez™

Esto prueba que u € & y la serie converge en & (pues CV converge para cualquier
N). Ademas, noté que

@(m) — (ujeim.m) — (Z Ckeik.m,eim-x> — Z Ch <€ik.z76imm)12 =,

kezm kezm

Asi hemos probado que .# : & — .¥ es biyectiva. Nétese que % es lineal, pues para
u,v € &, o € Cy usando la proposicién (2.1.1) parte (1) y (2) tenemos que

Fu+av)= Y utav(k)e®™ = 3 (a(k) + ad(k))e™®

kezr kezm

= > ak)e™ + > ab(k)e™

kezn kezn

= Y ak)e™ +a Y o(k)e™

kezn kezn

=7 (u) + a7 (v).

Queda por demostrar que .# es continua. Para esto suponga que u; — 0 en &, luego

por (i3.6)) se sigue que

(02 3,00)] < (1= A)uy)" (0] < (0= 8)Vay . < Clusllean.

Entonces
sup (k)*"|uj| — 0 cuando j — oo, para cualquier N fijo.
keZn
Por tanto .# es continua. [
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Teorema 3.1.8. Si f € &2 entonces la transformada de Fourier en & tiene las

siguientes propiedades.

1. (1pu)" (k) = e~ *zoq(k) (Translacion)
2. (ekory)Nk) = Ty t(k) (Modulacién)
3. (Du)Mk) = k*a(k) (Derivada)
4. (uxv) k) =a(k)o(k) (Convolucion)
5. (fu)k) = (f = a)(k) (Producto)
Demostracion. 1. Sean f,u € &, k € Z" y haciendo el cambio de variable

w=2x — o con w,x,ry € R". Entonces tenemos el siguiente resultado

(Taou)" (k) = (2m)™" /[ﬂ,w]” Tagi€” " da
=(2m)™" /[—w,ﬂ” u(z — xo)e **dx
=(2m)™" /[_M}n w(w)eHF (w+eo) gy,
= ¢ k() /[_M]n u(w)e”* ™ dw

= e o k).

2. Sean k, kg € Z" y u € &, entonces

(e%0u) (k) = o (2m) ™ /[ ula)edr
= (27r)_"/[ ] u(x)e  Fetihor g
= (27r)_"/[ ] u(x)e  k=ko)e gy

= Tkoﬂ(k’)

3. Fue probada en el teorema anterior.
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4. Sean u,v € ¥ y k € Z", luego por el Teorema de Fubini y haciendo la

sustitucion w = x — y. Entonces tenemos el siguiente resultado
(e 0) (k) = 2m) " [
=en™ |

= (2m)™"

(u*v)(z)e **dx

(2m)~" / Sy dr
/ i(k—m zda:/ u(z)e "™ dx
[, W]" [—mm]"
/ g~ ik=m xdx/ a(m)dm
[, 77]" [—m,m]™
/ . m)a(m)dm
= (fxa)(k

3.2. Distribuciones peridédicas

Definicién 3.2.1. Sea &' el conjunto de todos los funcionales lineales continuos en

P es decir,
P ={T:P —C: Teslineal y T(p;) — 0, si p; = 0 en P}.

! . . . L4 .
Los elementos de & son llamados Distribuciones periédicas.
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Observacién 5. SiT € & y T : ¢ — C escribiremos

Para comprobar que un funcional lineal T : & — C es continuo, es suficiente com-
probar que

w; =~ 0en P = T(p;) = 0.

Lo cual se sigue inmediatamente de la linealidad de T

Ejemplo 1. (Funciones como distribuciones) Si u € L'(Q), donde Q = [—7,7]".

Definimos T, : &2 — C como sigue:
T.(p) := /ngodx. (3.7)
Entonces T, es una distribucién periodica.
Solucion
Sean ¢, ¢ € & v a € R, por la linealidad de la integral se tiene
Lu(op+0) = [ ulop+ 0)da

:/ uagodx+/ updx
Q Q

De donde T, es lineal, y si ¢; — 0 en & entonces

|Tu(pj)| = ‘/ngpjdx < /Q lup;|de < ||lul|p1]|¢;]lLe — 0, cuando j — oo.

Ademas, T, es tnica. En efecto; sean ui,us € L'(Q) y supongamos que Ty, = T,

entonces

/uupdx:/ Ugpdx
Q Q

/Q(u1 — ug)pdz, Yo € P.

Por tanto u; = wus.

43



Para introducir algo de notacién, definiremos la reflexién de T € &2’ como la distri-

bucién T dada por

T(p) =T(o), (3.8)
la conjugacion
T(p) =T(9), (3.9)
la translacién
(o T)(0) = T(T-200), (3.10)
la multiplicacién
(fT) () =T(fe), (3.11)
y la convolucién
(T % v)(p) = T (T ). (3.12)

Definicién 3.2.2. Para cualquier T € 2" se define la distribucién 9T por
(0°T)(p) = (1) T ().

La distribucién 0%T es llamada la a-ésima derivada distributiva o derivada débil de

T.

Teorema 3.2.1. (Operaciones sobre distribuciones) Si f,v € &, entonces las si-

guientes operaciones estan bien definidas para distribuciones periddicas.

1. T(p) = T() (Reflexién)
2. T(p) =T(p) (Conjugacién)
3. (T T)(@) = T(7_ay0) (Translacién)
4. (0°T) () = (—=1)T(0%y) (Derivada)
5. (fT)(e) =T(fe) (Producto)
6. (T xv)(p) = T(* ) (Convolucién).
Demostracién. El resultado es inmediato. O
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Observe que si u € & es una funcién de prueba, los coeficientes de Fourier de u son

dados por

alk) = (2m) " /Q w(@)e *rde, ke zn.

Si T, es la distribucién correspondiente a u, se sigue que
a(k) = (2m) ", (e7*7), kenn
Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 3.2.3. Si T es una distribuciéon periodica, sus coeficientes de Fourier

estan definidos por

A

T(k) = 2m)"T ("), kez"

Denotamos por .Z : & (R") — . (Z") el mapeo (transformada de Fourier) que toma
un elemento 7' € 2" a su sucesion de coeficientes de Fourier (T'(k))rezn-
Se dice que una sucesién compleja (ay)geze tiene un crecimiento polinomial si existen
N >0y C >0 tal que

lag| < CR)Y, kezm

’ . . . . . z .
Denotamos por . (Z™) el conjunto de sucesiones con crecimiento polindmico.

Lema 3.2.2 (Cualquier distribucién periddica tiene un orden finito). Para cualquier

T e P existen N >0y C >0 tal que

T <C > 107l oo -

la|<N

./ . ./ /
Demostracion. Razonemos por contradiccion. Sea T' € & y supongamos que para

cualquier N > 0 existe oy € & tal que

T(en)] >N > 10%on]l e -

lal<N

Noté que, necesariamente ¢y # 0 y por tanto

0 < llenllpe < D N10%n g -
lo|<N
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Luego, defina
-1
1
Iy = ( > ||a%oN||Loo) o
lo| <N

Entonces ¢y € &. Para cualquier § € N” fijo y |3] < N tenemos que

Ha%NH - 1
o o’ = . N
[0, < mzs:NH - w%v N (Siajen 1090nlpe) N

De esta manera,
8 1 -
Ha wNHLOO < N para N suficientemente grande.

Asi, para cada 3, 0’y — 0 uniformemente cuando N — oo, lo cual muestra que
Yy — 0 en Z. Como T es un funcional lineal continuo tenemos que 7'(¢y) — 0

cuando N — oo. Pero,

T
T(Yn)| = [T(w)] > 1, paratodo N.

 NYyen 10%0nll e =

Por tanto T'(¢)n) - 0, lo cual es una contradiccién. O

Teorema 3.2.3 (Serie de Fourier de distribuciones periédicas). Los coeficientes de
Fourier de cualquier distribucién periédica son una sucesién de crecimiento polino-
mial, y reciprocamente cualquier sucesién de crecimiento polinomial surge como los
coeficiente de Fourier de alguna distribucién periédica. (Es decir, . : &' (R") —
' (Z™) es un mapeo biyectivo.) Cualquier T' € & se puede escribir como la serie de

Fourier

T=> T(k)e*®

keZm

que converge en el sentido de distribuciones, lo que significa que

’ 2 ik-x —
]\}gl)o(ngT(k)e ) = (T,p) para todo ¢ € LP.

Demostracion. Sea T € &', entonces por el lema ([3.2.2)) existen N > 0y C > 0 tal
que

T <C > 110"l -

lo|<N
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Elijamos ¢(z) = e~** luego tenemos que

’T (e—z’k.m> <C Z Haae—ik.x = C Z H(_Z-)\a|k|a\e—ik-x -
lo| <N lo|<N
<C lz k1T < (k).
al<N

Por tanto, los coeficientes de Fourier de 1" forman una sucesién de crecimiento poli-
nomial.
Reciprocamente, sea (aj) una sucesién de crecimiento polinomial de modo que para
algiin entero N > 0

lar| < C{EVN, kez"

Sea s un entero con 2s > n, y definamos
by = ap(k) 2N ke Z"
Luego, la serie 35 ,<x |bx| converge por el lema (3.1.6)). Por tanto podemos definir

f(@):= > bre™.

kezn
Esta serie converge uniformemente por Weierstrass M-test, y f es continua por el
teorema (2.3.2)) dado que todos los términos en esta serie son continuos. Asi, f define

un elemento T € ',y de estd manera podemos definir la distribucién periédica
T :=(1—A)NTTy,

Entonces T tendra coeficientes de Fourier

T(k) = 2m) T (e7*7) = (2m) Ty (1 — A)VFoe )

= (2m) Ty (1= M)V (1 = A)e ™) = 2m) Ty (14 KN (1 + ) e )
= (2#)7717} ((1 + k2) eik-z) _ (271_)7an (<k>2(N+s)efik-x> _ <k>2N+28f(k).

2(N+s)
2

Ahora, tomemos f (k) = by usando la teorfa de L? de las series de Fourier, de esta

manera

T(k) = (k)N f (k) = (k)*N T2y, = ay.
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Queda por mostrar que si T € &, la serie de Fourier de T converge en el sentido de

distribuciones. Para esto, fijé p € & y defina
pn = Y plk)e™.
|k|<N
Por Teorema (|3.1.7)) tenemos que ¢ — ¢ en . De aqui, se sigue que
(> T(k)e™™, ) = 2m)" 3 T(k)p(—k) = 3 T (e7") ¢(—k) = T(pn).
|k[<N |k|<N |k|<N

Como T es continua, entonces T'(¢n) — T'(¢) cuando N — oo. Por lo tanto

; 2 ik-x _
dim (37 T(k)e™, 0) = (T, ).
=N

]

Teorema 3.2.4. Sean f,v € &. Entonces para todo k, kg € Z", xy € R™; y todos los

multi-indices «, la transformada de Fourier en &2 tiene las siguientes propiedades.

1. (1o, T)Nk) = e~ * =T (k) (Translacién)
2. (e®orTVNk) = 1, T'(k) (Modulacién)
3. (DT)M(k) = k*T'(k) (Derivada)

4. (T v)Mk) = T(k)o(k) (Convolucién)

Demostracion. 1. Sean k € Z"y T € &’. Luego por la definicion (3.10]) se obtiene

el siguiente resultado

(1o T) (k) = (20) (72, T) (€7%) = (21) T (T ™**)
= (2n)™"T (e—z‘k.(:c+mo)) = (27)"T (e_ik'we_ik""o)

= e (2m) T (e T) = e T (k).

2. Sean ko, k € Z" y T € &'. Entonces

(eiko'xT)/\(k) _ (271_)771 (eiko-xT) (efik-m) _ (27T)7HT (eiko-xfik-m)
= (2m) T (7 k)Y = 7 T(k).
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3. Sean k € Z" y T € &'. Entonces por la linealidad de T se tiene el siguiente

resultado

(DT (k) = (27)"™(D*T) <€—ik~az) _ (27r)_”(—1)|°“T (Dae—ik-x)

(2m) " (= D)IT ((—ik)le®) = (2m) 7 (= 1)l (—ik) T (&)
(=Dl (—ik) T (k).

4. Seanv € L, T € &' y k € Z". Luego, usando la definicién (3.12)) y haciendo
el cambio de variable w = y — x, entonces por la linealidad de T" se obtiene el

siguiente resultado

(T «v)"k) = (2m)™™(T xv) (e_“”*’) = (20)™"T (17 « e—z‘k.m)
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Capitulo 4

Espacios de Gevrey periddicos

En este capitulo construimos una definicién de los espacios de Gevrey no homogeneos

y mostramos algunas propiedades importantes usando el contenido de los capitulos 2

y 3.

4.1. Definicién y propiedades

Una de las razones por las que los espacios de Gevrey son importantes es debido a que
si los datos iniciales de alguna ecuacion diferencial parcial (EDPs) pertenece al espacio
G%% 1o que significa que son analiticas en la franja simétrica {z = z + iy : |y| < d}
al rededor de x en el plano complejo, en algunas ecuaciones se ha podido mostrar que
existe un tiempo T' > 0 tal que la correspondiente solucién a esta EDPs es tambien
analitica en la misma franja durante el periodo de tiempo [0, T, esto significa que el

radio uniforme de analiticidad espacial no se reduce cuando el tiempo pasa.

Tambien es importante resaltar que estos espacios son méas grande que los espacios
de Sobolev clésicos, lo cual facilita la busqueda de soluciones para ciertas EDPs

relacionadas con la fisica.

Definicién 4.1.1 (Funciones de Gevrey de orden s en ). Sea € un subconjunto
abierto de R" y s > 1. Una funcién f es una funciéon de Gevrey de orden s y escribi-

remos f € G*(Q), si f € C*°(Q) y para cada subconjunto compacto K C €2, existen
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dos constantes positivas A y C tales que, para todos los @ € Nj y todo z € K se
cumple que

| 0°f(z) |[< AC™I ()"

Definicién 4.1.2 (Espacios de Gevrey periddicos). Para cualquier s € R;6 > 0y
o > 1, definimos el espacio de Gevrey periédico, denotado G1%(T"), como el conjunto
de las distribuciones peridédicas cuya transfomada de Fourier es representable por una
funcion y la norma
s 26 1/c | =
1 F 1&gy = 22 (14 K2 e F (k)2
kezn

es finita. Donde

f(k) = /f(x)e_ik'xdx, kez"
T
denota la transformada de Fourier periddica.

Definicién 4.1.3 (Espacios de Sobolev). Sea s € R. El espacio de Sobolev denotado

por Hy. = Hs. ([—m,7]) es el conjunto de todas las funcione periédicas tal que
IFIE =27 32 (1+[k[*)*[F ()" < oo,
k=—o00

o~

donde f(k) denota el k-ésimo coeficiente de Fourier el cual serd definido mas adelante.

A continuacién presentamos algunas propiedades de los espacios de Gevrey, la prueba

de los siguientes teoremas es inédita.

Teorema 4.1.1. Sean r,s,0,0 € R con ¢ # 0. Entonces
GO s GO0 sis >

Demostracién. Sea s > r, entonces (1 + |k|2)* > (1 + [k[>)". Como """ > 0, se
tiene

(1 + |k|2)5626\k\1/" > (1 + |/{:|2)T626|k|1/0.

Asi que

A

S+ RPN F k)2 < ST (14 [ e M| f (k) 2,

kezm keczmn
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Por lo tanto

||f||G”*5*T(T”) S ||f||GU,6,s(Tn).

Teorema 4.1.2. Sean s,0;,02,0 € R con 0 # 0y d; > . Entonces
GU,61,3<TTL) SN GU,(;Q,S(TTL>.

Demostracion. Como 201|k|Y/7 > 26,|k|'/?, entonces

(L [RP) M > (14 K2y

Asi
s 1/o0, & s 1/0, &
D (L (kP e f(R)P < D7 (14 [K7)e® | F (k).

kezn kezn

Por lo tanto
HfHGf’ﬁzvS(ﬂrn) < ||f”fov51,S(Tn)-

Lo que termina la prueba.

Teorema 4.1.3. Sean s,9,01,02 € R con 01,00 > 1y 01 > 05. Entonces
GO (T™) s Go2%%(T™).
Demostracion. Dado que 01,0, > 1, entonces (}2 < a%
x Si K =0, entonces |k|'/72 = |k|}/7L.
x Si k #£ 0, se tiene que k > 1. Luego \kz|1/"2 < \k|1/"1. Asi
(1 + |k|2)3625|k|1/"2 < (1 + |k|2)3625|k|1/01‘

De esta manera

Z (1 + |k|2)5626\k\1/°2|f(k:)|2 < Z (1 + |k|2)8€26|k‘1/01|f(]€)|2.

k’EZn keZn

Por lo tanto

| fllgozsscany < I fllgorssimmy-
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]

Antes de enunciar la dltima propiedad de los espacios de Gevrey peridédicos, primero

daremos una definiciéon de los espacios de Sobolev.

Definicién 4.1.4 (Espacios de Sobolev). Sea s € R. El espacio de Sobolev denotado

por H>. = H>. ([-7,7]) es el conjunto de todas las funciones periédicas tal que
IFIIS =27 32 (1 +[k[*)*[F(R)]* < oo,
k=—o00

~

donde f(k) denota la transformada de Fourier.

Teorema 4.1.4. Si s > 5, 0 >0y o >1. Entonces

G5 (T™) < HE, (T™) — Chep.

per

Demostracion. Para 6 > 0 tenemos

s| f 5626|k|1/0 P
17y = 0 A IR = 3 (1 k) S ) P
kezn kezn
< X0 (U [RPY PR F R
keZn
= || fllgos.s(rny-
Es decir,
1f| ?{;er(w) < | fllGos.s(rny- (4.1)
Luego por el Teorema 3-195 Iorio [8] se tiene
HS,(T") = Cper si s> g (4.2)

asi (4.1) y (4.2)) implican

g S n S mn : n
GO (T ) = Hpoo(T") = Cpep,  sis > 5 0 >0.

Lo que termina la prueba. O]

Existen otras propiedades importantes periddicas en los espacios de Gevrey, las cuales
requieren para su comprension conocimientos avanzados del analisis armonico, lo cual
es dificil de adquirir por un estudiante de pregrado. Por tal motivo en esta monografia

se omiten tales resultados.
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