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Resumen
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Departamento de Matematicas y Estadistica

LA ECUACION DE BOUSSINESQ FRACCIONARIA EN TIEMPO Y ESPACIO

Por Willington Rafael Peralta Lépez

El propésito de este trabajo de investigacion es el estudio del problema de valor
inicial para la ecuacién de Boussinesq fraccionaria en tiempo y espacio. Para el caso
de las derivadas temporales se usa el abordaje de Caputo y las derivadas fracionarias
en espacio son definidas usando transformada de Fourier. Después de obtener una
version integro-diferencial de la ecuacion de Boussinesq se obtienen resultados de
buena colocacién local o global en tiempo sobre espacios LP-débiles.

La ecuacién de Boussinesq se utiliza para modelar fenémenos fisicos tales co-
mo la propagacién de ondas dispersivas no lineales, lo cual es una razén més para
estudiar este tipo de problemas.

Palabras claves: Calculo fraccionario, ecuaciones diferenciales parciales no linea-
les, ecuacion de Boussinesq, espacios Lp-debiles, funciones de Mittag-Leffler, deri-

vada fraccionaria de Caputo, transformada de Fourier.
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Abstract

Facultad de Ciencias Béasicas

Departamento de Matematicas y Estadistica
Magister en Matematicas

LA ECUACION DE BOUSSINESQ FRACCIONARIA EN TIEMPO Y ESPACIO

By Willington Rafael Peralta Lépez

The purpose of this research work is the study of the initial value problem for the
fractional, in time and space, Boussinesq equation. For the case of time derivatives,
the Caputo approach is used and the fractional derivatives in space are defined using
the Fourier transform. After obtaining an integro-differential version of the Boussi-
nesq equation, results were obtained for local or global well-posedness in time on
LP-weak spaces.

The Boussinesq equation is used to model physical phenomena such as nonli-
near dispersive wave propagation, which is one more reason to study this type of
problem.

Keywords: Fractional calculus, nonlinear partial differential equations, Boussi-
nesq equation, L’-weak spaces, Mittag-Leffler functions, Caputo fractional derivati-

ve, Fourier transform.
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INTRODUCCION

El célculo fraccionario constituye un campo del andlisis matemético que actual-
mente estd teniendo un gran auge en la Fisica, la Ingenieria, la Biologia y la Econo-
mia. La integral y la derivada de orden fraccionario tienen aplicaciones en el modela-
miento de sistemas fisicos con capacidad de modelar fenémenos como problemas de
difusion, viscoelasticidad, hidrodindmica, mecanica, biologia, entre otros (ver Var-
gas [18]).

En este trabajo estudiamos la ecuacién de Boussinesq, la cual se utiliza para mo-
delar fenémenos fisicos tales como la propagacion de ondas dispersivas no lineales,
lo cual es una razén més para estudiar este tipo de problemas.

La ecuacioén fraccionaria de Boussinesq es una variante de la cldsica ecuacién de
Boussinesq que incluye derivadas fraccionarias en variables temporales y espaciales.
Esta ecuacion surge en el estudio de la propagacion y difusién de ondas en medios
complejos con comportamiento no local y dependiente de la memoria. Aqui hay
algunas aplicaciones de la ecuacion fraccionaria de Boussinesq en varios campos:

- Propagaciéon de ondas en medios no lineales: La ecuacién fraccionaria de
Boussinesq se utiliza para modelar la propagacién de ondas no lineales en medios
con efectos de memoria. Esto puede incluir varios fenémenos fisicos como ondas
solitarias, ondas de choque dispersivas y otros patrones de ondas no lineales.

- Propagaciéon de ondas sismicas: en sismologia, la ecuacién fraccionaria de
Boussinesq se puede emplear para describir la propagacién de ondas sismicas en
medios heterogéneos con propiedades complejas. Esto es ttil para comprender el
comportamiento de las olas en regiones con diferentes estructuras del subsuelo.

- Conduccién de calor en medios fractales: la ecuacion fraccional de Boussinesq
también se puede aplicar para describir la conduccién de calor en materiales con

propiedades fractales. Los medios fractales tienen estructuras similares a si mismas
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en varias escalas, y el calculo fraccional permite una representacion mds precisa de
la difusién de calor en dichos materiales.

- Dindmica de fluidos y oceanografia: las ecuaciones fraccionarias de Boussi-
nesq encuentran aplicaciones en el estudio de la dinamica de fluidos y la oceanogra-
fia. Pueden describir el comportamiento de ondas largas en fluidos estratificados,
incluidos los efectos de dispersién y memoria en la dindmica.

- Sistemas biolégicos: se han propuesto modelos fraccionarios, incluida la ecua-
cién fraccionaria de Boussinesq, para estudiar diversos fenémenos biol6égicos, como
la migracion celular, la dindmica de poblaciones y la difusién de moléculas en los
tejidos. Estos modelos explican la naturaleza no local y dependiente de la memoria
de ciertos procesos biolégicos.

- Fenémenos de transporte anémalos: las ecuaciones fraccionarias se utilizan a
menudo para modelar la difusién y el transporte anémalos en sistemas en los que
los modelos de difusién tradicionales no logran capturar con precisiéon el compor-
tamiento observado. La ecuacién fraccionaria de Boussinesq se puede aplicar para
describir estos fenémenos de transporte anémalos.

- Ciencia de los materiales: al estudiar materiales con microestructuras comple-
jas, como materiales porosos o materiales compuestos, la ecuacién fraccionaria de
Boussinesq se puede emplear para modelar el transporte de calor u otras cantidades
a través de estas estructuras complejas.

- Hidrodindmica en medios porosos: las ecuaciones fraccionarias de Boussinesq
se utilizan para modelar el flujo de fluidos y la transferencia de calor en medios
porosos, teniendo en cuenta los efectos no locales y de memoria que surgen debido
a las geometrias complejas de los poros y canales.

- Modelado de terremotos: la ecuacion fraccionaria de Boussinesq puede ser ttil
para modelar la dindmica de terremotos y las réplicas, teniendo en cuenta las inter-
acciones no locales y los efectos de memoria que pueden desempefiar un papel en la
actividad sismica.

- Optica no lineal: en el campo de la éptica no lineal, donde se estudia la pro-
pagacion de la luz a través de medios complejos, la ecuacién fraccionaria de Boussi-

nesq puede proporcionar informacion sobre el comportamiento de las ondas 6pticas
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en materiales con respuestas no locales y dependientes de la memoria.

Estas aplicaciones demuestran la versatilidad de la ecuacién fraccionaria de Bous-
sinesq para describir una amplia gama de fenémenos fisicos complejos en los que las
ecuaciones diferenciales tradicionales pueden no capturar con precisiéon la compleja
dindmica.

El proposito de nuestro trabajo de investigacion es obtener resultados de buena
colocacion local o global en espacios LP-débiles para la ecuacion Boussinesq fraccio-

naria en tiempo y espacio, a saber,

Dou(x,t) + (=A)zu(x, t) + (—A)u(x,t) = y(=A) 2 f(u(x, 1)), x € R%,t>0,

u(x,0) =uo(x), u(x,0)=ui(x) x € R,

Los espacios LP-débiles son un caso particular de los espacios de Lorentz L(P4), don-
de estos tltimos se definen como el conjunto de todas las funciones medibles f sobre

R" tal que la cantidad

1
© g d dt\d
B/ t;f**(t) ) , sil<p<oo,1<d< oo,
£l pa) = <d 0 [ ] t

1
sup,.q £7 £ (), sil<p<oo,d=oo,

es finita. Aqui

7 (t) = 1/()tf*(s)ds, fft)=inf{s>0: u({x € Q:|f(x)] >s}) <t}, t>0,

con y denotando la medida de Lebesgue. En particular, LP (QQ) = LP?(Q)), y cuando
d = oo, LP*°(Q)) son llamados espacios LP-débiles (ver Grafakos [7]).

Basado en algunas referencias, es sabido que incluso la teorfa més bésica de las
ecuaciones fraccionarias estd incompleta y existen muchos problemas abiertos e in-
teresantes que abordar en esta area. Es por tal motivo, que en este trabajo me enfo-
care en dar respuestas a algunas preguntas pendientes en esta drea relacionadas con
el problema de buena colocacién del problema asociado a la ecuacién de Boussinesq

fraccionaria en tiempo y espacio.






Capitulo 1

PRELIMINARES

En este capitulo se exponen algunas definiciones y resultados preliminares que
facilitardn la lectura y compresion del presente trabajo; inicialmente se introducen
unos lemas auxiliares que ayudardn en las demostraciones de los resultados, y a
continuacién algunos teoremas necesarios en espacios L?. Lo anterior serd de gran
ayuda en el capitulo 3, donde estudiaremos la ecuacién de Boussinesq fraccionaria

en tiempo y espacio en el marco de los espacios L débiles.

1.1. Espacios LY

A continuacién se presentan la definicién de los espacios L? y sus propiedades

mads importantes.

Definicién 1.1. Sea f una funciéon y — medible en X. Se dice que f es esencialmente acotada

si existe un niimero M tal que 0 < M < co y |f(x)| < M para todo x € X

Definicién 1.2. L®(X, u, M) o L es la coleccion de todas las funciones esencialmente

acotadas y — medibles en X. Ademds, la norma de una funcion f € L* es el niimero

I fll = inf {|f(x)| < M paratodox € X}

0<M<oo

Considere ahora (X, 4, M) un espacio de mediday 0 < p < oo

Definiciéon 1.3. Sea f : X — [—00, 00| una funcion y — medible. Se dice que f € LP o

feLlP(X, uM)si

Jx |fIPdp < oo.

Si f € LP, la norma de f es el niimero
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IFIl = (fx [f1Pdp) 7.

Teorema 1.1 (Teorema de la Desigualdad de Young). Sean p € [1,00], f € LF(R%) y

g € L'(RY), entonces f xg € LP(RY) y || f  gl|r < [If]rllg]]0s
Demostracién. Véase Amann y Escher, [1], pag. 164. O

Teorema 1.2 (Teorema de interpolacién Riesz-Thorin). Sean (X, ) y (Y,v) dos es-
pacios de medida. Sea T un operador lineal definido en el conjunto de todas las funciones

simples sobre X que toman valores en el conjunto de funciones medibles en Y. Ademds , sean

1 < po, p1,90, 91 < 00, y suponga que
HT ()l o < Mol fllo y IT()l[en < Malfl[en,

para todas las funciones simples f en X. Entonces para todo 0 < 6 < 1 tenemos
T ()l < My~ MY [£] |1

para todas funciones simples en X, donde

1 1-6 6 1 1-6 6
p pPo Pr "9 q0 71
Demostracién. Véase Grafakos, [7], pag. 34. O

Definicién 1.4. Sea (X, d) un espacio métrico. Una funcion T : X — X es llamada una

contraccion sobre X si existe un niimero positivo x < 1 tal que para todo x,y € X

d(T(x), T(y)) < ad(x,y).

Teorema 1.3 (Teorema de punto fijo de Banach). Sea (X, d) un espacio métrico, X # Q.
Suponga que X es completo y sea T : X — X una contraccion sobre X. Entonces T tiene

un tinico punto fijo.

Demostracién. Véase Kreyszig, [10], pag. 300. O
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1.2. Espacios L” débiles

Los espacios L débiles también conocidos como espacios de Marcinkiewicz, son
una clase de espacios de Lorentz LP4 los cuales se definen a partir de la funcién
distribucién, que explica como se comporta una funcién f : X — K(K =R 6K =
C) a medida que recorremos el rango de sus valores, es decir, que esta distribucion
mide el tamafio de los conjuntos {x € X : |f(x)| > A} de una funcién f a partir de
una cierta altura, determinada por el parametro A > 0. Veamos la definicién formal

de dicha funcién de distribucién y algunas de sus propiedades.

Definicién 1.5. Espacio totalmente c-medible.

Considere un espacio R con medida p decimos que (R, ) es totalmente o-medible si
existe una sucesion creciente {R,}_, de subconjuntos medibles de R con medida finita
cuya union es todo R.

Ademds

Mt ={f: R —[0,00] / f es c — medible}.

Definicién 1.6. Una aplicacion p : M+ — [0, co| se llama funcién norma o simplemente
norma si, para toda f, g, fu(n = 1,2,3,...) en M™, para toda constante a > 0, y para todos

los subconjuntos o-sigma medibles E de R, se cumplen las siguientes propiedades:

(i) p(f) =0siysolosi f =0, y-c.t.p;
p(af) = ap(f);
p(f +8) < p(f) +p(8)

(i) 0 < g < f, pctp=p(g) < p(f)
(iii) 0 < fu 1 f p-ctp=p(fu) T o(f)
(iv) u(E) < c0o = p(XE) < o0

(W) u(E) < oo = [ f(x)du(x) < Cgp(f) para alguna constante 0 < Cp < oo,

dependiendo de E y p, pero independiente de f.

Definicién 1.7. Sea p una funcién norma. La coleccion X = X (p) de funciones f en M

para los cuales p(|f|) < oo es llamado un espacio de funcién Banach. Para cada f € X se
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define

fllx = e(lfD)

Definiciéon 1.8. My C M es el conjunto de funciones finitas p-c.t.p, es decir, si f € My

el conjunto

F={xeR : f(x) = oo}

tiene medida 0.

1.2.1. Funcidn de distribucién

Definicién 1.9. Sea f una funcién en M. La funcién distribucion de f, denotada y s, viene

dada por

pr(A) = p{x € X |f(x)| > A},

para todo A > 0. Note que s : [0,00) — [0, 0].

Observe que yis depende tinicamente del valor absoluto |f| de la funcién f y

puede asumir el valor de +co.

Definicién 1.10. Sea (S,v) un espacio completo de medida o-finita. Se dice que dos fun-
ciones f € Mo(R,u) y g € Mo(S,v) son equimedibles si tienen la misma funcion de

distribucion, es decir, si jig(A) = vg(A) para todo A > 0.

Proposicion 1.4 (Propiedades). Supongamos que f,gy fu, (n = 1,2,3.,...) pertenecen
a Mo(R, i) y sea a cualquier escalar distinto de cero. La funcion de distribucion pi es una

funcién no negativa, decreciente y continua a la derecha en [0, o). Ademds
1. |g] < |f| p-c.t.p, entonces pg < pg;
2. ta(A) = pr(A/la]), (A =0);

3. Mprg(AM+A2) S pp(Ar) +pg(A2) (A, A2 >0);
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4. |f| < Uminfy eo |fu| p-c.t.p, entonces s < liminf, e iy, En particular, si | f,| 1

|f|, entonces ps, T .

Demostracién. Véase Lorentz, [16], pag. 45. O

Ejemplo 1.5. Procedemos a calcular la funcion de distribucion de una funcion simple no

negativa f. Supongamos que
f(x) =Y a;X (x), (1.1)
j=1

donde E; son conjuntos medibles de medida finita disjuntos dos a dos y a; > ap > -+ -a, >

0. Sea A € [0, 00). Entonces

® siA > ay, tenemos que {x € R : |f(x)] < A} =D con lo que

® siay > A > ay, tenemos que {x € R : |f(x)| < A} = E; con lo que
nr(A) = p(Er);
* siay > A > az, tenemos que {x € R : [f(x)| < A} = E; U Ey. luego

ur(A) = u(E1) + p(E2);

n
o en general, tenemos que ps(A) =Y miXa,, 1 07) (A), donde
j=1

Yaps1 = 0.

En la Figura 1.1 en la izquierda esta representada f y en la derecha jiy.
Ahora, a partir de la funcién distribucién, veamos una primera definicién de los

espacios L7 débiles y algunas de sus propiedades.
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10
ai L
ar | .
—H#(Es3)
u(Ez)
sy u(E1)
as a» aq

Es E, E;

FIGURA 1.1: Gréfica de f y de iy

Definicién 1.11. Para 1 < p < oo, se define el espacio LV (R, y) —débil como el conjunto
de todas las funciones f p-medibles tales que

cr
< ' para todo A > 0} (1.2)

Hﬂmm:m%c>o:wmy_

= sup {w}(v) Dy > 0} (1.3)

es finito.
El espacio L (R, u)—débil es por definicion L*(R, u).

Veamos que efectivamente (1.2) y (1.3) son iguales. Sean

1
ﬂ=sup{w}(v) : 7>0} y

14
b:inf{C>0 D pr(A) < % paratodo)\>0}.

Veamos que a = b. En efecto, sea v > 0 tal que

Por lo tanto,

P
ae {C>O D pup(A) < % paratodo)\>0}
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asia > b. Por otro lado, sea
CP
D e {C >0 pp(A) < ' para todo A > 0},

es decir, D > 0y ps(A) < &7, con A > 0. Entonces A¥i;(A) < DP; en consecuencia,

1
Au fp (A) < D. Delo cual se sigue que D es cota superior del conjunto
1
{w}i(v) P> 0},
asi

1
a:sup{'yy]’i(’y) : 'y>0} <D.

Dado que D se escogi¢ de manera arbitraria en el conjunto

p

{C>O tpup(A) < % paratodO/\>O},

hemos demostrado que para todo

P
D e {C>O D up(A) < % paratodo}\>0},

se tiene que a < D, esto es, a es cota inferior de
Ccr
{C >0 ps(A) < 1y Para todo A > O},

Lo que prueba que a < b. Se concluye que a = b.

Proposicién 1.6. Sea f y g funciones y—medibles sobre un espacio de medida (R, ) y

k € C\ {0}. Entonces
LIk fllees = lll fllre;
2. 0|f +glle < Co(llfllre + lIgllire), donde C, = max{2,27 };
3. Si||f|ltp> = 0, entonces f = 0 p-c.t.p.

Demostracién. Véase Grafakos, [7], pag. 5. ]
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Proposicion 1.7. Si1 < p < ooy f € LP(R, ), entonces || f||Lr~ < ||f|lLr, por lo tanto
LF(R, 1) € LP(R, ).

Demostracién. Véase Grafakos, [7], pag. 5. O

Observacién 1.1. La inclusion LP (R, i) C LP°(R, u) es estricta. Por ejemplo, en R" con

la medida de Lebesgue, considere f(x) = |x| . Aplicando coordenadas polares se tiene que

[ rlrax = [ (1x75) ax= [ yl‘d

= Cn/ lnr”_ldr: Cn/ 1dr,
0o r 0o 7

la cual es divergente, por lo tanto f ¢ LF(IR™). Por otro lado, para todo o > 0,

APug(A) = APu ({x €X: |x7%| > A})

:Apy<{x€X : \x|<)\1,,}>

1
AP

- )\pvn = Uy,

donde vy, es la medida de la bola unitaria en R". Por lo anterior, || f|| Lpeo(rr) < 09, es decir,
f € LP®(R").

Teorema 1.8 (Desigualdad de Hélder en espacios L? débiles). Sea (X, ) un espacio

de medida, f; € LPi™° (X, u), donde1 < p; < ooyl < j <k Sea

1 1 1
+o =
[ | Pk

Entonces

k 1 k
_1 P;
Ifr- fille < p7r 1o TTIAN -
=17 =1

Demostracién. Véase Grafakos, [7], pag. 15.
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1.2.2. Reordinamiento decreciente

Definicién 1.12. Supongamos que f pertenece a M. El reordenamiento decreciente de f

es la funcién f* definida en [0, 00) por
fr(t) =mfH{A >0 : pur(A) <t}, (t>0). (1.4)

Observe que f* depende tinicamente del valor absoluto |f| de la funcién f. Ob-

servemos algunas consecuencias de la definicién de f*.
Observacién 1.2. Si f y g pertenecen a M y son equimedibles, entonces f* = g*.

Observacion 1.3. f*(t) = sup{A >0 : pg(A) >t} = my,(t), donde m es la medida de

Lebesgue.

Ejemplo1.9.  a. Procedemos a calcular el reordenamiento decreciente de la funcion sim-
ple f dada en (1.1). Teniendo en cuenta (1.4) y la grdfica de y s en la figura (1.1), vemos
que f*(t) = 0sit > m3. También vemos que si ms >t > my, entonces f*(t) = az y

si my > my, entonces f*(t) = ayp y asi sucesivamente. Por tanto,

donde hemos tomado my = 0.

Geométricamente, simplemente estamos reordenando los bloques verticales en la grafi-
ca de f en un orden decreciente para obtener el reordenamiento decreciente f* (véase

Figura 1.2).

b. A veces es mds iitil dividir la funcion f en blogques horizontales mds que en verticales.

Por lo tanto, la funcion simple f en (1.1) también se puede escribir como

F) = Y b (x),

k=1

donde los coeficientes by son positivos y los conjuntos Fy forman una sucesion creciente

F, C K, C -+ C F,y cada uno de ellos tiene medida finita. En comparacién con (1.1)
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H(E1) u(Ez) u(Es)

FIGURA 1.2: Gréfica de f*

obtenemos que

flx) = i b Xr (x) = i(ak - flk+1)X[Uk ]Ej](x)
k=1 k=1
n k
=Y (ax — axs1) (E XE;(X)>
P =1
= X, (x) i(ﬂk — 1) + -+ X (x) i(ﬂk — Aki1)
P k=1

En este caso, el reordenamiento decreciente se ve que se forma deslizando los blogues
en cada capa horizontal para formar un solo bloque mds grande posicionado con su

extremo izquierdo contra el eje vertical(ver figura). Por lo tanto,

fr(x) = kz b Xjo,u(r)) (X)- (1.5)
=1

En la Figura 1.3 en la izquierda se encuentra la funcién f y en la derecha estd f*
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o []n I
b, b,
as. el lesasd  lmesas
b3 by

u(R) H(k) u(F)
FIGURA 1.3: Gréfica de f y de f*

Observacién 1.4. Si fes continua por la derecha y decreciente, entonces f = f*.

Proposicién 1.10. Supongamos que f,Qy fu, (n = 1,2,3,...) pertenecen a Mo(R, 1) y
sea a cualquier escalar distinto de cero. El reordenamiento decreciente f* es una funcién no

negativa, decreciente y continua a la derecha en [0, 00). Ademds
1. |g| < |f] p-c.t.p, entonces g* < f*;
2. (cf)* = lelf™;
3. (f+8)(ti+t) < fr(h)+g (k) (t,t220)

4. |f] < limyeo inf|fu| p-c.t.p, entonces f* < limy,_ oo inff;; En particular, si

|ful T |fl, entonces pg, 1 pig.
5. f(up(A)) < Asipp(A) < ooy ps(f (b)) < tsif(t) <o
6. fy f* son equimedibles;
7. (IfIP) = (f)7 (0 <p <o)
Demostracién. Véase Lorentz, [16], pag. 50. O

La siguiente proposicién nos describe las normas de L? a través del reordena-
miento decreciente y de la funcién de distribucion. En particular muestra que las

normas LF de f y f* coinciden.

Proposiciéon 1.11. Sea f € My, si 0 < p < oo, entonces:

/R fIPdp = p/ooo AP7ld) = /Ow(f*)mm.
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Ademds, en el caso p = oo, sup|f(x)| = Inf{A : ps(A) =0} = £*(0).
xeR

Demostracién. Véase Lorentz, [16], pag. 51. O

1.2.3. Desigualdad de Hardy y Littelewood

Pese a que el reordenamiento decreciente no preserva necesariamente la suma
o el producto de funciones, si que preserva algunas desigualdades donde estan in-
volucradas estas operaciones. Es lo que describiremos en el teorema de Hardy y

Littlewood.

Lema 1. Sea g una funcion simple no negativa de (R, u) y sea E C 'R medible. Entonces

(E)
/ngS/ 8" (s)ds
R 0

Demostracién. Véase Lorentz, [16], pag. 53. O

Teorema 1.12 (Desigualdad Hardy-Littelewood). Sea f,g € My, entonces

)
[ slan < [ F )5 ()

Demostracién. Véase Lorentz, [16], pag. 53. O

Definicién 1.13. Un espacio o-finito medible (R, jt), es llamado resonante, si para cual-

quier f,g € M(R,u), se cumple la igualdad
| £ ®at =sup [ 1Fx)50)ldux),
donde el supremo se toma sobre todas las funciones g € R equimedibles con g.

1.2.4. Funcién maximal

Definicién 1.14. Sea fo € Mo(R, i), llamamos funcion maximal de f* y denotamos con

f**a

e =1 [ Fas
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Proposicién 1.13. Supongamos que f,gy f, (n = 1,2,3,,...) pertenecen a Mo(R, 1) y
sea a cualquier escalar distinto de cero. Entonces f** es no negativa, decreciente y continua

en (0, c0). Ademds
1. f* =0siysolosi f =0 p-c.t.p;
2. fr <
3. |g| < |f| u-c.t.p, entonces g** < f**;
4 (af) = lalf*;
5 |ful T1f] u-c.t.p, entonces f,i* 1 f**.

Demostracion. Véase Lorentz, [16], pag. 54. O

1.2.5. El espacio de Lorentz

Definicién 1.15. Sea (R, i) un espacio o-finito medible, y suponga 1 < p,q < oo. El

espacio de Lorentz LP1(R, i) consta de todas las f € Mo(R, u) para lo cual la igualdad

{p[iro] e}, 0<q<m),
sup {t%f*(t)} (q = c0),

0<t<oo

1Al = (1.6)

es finita.

Proposicion 1.14. Supongamos1 < p < ooyl < g <r < co. Entonces

I fllLer < Clf||Lra,

para todo f € Mo(R, u), donde C es una constante que depende solo de p, g y r.

Demostracion. Véase Lorentz, [16], pag. 61. O
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1.3. Funciones de Mittag-Leffler

Las funciones de Mittag-Leffler son una generalizacién directa de la funcién ex-
ponencial e*, y juegan un papel importante en el calculo fraccionario. Las represen-
taciones de uno y dos pardmetros de la funcién Mittag-Leffler se puede definir en
términos de una serie de potencias como en la definicién siguiente.

En la siguiente definicion I'(.) denota la funcién Gamma, definida como la inte-

gral

I'(z) :/ e~tt*1dt,
0

la cual converge en la media derecha del plano complejo, es decir, para todo z € C
tal que Re(z) > 0. Esta funcién generaliza el factorial n! y permite a n tomar valores
no enteros e incluso complejos. Ademas satisface I'(n 4+ 1) = n! También se define la

funcién Beta por
1
B(z,w) = / s 1(1 — s)"ds, Re(z) > 0, Re(w) > 0.
0

De aqui en adelante B(-,-) representa la funcién Beta, la cual satisface la siguiente

relacion
I'(z)T(w) =T(z+w)B(z,w),

véase, C. Neto y P. Mendes., [13], Pag. 28.

Lema 2. Suponga que 1 — x y 1 — y son niimeros positivos. Entonces

t
/0 (t—s)*s¥ = tl_"_yB(l -x,1—-y),

donde B(x,y) = fol(l —5)*1s¥~1ds es la funcion Beta.

Demostracién. Véase Banquet, Ferreira y Villamizar-Roa [2]. O
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Definicién 1.16. Sean w, p niimeros complejos. La Funcion de Mittag-Leffler, E,p :
C — C, se define como:

o) Zk

Z):Zm,

k=0

Re(a) > 0, Re(B) > 0, para todo z € C.

1Lsip=1

00 z o Zk 12 Zk+1 1 o +1
E1,2(Z):Zr(k+2)zz 1) :Zz(kﬂ). z( Z k+1

k=0 k=0 (k+1)! k=0
1(20 & zm . .
= - ——i—Z——l cambio de variable m =k + 1
z \ 0~ m!
1, . e —1
= — — 1 =
z (e ) z
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7.Sia=2yp=1

P T O G AR Gt Vi
21(=%) kg)r(zkﬂ) 2k!

= cos(z).

k=0

A continuacién veremos una relacion de relacioén de recurencia de E, g(z). Para esto,

veamos que E, g(z) = zEy 44 4(2) + %{3) En efecto,

) Zk 00 Zn+1
Eupl®) = Lk p) ~ Ly Tl +p) T
00 Zn+1 ZO 00 7
_n21 I'(na+a+ B) - I'(B) + =T (na+a+p)
ZEucaJr,B(Z) + r(lﬁ)

Teorema 1.15. Si Re(B) > 1, Re(a) > 0, entonces

;ZEa’ﬁ(Z) = i[ED‘fﬁfl(z) - (,B - 1)Eﬂé,ﬁ(z)]‘

d I © fzk-1 a kzk—1
iz b (?) d{zl"txk+,8)} kgor(ak+/3)zzr(ak+ﬁ—1+1)

k=0 =0
) kkfl 1 & (X(k—%_Fﬁa;l)Zk—l
lcg(J(ak+:B_1) (“k+,3—1) :E,;](Dck+‘3—1)r(ak+‘3_1)’ Re(;B)>1
1S (wk+B—-1—-(B—1))2"!
_&lg(“k+ﬁ_1)r(“k+ﬁ—1)
_1|y (ak+B—1) 0 1)z
_a[kzo(ock—l—ﬁ—l)l“(zxk—i—ﬁ—l k;()r Dék—l—ﬁ—l—|—1)
1| Z 00
oz k;om ,;)r k+[3
= é[ wp-1(2) — (B—1)Eyp(z)]
O

El siguiente Teorema nos permitird establecer algunas estimativas de decaimien-

to para ciertos operadores a formulaciéon blanda de la ecuaciéon de Boussinesq.
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Teorema 1.16. Sea a < 2,  un niimero real arbitrario y wa /2 < p < min{m, Ta}.

Entonces existe C > 0 tal que,

C
1+ |z|

|Eap(2)] < (n < larg(z)[ < 7), |2] = 0.

Demostracién. Véase Podlubny, [14], pag. 35.
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Capitulo 2

CALCULO FRACCIONARIO

El objetivo de este capitulo es establecer parte de la terminologia y notaciéon que
usaremos a lo largo de este trabajo. Para ello presentamos algunos conceptos y re-

sultados basicos acerca de la integral y la derivada fraccionaria.

2.1. Algunos antecedentes

Los primeros indicios del calculo fraccionario aparecen hacia finales del siglo
XVII alrededor de algunos comentarios de L'Hopital respecto al valor de n en la

notacién

Z;Z establecida por Leibniz. En 1738 Leonhard Euler le encontraria sentido
a esta notacién cuando n no es entero, aclarando que si bien la razén diferencial para
el caso entero se calcula por diferenciaciéon continua, se puede dar sentido al caso
fraccionario por los métodos de interpolacién, muy en boga por esta época. Después
de ochenta afios, S. F. Lacroix retoma el problema de las derivadas fraccionarias,
encontrando una férmula para el cdlculo de %x“.

La integrodiferenciacion fraccionaria es un campo del anélisis matematico que
actualmente esta teniendo un gran auge en la fisica, la ingenieria y la economia. La
integral y la derivada de orden no entero tienen aplicaciones en el modelamiento de
sistemas fisicos con capacidad de modelar fenémenos con memoria como proble-
mas de difusioén, viscoelasticidad, movimiento Browniano, hidrodinamica, mecéni-
ca, biologia, teoria de sefiales, fenémenos fractales,control automatico, entre otros.

La idea de usar 6rdenes fraccionarios en diferenciacién e integracién proviene
del siglo XVIIL. Durante los siglos XVIII y XIX se dieron pocos desarrollos tanto te6-

ricos como aplicados. Sin embargo, es a partir de 1974 que el calculo fraccionario
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empieza a tomar importancia como campo de investigacién en matematicas. En este
afio B. Ross organiza la primera conferencia de Célculo Fraccionario y sus aplicacio-
nes en la universidad de New Haven. Las memorias de este evento [15] , editadas
por el mismo Ross, en conjunto con la primera monografia escrita por Oldhman y
Spanier [Oldham], se convirtieron en una fuente importante de trabajos en el campo
del calculo fraccionario y sus aplicaciones. Entre los innumerables trabajos tedricos
y de aplicaciones es conveniente resaltar los resultados de Caputo y Gorenflo. Ade-
mas las ecuaciones fraccionarias pueden modelar curvas muy complejas que estan
totalmente fuera del alcance de las ecuaciones diferenciales ordinarias. El impacto
que ha tenido el estudio de los operadores de integracion y diferenciacién de orden
fraccionario se hace evidente en la gran cantidad de articulos publicados en los 1l-
timos afios. La derivada fraccionaria generaliza la derivacion e integracion usuales,

incorporando 6rdenes no enteros.

2.2. Laintegral fraccionaria de Riemann-Liouville

Sean X un espacio de Banach, b € (0,00) y f € L!([a, b]). Definimos para t € [a, b]

la funcién

1) = [ fleyas

La cual se cumple que: I} f(a) = 0.

Definiendo I2f(t) = I! (I} f) () y aplicando el Teorema de Fubini se tiene

2f(t) = /at /:f(r)drds

= /at /rtf(r)dsdr

— /ﬂt(t — ) f(r)dr.
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De forma similar podemos comprobar que

B =5 [ (= n2f (i

_ /ﬂt / /:f(x)dxdrds.

Esta férmula se puede generalizar para n € Z* obteniendose la nésima integral

de la funcién f como se indica a continuacion.

Teorema 2.1. Sean € Z* y f € L'([a,b]). La n-ésima integral de la funcién f estd dada

por

1 t
() = —— / (t— 1) f(r)dr, t > a, n e Z*. 2.1

T'(n) Ja
Demostracién. Hagamos induccién sobre n. Los casos n = 1 y n = 2 ya estan de-
mostrados. Suponagmos que se tiene el resultado para n = k y demostremos que se
cumple para n = k + 1. Aplicaremos el Teorema de Fubini y las propiedades de la

funcién Gamma.

L = /at 1"(1k) /at(s — ) f(r)drds

= 1”(1k) /ﬂt /rt(s — )L (r)dsdr
_ r(lk) ./atf(r) Urt(s - r)k—lds} dr

1
= F(k)/,z p f(r)dr
1

_ kr(k)/at(t—r)kf(r)dr

O]

El resultado anterior nos da una pista para entender una forma de definir la

generalizacion de (2.1), la cual se da a continuacion.
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Definicién 2.1. Sea f € L}(0,b,X), b > 0y X un espacio de Banach, la integral fraccio-

naria de Riemann-Liouville de orden « € (0,1) de f se define por

IF(F) = r(la) /at(t —s)*Lf(s)ds, t € [0,b].

Definicién 2.2. Sea « > 0 y consideremos la funcion g, :— [0, co) dada por

L1 gip >0,
g(t)y = @ 2.2)

0, sit <0,
donde T es la funcion Gamma.

Observacién 2.1. Note que con base en la definicion 2.2 podemos escribir la integral de

orden « de la funcién f como la convolucion:

B0 = (s D0 = 1 ) 8ol =907 (s = s [ (1= (o)

Sia = 0 tenemos que I} f = f.

Ejemplo 2.2. La integral fraccionaria de la funcion f(t) = t7 estd dada por

L) = o+l

—— gt -1, 0.
(vy+a+1) T “=

En efecto demostrando ,y haciendo la sustitucién u = $ tenemos que:

El
t

B0 = 1y (=5 s
1t o
= F(oc)/o (t—s)* 1s7ds
_ r(la) Ot (1 — 1) L
= r(llx)t“ﬂB(a,fy +1)
T@l(a+1) oy
C T(a+7y+1)I(a)

F'(a+9+1)
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Ejemplo 2.3. Calcula la integral fraccionaria de Riemann-Liouville de f(x) = x?> cona = 0

_ 1
ya=s3

Sabemos que por definicion de integral fraccionaria de Riemann- Liouville tenemos

B = g [ =00

Hagamos u = %,notemos que:
(x =) 72=(x(1— 1)) 72=(x) "2 (1 - £) 7
du = % (0 bien ) dt = xdu ,ademas t = 0, entonces u =0

sit = x, entonces u = 1 aqui t = xu , entonces:

B — /1x§(1 1)~ 2 (xu)2xdu
0t T (1) o
T(3)/o
1 1 5 (1 1
Igx* = xf/ (1—u)"2udu
(z) Jo
1 1 5 1
Ipx* = ] x?/ (1—u)2"'u’Ydu
T(3) Jo

1
Usando la funcion beta B(p,q) = / (1— )17 ()P 1at
0

Donde p,q > 0y ademas
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Por lo tanto:
1 1 r(3)r(i
peo L arerd)
I'(;) T(G+3)
do_ 16x3

Nota
Sabemos que la integral fraccionaria de Riemann -Liuville esta dada por la funcion

f(x) = x7 estd dada por:

BA) = gy [ (= 0P 0

Haciendo los cambios de variables,las sustituciones y usando la funcion Beta tenemos

IF(x) = r;é)x“+7LZj(1——u)“lu7du

L(y+1)

IYf(x) = =—————x"T7

of (%) C(a+y+1)

Asi, la integral fraccionaria de Riemann-Liuville esta dada por la funcion f(x) = x* con

a=0ya=1.

De lo anterior se tiene:

1, ! 112
x? (I—wu)2 " udu
0

IDL 2 —
R )
5 = r2+1) ,i+2
F(3+2+1)
Por lo tanto:
16x3

1
[y = 22
TN
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Ejemplo 2.4. Calcula la integral fraccionaria de Riemann-Liouville de una funcion polind-

mica f(x) =x>+2x2+1lcona=0ya =3

2 1 1 1 1 1
3 — a4y _\a—1 7 a4y o \a—1 a4y _a\a—1 .y
I3 f(x) F(oc)x /0 (I—w)* uVdu+ F(zx)x /0 (T—w)* "udu+ r(a)x /0 (1—u)*  u"du

1 1 1 1 1 1
= x%+3/ (1—u)%’1u3du+—x%+2/ (1—u)%’12u2du+—2 x%w/ (1—u)%’1u0du
0 0 r'(5) 0

__I'+1) By r2+1) L3+2 2I(0+1) 340
I(3+3+1) F(3+2+1) Ir(3+0+1)

Lema 3. Sean a, B > 0y considere g, : R — [0, 00). Entonces

Su* gp(t) = garp(t), t>0.

Demostracion. Sit > 0, entonces

Sa x gp(t) =/0 ga(t —s)gp(s)ds
t 1 a1 1 B
= | =
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Haciendo la sustitucién s = ¢, tenemos que ds = td¢, de donde t —s =t — ¢ =

t(1—¢).Cuandos =0, =0, ysis = t, entonces { = 1. Luego,

= —— @ “L(tE)P1d
80 3(8) = pryrcgy o 110~ D100

0
- T [ oot
x+p—1

Recordemos que
1
B(z1,22) = / s77H1 —5)2 s,
0

se sigue que

ttx—‘rﬁ—l

Sux 8p(t) = WB(,BID‘)-

De la relacion
['(z1)I(2z2) = T(z1 + 22)B(z1, 22),

tenemos

[(a+p)’
de lo cual se sigue que
patp-1
Su* 8p(t) = T(a+p) = atp(t).

2.3. La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville

A partir de la definicién de integral de orden fraccionario se define la derivada

de orden « (v > 0) de f en el sentido de Riemann-Liouville, teniendo en cuenta que
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esta definicion coincida con el caso donde « es un ntimero natural y que ademads se
conserven algunas propiedades clésicas de la derivada. Si consideramos n € Z* y
D" denota el operador diferencial de orden 7, entonces considerando (2.1) y usando

induccién se puede demostrar que

n—1 k

D) = £(t) ~ Y- FO(0) 1, £ 0.

k=0

Observemos que en general,
I'D" #£1,neZ",

donde I representa el operador identidad. Mds adn, I}) D" = I siy sélosi, f ©0)=0

parak =0,...,n — 1. Sin embargo,

D) = S [ =9 (s)as = 5 [ F(s)as =
dtn T (n) Tt
es decir, D"I! = I, n € Z*. A partir de estas consideraciones se define la derivada
fraccionaria de orden « € R™ como el operador inverso a izquierda del operador

fraccionario Ij.

Definicién 2.3. Sea « € (0,1),b > 0y f € LY(0,b;X) con f * g1, € WY(0,b; X).
Siendo X un espacio de Banach, se define la derivada fraccionaria de Riemann-liouville de

oreden w, denota como D% f(t), por

o o, —K _ [ _ 1 d t —
D := D f(8) = Dif (1) = Fy—gy g Jp (0 =) “F(o) s

Observacidn 2.2. Nétese que si « es un niimero entero positivo entonces, la definicion
anterior coincide con la derivada de orden entero. En efecto, si &« = k, k € Z" ya >0,

tenemos que

k+1 k+1 k
Def(r) = DEF() = S rntpw = S g = IO,
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Ejemplo 2.5. Sea w € (0,1), B € (—1,00) y considere la funcién f(t) = ctP. Entonces la

integral fraccionaria estd dada por

Si calculamos la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville, haciendo el cambio

de variable u = 3, obtenemos

DF() = =gy gp Jy (=) () s

c d [t ,“
:F(l—a)clt/o<t_5) sPds
:ITJia)iwéuﬂl—u»_%uﬂﬁdu
N m—)ﬁzi#ﬁ " /01<1 —u) " (u)Pdu

—a+p
:(—a+ﬁ+1)rc(t1_a)3(ﬁ+1/1—“)
:(_a+ﬁ+l)awﬂsm5+nru—a)

T1—a) T(B—a+2)

ct— ot r(ﬁ + 1)

= (et ptl) T(B—a+2)

Observacion 2.3. Del ejemplo anterior tenemos que la derivada fraccionaria de Riemann-

Liouwille de una funcion constante esta dado por

a+p r(ﬁ + 1)

Djc=(—a+B+1)ct” TB—at2)

Note que si consideramos tP = 1, tenemos que la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville

de una funcién constante es dada por

o, (1_“) —a
DaC—Cm

la cual es diferente de cero. Ademds, al calcular la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville
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de una funcién general, no podemos esperar un comportamiento no singular en cero. Enton-
ces para evitar estas dificultades, adoptamos el concepto de derivada fraccionaria de Caputo,
que representa una especie de regularizacion en el origen temporal de la derivada fraccionaria
de Riemann-Liouville y satisface la propiedad relevante de ser cero cuando se aplica a una

constante.

La ultima observacion y otras razones principalmente fisicas y practicas llevaron

a la definicién de Caputo.

Ejemplo 2.6. Calculemos la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de una funcién
polinomial f(x) = x> +2x> 4+ 1cona =0y a = 3:

Sabemos que

D) = rr—gy g ) (=0 FO

Haciendo los cambios de variables,sustituciones y usando la funcion beta,la derivada

fraccionaria de Riemann-Liouville para una funcion dada nos queda:

Dif(x) = (—a+ B+ 1)x"‘+5r(l;%(€;:l)2).

Entonces:

2
D2 (x> +2x* +1) = (

2.4. La Derivada Fraccionaria de Caputo

El modelo matemaético de ciertos problemas hace necesario considerar ecuacio-
nes diferenciales con derivadas de orden fraccionario junto a condiciones iniciales.
Sin embargo la definicién de Riemann-Liouville no es suficiente para dar salida a es-

ta necesidad pues, en este caso las condiciones iniciales correspondientes no tienen
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una interpretacion fisica. Para resolver este problema consideremos una definicién
alternativa de derivada fraccionaria debida a Caputo (ver Tasbozan [17] y Caputo
[4]) Tal definicién permite plantear problemas con condiciones iniciales asociados a
ecuaciones diferenciales de orden fraccionario. Consideremos la siguiente definicién

con algunas propiedades.

Definicién 2.4. Sea f : [a,b] — R una funcion tal que la (m — 1)—derivada de f es
absolutamente continua en [a,b], « € R™ ym € Z tales que m — 1 < a < m. Se define la

derivada fraccionaria de Caputo de orden « denotada por ‘D% f (t) como

m-—uw

DLF1) = T =y, (g
Aqui £ denota la m-ésima derivada de la funcion f.

Ejemplo 2.7. Calcular la derivada fraccionaria de caputo de una funcién radical f(t) = /t

— _ 3.
cona=0ya=7:

DEF() = g )/a( ds

t— S)a-i—l—m

plyie Lt (Vo)W
DiVi= 3)/0 T ds

_S)§+171

t _l
CD% t = 1 / (s) zsds
)Jo (t—s)s

Hagamos u = $,notemos que:

3 3 3 3
(t—s)i=(t(1—3))1=(t)1(1—$)3
du = % (0 bien ) ds = tdu ,ademas s = 0, entonces u = 0

sis = t, entonces u = 1 aqui s = tu , entonces:
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1
Usando la funcion beta B(p,q) = / (1— )11 (t)Ptdt
0

Donde p,q > 0y ademas

Por lo tanto:

3 1 r(Hr
CD,‘%\/E: (21) (14)
2 77171

CI)E\/E:::‘AAA¥§§;AA
r(3)

2(t)%
Lema 4. Sean aq,a2,b >0, f € L'(0,b; X) y h € C([0,b]; X), entonces
LA = 1 (1)
2 DY) = ()
3. Sigi_a *xf € WL1(0,b; X), entonces

1

DY = () = prt T {6}

s=0

Mas aiin, si existe una funcién integrable ¢ tal que f = I, ¢(t), entonces

LD f (1) = f(1).
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Aqui, la notacien W1(0,b; X) denota el espacio de Sobolev de las funciones g :

(0,b) — X tal que gy g pertenecen a L*(0, b; X);

4. DU Lh(t) = h(t);

5. Si g1-a, xh € WYL(0,b; X), entonces 11D h(t) = h(t) — h(0).

Demostracion. 1. Por Lema (3)

Ifllfzf(t) = 8y * (gﬂéz *f)(t) = (gt?él *gﬂéz) *f(t) = Qa1+ *f(t) = Ifl+a2f(t)'

2. Por item 1 tenemos que

DI f() = Dily ™11 = Dyl £ (1),

luego, por Teorema fundamental del calculo,

Dt () = 5 ([ 1e)as) = so).

3. Note que D;' f(t) € L}(0,b; X), por lo tanto

1 g w1 — g
) | =9 1D2£(s)

1 f #1 DA F(g
= ) , 9 DES)

D f(t) =

Por la regla de Leibniz

t(t - s)"‘lDSlISl_”‘lf(s)ds} .

1Dy £(t) = D}

{
:Dg{
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Finalmente, aplicando integraciéon por partes
' 1
o wl(a)

1 t MM £ (s)ds
g [ f()d}

B 05 f0) = 0} { ey {0 om i)

=Di {_0411“1(1x1)tm1 {Islialf(s)}

A D&(t—s)“ws-“lﬂs)ds}

— _L a1 — M f(g Tra7l—m s
= gt )] D)
= £~ gyt B

Ahora, si f(t) = [[¢(t), entonces por el item 2, concluimos que

D f() = LD I () = I (t) = f(1).

4. Dado que

(s coll = | (s 6= Mhioae)|

1 s o
< Wleqo g ([ =) ae| =0

s=0

entonces I{'h(s)|,_, = 0.

Ahora bien, por el item 2, D{'I}' f(t) = f(t), por lo tanto

“DMIA(E) = DM (IMA(E) — [9h(s)| _,) = DMIMA(E) = h().

5. Finalmente, observe que si H(t) = h(t) — h(0), por el item 3 y el item 4, obte-

nemos

MDY K(t) = [MDYH(t) = H(t) — r(;)t“l—l {Isl_"‘lH(s)}

= h(t) — h(0).

s=0

O]

Proposicién 2.8. Sea a € (0,1) y suponga que f € C'([0,b], X), entonces D} f(t) €
c([o,8], X) y

‘Dif(t) = I} f'(t) paratodot € [0,b].
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Demostracién. Primero observe por Teorema 2.2 de Kilbas, Pag. 93 [9] tenemos que

‘D f(t) € C([0,b], X). Entonces, para verificar la otra parte, observe que

‘Dif(t) = D (f(t) — £(0))

B 1 t(t_s)fuwrl ,

=D F(l—uc)(—a—i—l)/o a1 f(s)ds}

S ey eree [EURIOR NP RO
T —a)(—at1) 0

- r(ll_a) /0 (t—s)""f'(s)ds

= 1)

Lema5. Sea A € C,n € Nyn —1 < a < n, el problema de Cauchy
‘Diy — Ay = f(x),
con condiciones iniciales
y(0) =b; (bj €R; j =0,1,2,...,n — 1)

tiene solucion vinica dada por

n—1 . X

y() = L b (A + [ (x = 1) EaalA(x = D)7 f(D)d,
j=1 ?

donde Ey 11 Y Eq,n son funciones de Mittag-Leffler.

Demostracion. Véase Kilbas, Srivastava y Trujillo, [9], P4g. 231. ]
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Capitulo 3

ECUACION DE BOUSSINESQ
FRACCIONARIA EN TIEMPO Y
ESPACIO

En este trabajo se estudia la ecuacién de Boussinesq fraccionaria en tiempo y
espacio, basado en las definiciones de operadores diferenciales fraccionarios segiin

Caputo para la derivada temporal. Mds exactamente se estudia la ecuacién

I
2

“Dfu(x, ) + (~8)5u(x,t) + (~8) u(x,t) = 7(~4)

u(x,0) = up(x), wue(x,0)=ui(x) x € R",

f(u(x,t)), xe€R",t>0,

(3.1)
donde0 < 6 <2,u >0,v==£1,u(x,t) € Ry f es una funcién no-lineal conti-
nua que satisface |f(u) — f(v)| < Clu — v|(|u|* + |v|¥). La derivada fraccionaria en
la variable x se define a través de la Transformada de Fourier de la siguiente forma
(—A)"¢ = [|Z]*"g(Z)]Y(x), para a > 0. Ecuaciones de este tipo en una dimensién,
perocon vy = 1y = u = 2, fueron originalmente derivadas por Boussineq [3]
en su estudio de propagacion de ondas dispersivas no lineales. Es importante men-
cionar que esta ecuacién fue propuesta inicialmente en la literatura para describir
este tipo de fenomenos fisicos. La ecuacion (3.1) también fue usada por Zakharov
[19] como un modelo no lineal de cuerdas. Finalmente, Falk at. al. en [6] derivaron
una ecuacién equivalente en su estudio de aleaciones con memoria de forma. En
cuanto a la cuestién de buena colocacién local en una dimension, se han obtenido

varios resultados para la ecuacién (3.1) con ¢ = 6 = 2. Usando la teoria abstracta
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de Kato para la ecuacién de evolucién cuasilineal Bona y Sachs [8] mostraron una
buena postura local para f € C® y los datos iniciales uy € H**2(R), u; € H"(R)
con s > 1/2. Tsutsumi y Matahashi [11] establecieron un resultado similar cuando
f(u) = [ulPlu,p > 1y up € HY(R),u; = Xxx con x € HY(R). El mejor resulta-
do disponible en la literatura fue dado por Linares [5] donde probé que (3.1), con
5 = u = 2, estd localmente bien puesta en el caso f(u) = |u|P~'u,1 < p < 5and
ug € L>(R),uy = hy conh € H(R).

El objetivo serd encontrar ciertas estimativas en tiempo para la solucién de la
ecuacién de Boussinesq, en la cual aparecen las algunas funciones de Mittag-Leffler.
Estas estimativas se obtendran en los espacios LPdébiles, también llamados espacios
de Marcinkiewicz, los cuales se definieron en el capitulo de preliminares. Una vez
que se tengan estas estimativas, se pretenden obtener algunos resultados de buena
colocacion local o global en los espacios mencionados anteriormente.

Es bien conocido que uno de los puntos maés dificiles en este tipo de enfoque para
obtener existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales, es dar un
concepto razonable de soluciones, debido a que no se tiene el principio de Duhamel.

A continuacién, se describe el tipo de solucién “blanda” que se usa en este trabajo

para la ecuacién (3.1). Como 0 < 6 < 2 haciendo ¢ = %, entonces 0 < ¢ < 1. Luego

L L

Diu(x, t) + (—8)2u(x,t) + (—A)'u(x,t) = y(~A)2 f(u(x, 1))

es formalmente equivalente a
‘Dfu = (—A)zw
Diw = —u— (—A) u+yf(u).

Escribiendo en forma matricial se tiene

‘Dfu 0 (—A)
Dfw —(1+(=A)2) 0 | |w| |vfw)
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Tomando transformada de Fourier se llega a

‘Dyu 0 IC1*] | 0
= —|— R
“Dyw —(+gr) 0| {@]  |rf(w)
Usando el Teorema 5 de Matychyn [12], se obtiene
(g, t (s t 0
R e e +7/ o(ts) | ds.
w(¢,t) w(s) ’ fu)(Ss)
Ahora defina
0 "
L 2|
—(1+lgr) 0
entonces se tiene que
A% (=1)Flg R (1 + g 0
0 (=DFlgl (1 +1g)m)*
y
o 0 (= 1)¥g] (1 + 2]

(1M (14 gl 0
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La expresién de @ viene dada por
e Ak )ka
(t, (t—s)7!
(£5) s) Z I'(ko + o)
(t—s)7! ] (t=s)>"
I'(0o+0) 0 0 I'(c+0)
= +
(t—s)"! (A+g]F) (t=s)>
0 F(O;+U') o F(J+a)s 0
[l (g (t—s)% 0 0 _lePraglr) (t=s)* !
I'(20+0) T'(30+0)
+ +
0 _ Ll ae]) (t=s)* ! g (1+12]M)) (=) " 0
| T'(20+0) I'(30+0)
G2 (1+]2]1)2(1—5) 0 0 P (g2 —s)
1"(4¢7+(7) I'(50+0)
+ + +
0 |G (1+|G]M)>(t—s)> " _lePradiglr)3(t=s)* ! 0
L T'(40+0) T(50+0)
i 1 & —kEke (1 ok kn u T
(t _ S)U 1 kgo ( )1“|(§2‘k0(+;)|c‘ ) (t _ S)Zktr ’g“u(t _ )217 1 Z ELU_(:;(‘J)Q )* (t _ S)2k0

k X 1\k|#IK k
—(1+ |E#)(t —s)201 Z |g|k;$2—;|)§‘y) (t—s)k7  (t—g)1 ;Eo( 1)9(@;\}(’;&;)\6\") (t — )27

Por tanto si 0(&, o, u, t,5) = —|&|*(1+ ||*)(t — 5)??, se tiene que

(t —8)" " Es o (8(E, 0, 1, t,8)) |E[F(t — 8)27 Eay 0 (0(E, 0,1, t,8))
d(t,s) =

—(+ 121t = 9)* Ea0 20 (0(8, 0, i t,5))  (t= )" Ea0o(8(E, 0, 1, 1,5))
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Por otro lado,
) Aktka
Y(t0) =) ——+
k;o I'(ck+1)
1 |¢]t7 IGIF (1+[g]M) >
T (0c+1) 0 0 T(c+1) T T(o+1) 0
= + +
1 (A+]gM)te |g|* (1+]g|M) 2
0 T(00+1) T T(o+1) 0 0 T T(20+1)
0 _lePra+lemee &P (atlgl)e 0
T(B3o+1) T(40+1)
+ +
[ (1+]g]")* 0 0 |G (1+[E|" )2t
L T(3c+1) T(40+1)
[ 0 e (1+[2)2e
I'(50+1)
+ +
_ P afg]r)>ee 0
I(50+1)
[ v (EDMEEA+EME ke o v (CDREE A+ [EM ok ]
)y t [SIS 9D t
o T'(2ko+1) o T'(2ko+1)

v (DR A ok v DRI AIEM* ok
BRI M+ e M vz e

Exo(—[Z1M(1 4 12")£) t1E " Eae (= [E[M(1 + 12]1) 1)

(G Ear(—[E1H (1 + |1 E7)  Eag(—[E]M(1 +[2]#)#)

Luego,
(g, t) = Exo(—[E1" (14 [Z|") )10 (&) + t7]E|MEao (&M (1 + [Z[#) )0 (&)

~

by [ = P a2 (1 [E1) (= 9)%) Pl (s)ds

(8, 1) = —(1+ |E")t Eag (= [Z1F (1 + [S1") ) i0(8) + Ear (—|E1" (1 + [E]*)£27) 0 ()

~

+ W/Ot(t —8)"  Eago (—[EIF (1 + [S1")(t = 5)27) f (1) (5)ds
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Tomando transformada inversa se tiene que

u(x,t) = Ky (t)uo(x) + t7K3 (t)wo(x) + ’y/ot(t — )7 1K (t — ) f(u)(s)ds

w(x,t) = 7Kg () ug(x) + Ky (H)wo(x) + 7y /Ot(t — )7 IKE(t — ) f(u)(s)ds.

Donde KY, K7, K5, K{ y K¢ son multiplicadores de Fourier dados por

KS(0f] (1) = [Eao(— 1 (1 + 6192 F@)] ()

KE(Df] () = [|a1" Eao (— 21 (1 + 6192 F@)] ()
KE(6)f] (1) = [ 121" Exva (— 1 (1 + 612 F@)] (2)
KE(0f] (1) = [~ + 81 Ear (— 1 (L + 16112 F@)] ()
KE(] () = [Eaoe(—1E1" (1 + [EMEIFE)] (o).

Por lo tanto, el sistema (3.1) es formalmente equivalente al siguiente sistema integro-

diferencial

u(x,t) = K (£)uo(x) + 17K (E)wo(x) + 7 fy (£ = )7 K (¢ — ) f (u)(s)ds,
w(x, t) = t7K{(t)uo(x) + K (t)wo(x) + v fot(t —8)7IKZ(t — ) f(u)(s)ds.

(3.2)
3.1. Estimativas de decaimiento temporal

A continuacion se presentan algunas estimativas en tiempo para los operadores
K;-’, con j = 3,5, las cuales serdn ttiles para obtener los resultados de existencia de

soluciones y demds resultados asociados al sistema (3.1).

Lema 6. Sea 0 < ¢ < 1y p > n. Entonces existe una constante C > 0 tal que

_on(q1_2
IKS () fllr ey < CE O 1£1] L oy (3.3)

+ L.

con2<p<ooyl= ,

==
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Demostracion. Dado que

K§()f(x) = [t7]&]" Eavo (—E[F (1 + 18]1)£27)] "+ ()
B /]R 7181V Eao0 (=181 (1 + [E]) )™ f(£)dE,

luego
K5 (0)f(x)] < /m (781" [ Eao 2o (11 (1 + [511) D) 1F()]2.

Haciendo el cambio de variable 77 = {ft% se tiene que

121" Eaoao (~[21*(+1611)P)] (x) = [ #7121" oo~ [211(1 + Ig1#)P)e g

=t [ I Easa (<l (7 + Iy 7 .

Asi,

1el" [Eaoar(— 1211+ 181 )| < 7% [ Il [Banae (—I 167 + [yl .

Por Teorema 1.16 se tiene que existe C > 0 tal que

C
< .
ST e

| Eao 20 (= [1]*(¢7 + |5"))

Entonces, si # > n se obtiene

olx|| | x|H U\ 420 v < —”—7/ ’11|V
lelt [Baoas (— e+ 161 P] ()| < COF [ e

< Ct_nﬂi/ ﬁd;y < Ct v,
N R 1[0

Por la desigualdad de Young (Teoremal.l) se tiene que

K5 () fllLomey < CE F[|fl 11 ro)- (34)
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C g
T+ Y T e i e r

Por otra parte como |Eyy20(z)] < <1, para todo t > 0y todo

¢ € R" sellegaa

11 Baoan (121 (1 + 1)) @) g
N
1+ t20|E |+ + t20'|§|2],4f(€) ag

~

2 2
F(©)| dn < ClFI: o,

KSRy = [

C
Rn

C
Rn

IN

IN

es dedir,

IKS (8) fll 2y < Cllfll2(re)- (3.5)

Ahora aplicando el Teorema de Interpolaciéon Riesz-Thorin (Teorema 1.2) de (3.4) y

(3.5) se obtiene

i

_ _2
IKS (D)l < CE 5 £y -
]

Lema?7. 5i2 < p < 00,0 <0 <1y u > n. Entonces existe una constante C > 0 tal que

_anq_2
IKS () fll i < CEFT0 | £l Lo
para todo t > 0.

Demostracién. Considere 2 < py < p; < ooy defina % = % + 1;7;19' con0 <60 <1,

por el Lema 6 se obtiene

_an_2
1KS () o < CE 7 £ o

_an_2
HKg(t)fHL(m'm) <Ct # ( p)HfHL(pﬁ,pﬁ)'
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Nuevamente el Teorema de Interpolaciéon Riesz-Thorin (Teorema 1.2) implica que

—n(1-2)9, 1 (1-2)(1-0
K (Dl < Ct a0 R0 5A0 00 )

_on(1_2
= il
Por lo tanto llegamos a

_oan(1_2
IKS(E) ] e < CE 5 0] 0

Lema 8. Sea 0 < o < 1y u > n. Entonces existe una constante C > 0 tal que

_nofq 2
KO flligny < € FORIAlLy
conzgpgooylz%qt#

Demostracién. Dado que

KE(f] (x) = [Eano(—[E[F(1+ &))" * f(x)
= /w Eaoo(— 2] (1 + &)%) ¢ dg.

Haciendo el cambio de variable 7 = gt%, por Teorema 1.16 se obtiene

[Eaeo (—IG1"(1+[611)] = '/R Earo(— 21" (L4 [¢]")£27)e™ Sdg '

= 'tl /R Ezoo (=" (¢ + !ﬂl"))ei"'””d'?‘

<tF [ s (<Inl* (¢ + I )")] .

(3.6)
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Por Teorema 1.16 existe C > 0 tal que

o C
E _I1EH(1 ytZU < t / d
[Baoe (=P A+ EEN < 7% | T p e T ™
e C e
<t [ 7d <Ct L
= Re 1+ |7]2# 7=

Usando Desigualdad de Young (Teorema 1.1) se llega a

1K () f ] oy < CE || ]|t (- (3.7)

Por otro lado se tiene que Ey; ;) < C, luego

KO iz < [ [Bavo(—I1 1+ [0 |F0)| e
~ 2
<c [ |[F@| a2 = cllf g,

IKS () fllr2rey < ClIfH22(re)- (3.8)

Aplicando el Teorema de Interpolacién Riesz-Thorin (Teorema 1.2) de (3.7) y (3.8) se

obtiene

o _nofq_2
RSOy < CEF O 1Al gy

O]

Lema9. Si2 < p < o0,0 <o <1y u > n. Entonces existe una constante C > 0 tal que
- ,M(l,;)
RSO fll Lo < CE A2 f] 000

para todo t > 0.

Demostracién. Sea % = % + lr,;le, con 0 < 0 < 1, por el Lema 6 tenemos que

—no (1_2
1K (8) fl| o) < CE ¥ ( po)l\fHL(pg,pg)
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y
—ne (1_2
RS 1l < CEF IR 0
Nuevamente el Teorema de Interpolaciéon Riesz-Thorin 1.2 se llega a
—nr(1_2)p —no(]_2)(1-4
KO fllom < cb ORI FOR)O0 )
—1e | (1— 294 (1—2)(1-8
B T
Pero
2 2
(1—>9+(1—> (-0 = -2 112 4,2
Po P1 Po p1 p1
20 2 20
= - 41-=+=
po pr P
_ 1 21-0) 290
p1 Po
= 1-2 <9 1o 9)
Po P1
-
P
Por lo tanto
_no(q1_2
IKE Ol < € F 2 ]
L]

3.2. Estimativas de las no linealidades del sistema

En esta seccién se obtendradn estimativas de las partes no lineales del sistema 3.2,
teniendo en cuenta las estimativas obtenidas de la seccién anterior de multiplicado-

res de Fourier K§(-) y KZ(-).
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Denote por

N2 = [t =97 K (=) Flu)5)ds
y

N2(w) = [ (=)7K (t = 5)f ) (s)ds

0

las partes no lineales de la ecuacién 1 y 2 del sistema (3.2). Ademds para0 < T < oo

se define

[l ger = sup #%{|u(t)]] oo

0<t<T

w||yea = sup | w () || g0 -

[l ysger Ogth lw()ll L«
donde

a = 7n 1—2 —oc+1

r(1—=3) 39)
g = k+2

Proposicién 3.1. Sean (k + 1)ay < 1. Entonces existen constantes C1,Cp, C3 > 0 (inde-

pendientes de T) tales que

NG () = M@ ggor < Callu =l gm [l + [l | T 00 (310)

XTq,ul X;Z'al
NG () = N (@) g < Callu = ] ggor [l + Nl | T 50 321)

9.0 9.1
XT XT

Demostracién. Para la prueba de la estimativa (3.10), note que

IN30) = MR e = || [ =97 K50 = 9 0) ~ £

L(7.%)
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Por Lema 7, se tiene que

t
0

IV (1) = N3 (@) o S/(t—S)‘HHKg(f—S)[f(M)—f(ﬁ)]Hmmds

an

< Co [ (=) FOD flu) — (@) s

t —on(1_2 -
< Co [ (6= F O = a4 [
Usando la desigualdad de Holder (Teorema 1.8) y la Proposicién 3.1, se obtiene

t
IN2(0) = NE (D) lyom < Ca [ (8= 9) 7 = g [+ N .0 ] s

t
< C2/0 (t—S)fﬂleﬂlSmHu—ﬁHL(q,oo) [SfulksalkHuHIz(qm) _|_Sfa1ksa1k||ﬁ||lz(qm)} ds

t
< Co [ (6= ) =l g [ gm + 7] ] ds

t
< Callu— g [Julfygn + g | [ (6= 5) 225 o,

9,41 9,41
‘XT XT

Como (k+1)a; < 1, por Lema 2 se tiene que

INZ (1) = NE@) o < Callit = all o [[[ull g+ 18] | 17D,

7,01 7,01
XT XT

Luego, multiplicando por t* y tomando supremo en 0 < t < T se sigue que

sup 17 INZ (1) — N3 ()| o) < Callt = ]| gy [||u|yk + a|* }T1—<k+1>ﬂ1.

7.1 7,01
0<t<T Ap Xy

Por lo tanto,

N2 (1) = NE(@) | g < Collas = ] gaos {11l gy + (1 g | T 0D,

9,41 9,41
XT XT

Para la prueba de la dltima estimativa (3.11), note que

IN30) = N2 e = || [ (6= 97 KEG = 9)0) — £

L(9,%0)
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Por Lema 9, se llega a

A ) = A e < [ 6= IR (5 = 9)[F ) — £ am s

t
< Cs/o (t =)~ | — | Jaef = @[] iy ds.
Usando la desigualdad de Holder (Teorema 1.8) y la proposicién 3.1

t
= — ~ k 11k
INZ () = NE) o < Ca [ (0= 5) ™ =l o [0 g + 175 1|

t
= C3Hu_ﬁ”)(?’”1 [H”Hk + Hﬁ”k }/O(t—s)_‘hs—(k‘*‘l)ﬂlds.

9,01 9.0
XT XT

Como (k+1)a; < 1, por Lema 2 se tiene que

INE () = NE@ o < Callue = all o [[[1] g + 117 g | #1702 0,

9.0 9.1
XT XT

Luego, multiplicando por 2 y tomando supremo en 0 < t < T se sigue que

sup 12| NG (1) = NE()l| s < Callut =l por [llgon + 1115 | T
0<t<T T T

Por lo tanto,

NG () = N2 ygor < Callu =l gor [allger + 1] | T 4D

9,01 91
‘XT XT

O

Ahora con el fin de conseguir un resultado de existencia global, se definen las

siguientes normas:

[l yon = sup " [[u(t) || oo,
i t>0

laoll g8, = sup 4 [w(t) | 4o,

con b, = 17{”1 y a1 es como en (3.9).

La siguiente Proposicion serd utilizada para obtener resultados de buena coloca-

cion local para el sistema (3.1)
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Proposicién 3.2. Sean a1 < 1,(k + 1)by < 1. Entonces existen constantes Cs,Cq > 0

tales que

INZ () = NE@ gaon < Cs {llu=ll g [l sy + Nl [}, 312)

/b b
X X

INZ () = NE) s < Colle = Ly [l + 12|, (313

para todo u, i tal que el lado derecho de (3.12) y (3.13) es finito.

Demostracién. Para probar la estimativa (3.12), usaremos el mismo argumento con

que se prob¢ la estimativa (3.10) de la Proposicién 3.1. En efecto,

t
NG (1) = N2 () || pge) < Cs/0 (t =)~ Ju — || g0 [||u||’£<q,w> + ||ﬁ||]£(q,oo):| ds
t
<Gs {Hu — ﬁ”)(i;bl [Hqu + ||a||k } } /O (t— S)_”ls_(kﬂ)blds'

b b
X X

Como (k+1)b; < 1ya; < 1por Lema 2 se tiene que

INE () = N ()| amr < s { Il =l [0l g0y + 101, | } £ 7H0

b b
XL X

Luego multiplicando por "1 y tomando supremo en ¢ > 0 se sigue que

sup £ NG (1) = V(@) o < Cs {1 = 1] g [0l g, + 1%, | | 720

q.b1 q.b1
t>0 Xeo Yo

Como 1 — a; — kb; = 0, se tiene que

INZ () = NZ@) | i < Cs {llw = all s [0l g0, + 00 0, |

Xocz),bl Xotz),bl
Para la tltima estimativa (3.13) nos basaremos en (3.11)

t
NG @) = NZ@l am < Co [ (¢ =)™ = Tl o [l + 171 ]

t
< = g [l gy + " ]/Ou_s)—als—(kﬂmlds_

b b
X X
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Como a; < 1, (k+1)b; < 1 por Lema 2, se obtiene

INVZ () = NE(@) o < Collu = al] g [ 1], + 1] g, | #1700~

Multiplicando por ! y tomando supremo para ¢ > 0 se tiene que

sup £ N (1) — NG () | o) < Collue — ]

K 7|k —ay—kb
0 [HMHXq,bl + ”uHXq’bl:| T1-a1—kb;
> 0 .

b
X

Como 1 —a; — kb; = 0, se sigue que

INE () = NE@) | o < Collu =l [l g, + 175 g, ] -

g X xLh

3.3. Solucién local y global del sistema

Definicién 3.1. Definimos LT como el espacio de Banach que consta de todas las duplas

[u, w] con la norma
Il ]l o= Nl g + [l oo
Ademds, sea L} el espacio de condiciones iniciales [ug, wo) tal que la norma
ITtt0, wolll g += [1KT (£)uo + t7KZ (#)awo | yaor + [[#7KG (£)uo + t7KT (£)awo [y

es finita.

Teorema 3.3. Sean (k + 1)ay < 1. Suponga que la norma ||[uo, wo|| c1 es finita. Entonces
existe 0 < T < oo, tal que el sistema tiene tinica solucion local [u,w] € LT y ademds, la

aplicacién dato-solucion es Lipschitz continua de LI en LT .

Demostracién. Para la demostraciéon nos basaremos en el Teorema del punto fijo de

Banach. Como | [uo, wo] | 7 es finita, exite € > 0 tal que ||[uo, wol|| ;7 < 5. Considere

@ ([u,w]) = [K] ()uo + t7KS (t)wo, t7KE (t)uo + KT (t)wo] + [NG (1), N7 (u)]
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y Be = {[u,w] : ||[u,w]||;r < € } conlamétrica
d ([u,w], i, ®]) = ||[u — @, w — @]| zr. Luego,

d (®fu, wl, @i, @]) = ||Plu, w] — D[, ]| r
= NG (u) = NZ (1), N (1) = NG (@) ]| or
= NG (u) = NG ()| g + NG (1) — NG (@) [ o

Luego por las estimativas (3.10) y (3.11) se tiene que

4 (®[u, w], @[, @]) < Cr {1 = all yuor [[|ull g + 18] | | T 0D

X‘] Gl /Yq A1

+ Callu = g [l + g | T2 500
k i 1-(k+1 k _ Lkl
<2G {6 | — u”;\{f_’“l} T+ Dm + 2Co€" ||u — u”X;,alT (k+1)aq
<2 ((Cl + Cz)elef(kH)al) [ — i1, — @] | or

<4C (=0 ) | [u — i, 0 — @] v,

con C = max{Cy, C,}. Por lo tanto, para € > 0 fijo dado anteriormente, existe T > 0

tal que
0 < 4C (efri=lenm) <1,
Tomando Ce = 4C (elef(kH)“l) se llega a
d (®u, w|, @[it, ®]) < Cel|[u — i, w — @] o1,

donde 0 < C. < 1.
Ahora veamos que si [u, w] € B, entonces ||[u, w]|| ;v < €. Note que si [iI, @] =0

en la Proposicién 3.1 se tiene que

d (®u, w]) < g (C k1= (k+1)m + Cpef T~ (k+1)u1>
€ krl—(k+1)a
< = 1
< S +eC (2e T )
<E4foc
2 2 7
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En consecuencia d (®[u, w]) < e. Porlo tanto, por el Teorema de punto fijo de Banach

existe un tinico punto [u, w] € LT tal que
D ([u, w)) = [u,w].

Ahora, se muestra que la aplicacién dato-solucién es Lipschitz continua de £] en
LT. Sean [u,w] y [iI, @] soluciones del problema (3.1) con datos iniciales [ug, wo] y

1Ty, Wo), respectivamente. Entonces

[, w] — [, @] cr

< [IKY (#) (1o — 1i0) + 17K (t) (wo — o), t"KE (t) (uo — 1i0) + K{ () (wo — o) || .7
+ NG (u = ), NZ (4 — ) || o

< |[uo — 1o, wo — Wol| £1
42 (C“_:kTp(kH)u1 + Czelef(kJrl)ul) [, w] — [1, @] | =

< [luo — 10, w0 — | g +4C (T~ k+1)
[, w] — [, @]| cr

= [luo — 1o, wo — o || 7 + Cell[u, w] — [i, @]| o7
Asi,
[, w] = [@, @[ or = Cel|[u, w] — [, @]|| ;v < [0 — 1k, wo — Do, )| g1
Por lo tanto
I, w] = [@,@]|| v < (1= Ce)™"luo — 1T, wo — o, )l 27,

lo que termina la prueba. O

Definicién 3.2. Definimos L% como el espacio de Banach que consta de todas las duplas

[u, w] con la norma

[, W]l o = Nutl] ypon + [l

b b
XL v
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Ademds, sea L el espacio de condiciones iniciales [ug, wo) tal que la norma

1[0, wolll gz = [[KT (#)uo + t7KG (£)wol| you + [|£7Kg (£)uo + 7K () wwo |

b b
x5! V&

es finita.

Teorema 3.4. Sea (k+1)by < 1,41 < 1y suponga que también existe 5 > 0 suficiente-

mente pequefio tal que

)

Ifwt0, wolll ez < 5-

Entonces el sitema (3.1) tiene inica solucién global y ademds, la aplicacién dato-solucion es

Lipschitz continua de L7 en L .

Demostracién. La demostracion se basa en el Teorema del punto fijo de Banach. Sea
@ ([u,w]) = [K] (t)uo + t7KF (t)wo, K] (t)uo + KT (£)wo] + [N (u), N7 ()]

y Bs = {[u,w] : ||[r, w]||z~ < } conlamétrica

d ([u,w], [@,@]) = |[[u - &, w — @] £

d (®[u, w], @[, @]) = || Plu, w] — @[, ]| 2~
= NG (1) — NG (1), N (1) = N2 (1) | o=

= NG () = NZ()[] yan + NG (1) = NG (@) -

Luego por las estimativas (3.12) y (3.13) se tiene que

d (@[, w], @[, @]) < Co { [lu—=all o [l g, + 111 s, |

b
X4

~ k ~ 1k
+ Call =l g |14l g, + 171 g0,

b b
PAS X

< 2Cy { M| — 1] gy + 61— | o }

b
X

< 4D (5k) [ — 1,0 — @] || g
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Con D = max{Cy, Cs}. Por lo tanto se puede tomar § > 0 tal que
0<4D (&) <1.
Tomando D; = 4D (&) se obtiene
d (®[u, w], @i, @]) < Ds||[u — &, w — @ c=,

donde 0 < Dy < 1. Ahora veamos que si [1, w] € By, entonces ||[u, w]|| z~ < 6. Note

que si [#, W] = 0 en la Proposicién 3.2 se tiene que

d(®]

&
=
IA

+5@@%+c¢ﬁ

IN

+MD@§

NS NS N>

5
+5=4.

A\

En consecuencia d (®[u, w|) < 4. Por lo tanto, por el Teorema de punto fijo de Banach
existe un tnico punto [u, w] € L= tal que ®([u, w]) = [u, w].

Ahora, veamos que la aplicacién dato-solucién es Lipschitz continua de £7° en
L. Sean [u,w] y [ii, @] solucién del problema (3.1) con datos iniciales [ug, wo] y

11y, Wo] respectivamente. Entonces

[, w] — [, @] || =

< [[KY (t) (uo — 1) + 7K (¢) (wo — wo), 7Kg (t) (o — tho) + KY () (wo — o) ||
NG (1 = 11), NG (1 — 1) | o=

< |Juo — 1o, wo — Woll gy
+2 (Cad T 4 Cs6* + Coot) ||[u — 1,0 — @) | =

< [luo — ifo, wo — ol +2D (67 +26%) || [u — i1, w0 — ] =

= |luo — 1lo + wo — Wol| cz + Ds|l[u — i, w — @]|| g
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Asi,
ot 0] = [, 9] 2= — Dol w] = [, @]l e~ < lluo — tho, w0 — <60, ) | 5-
Por lo tanto
I[1t, ] — [, @]|| == < (1 — Ds)~"{|uo — 1T, wo — o, )| e,

lo que termina la prueba. O
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Capitulo 4

CONCLUSIONES

4.1. Conclusiones

En el presente trabajo se tuvieron los siguientes resultados:

1. Se obtuvieron estimativas de decaimiento en el tiempo para la solucién de la
ecuacion lineal de Boussinesq fraccionaria en tiempo y espacio (3.1) en los es-

pacios L? —débiles para ciertos p.

2. Se probo la existencia y unicidad de la solucién global de la ecuacién no lineal

(3.1) en ciertos espacios LF —débiles con un peso en el tiempo.

4.2. Trabajos futuros

Como trabajos futuros se espera hacer un analisis similar para ecuaciones o siste-
mas de ecuaciones que similares a la aqui estudiada e intentar hallar estimativas en
tiempo que permitan probar la existencia de soluciones locales y globales en tiempo.
Incluso, para esta misma ecuacién es posible estudiar comportamiento asimptético

y estabilidad.
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