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LA ECUACIÓN DE BOUSSINESQ FRACCIONARIA EN TIEMPO Y ESPACIO

Por Willington Rafael Peralta López

El propósito de este trabajo de investigación es el estudio del problema de valor

inicial para la ecuación de Boussinesq fraccionaria en tiempo y espacio. Para el caso

de las derivadas temporales se usa el abordaje de Caputo y las derivadas fracionarias

en espacio son definidas usando transformada de Fourier. Después de obtener una

versión integro-diferencial de la ecuación de Boussinesq se obtienen resultados de

buena colocación local o global en tiempo sobre espacios Lp-débiles.

La ecuación de Boussinesq se utiliza para modelar fenómenos físicos tales co-

mo la propagación de ondas dispersivas no lineales, lo cual es una razón más para

estudiar este tipo de problemas.
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LA ECUACIÓN DE BOUSSINESQ FRACCIONARIA EN TIEMPO Y ESPACIO

By Willington Rafael Peralta López

The purpose of this research work is the study of the initial value problem for the

fractional, in time and space, Boussinesq equation. For the case of time derivatives,

the Caputo approach is used and the fractional derivatives in space are defined using

the Fourier transform. After obtaining an integro-differential version of the Boussi-

nesq equation, results were obtained for local or global well-posedness in time on

Lp-weak spaces.

The Boussinesq equation is used to model physical phenomena such as nonli-

near dispersive wave propagation, which is one more reason to study this type of

problem.

Keywords: Fractional calculus, nonlinear partial differential equations, Boussi-

nesq equation, Lp-weak spaces, Mittag-Leffler functions, Caputo fractional derivati-

ve, Fourier transform.
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INTRODUCCIÓN

El cálculo fraccionario constituye un campo del análisis matemático que actual-

mente está teniendo un gran auge en la Física, la Ingeniería, la Biología y la Econo-

mía. La integral y la derivada de orden fraccionario tienen aplicaciones en el modela-

miento de sistemas físicos con capacidad de modelar fenómenos como problemas de

difusión, viscoelasticidad, hidrodinámica, mecánica, biología, entre otros (ver Var-

gas [18]).

En este trabajo estudiamos la ecuación de Boussinesq, la cual se utiliza para mo-

delar fenómenos físicos tales como la propagación de ondas dispersivas no lineales,

lo cual es una razón más para estudiar este tipo de problemas.

La ecuación fraccionaria de Boussinesq es una variante de la clásica ecuación de

Boussinesq que incluye derivadas fraccionarias en variables temporales y espaciales.

Esta ecuación surge en el estudio de la propagación y difusión de ondas en medios

complejos con comportamiento no local y dependiente de la memoria. Aquí hay

algunas aplicaciones de la ecuación fraccionaria de Boussinesq en varios campos:

- Propagación de ondas en medios no lineales: La ecuación fraccionaria de

Boussinesq se utiliza para modelar la propagación de ondas no lineales en medios

con efectos de memoria. Esto puede incluir varios fenómenos físicos como ondas

solitarias, ondas de choque dispersivas y otros patrones de ondas no lineales.

- Propagación de ondas sísmicas: en sismología, la ecuación fraccionaria de

Boussinesq se puede emplear para describir la propagación de ondas sísmicas en

medios heterogéneos con propiedades complejas. Esto es útil para comprender el

comportamiento de las olas en regiones con diferentes estructuras del subsuelo.

- Conducción de calor en medios fractales: la ecuación fraccional de Boussinesq

también se puede aplicar para describir la conducción de calor en materiales con

propiedades fractales. Los medios fractales tienen estructuras similares a sí mismas
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en varias escalas, y el cálculo fraccional permite una representación más precisa de

la difusión de calor en dichos materiales.

- Dinámica de fluidos y oceanografía: las ecuaciones fraccionarias de Boussi-

nesq encuentran aplicaciones en el estudio de la dinámica de fluidos y la oceanogra-

fía. Pueden describir el comportamiento de ondas largas en fluidos estratificados,

incluidos los efectos de dispersión y memoria en la dinámica.

- Sistemas biológicos: se han propuesto modelos fraccionarios, incluida la ecua-

ción fraccionaria de Boussinesq, para estudiar diversos fenómenos biológicos, como

la migración celular, la dinámica de poblaciones y la difusión de moléculas en los

tejidos. Estos modelos explican la naturaleza no local y dependiente de la memoria

de ciertos procesos biológicos.

- Fenómenos de transporte anómalos: las ecuaciones fraccionarias se utilizan a

menudo para modelar la difusión y el transporte anómalos en sistemas en los que

los modelos de difusión tradicionales no logran capturar con precisión el compor-

tamiento observado. La ecuación fraccionaria de Boussinesq se puede aplicar para

describir estos fenómenos de transporte anómalos.

- Ciencia de los materiales: al estudiar materiales con microestructuras comple-

jas, como materiales porosos o materiales compuestos, la ecuación fraccionaria de

Boussinesq se puede emplear para modelar el transporte de calor u otras cantidades

a través de estas estructuras complejas.

- Hidrodinámica en medios porosos: las ecuaciones fraccionarias de Boussinesq

se utilizan para modelar el flujo de fluidos y la transferencia de calor en medios

porosos, teniendo en cuenta los efectos no locales y de memoria que surgen debido

a las geometrías complejas de los poros y canales.

- Modelado de terremotos: la ecuación fraccionaria de Boussinesq puede ser útil

para modelar la dinámica de terremotos y las réplicas, teniendo en cuenta las inter-

acciones no locales y los efectos de memoria que pueden desempeñar un papel en la

actividad sísmica.

- Óptica no lineal: en el campo de la óptica no lineal, donde se estudia la pro-

pagación de la luz a través de medios complejos, la ecuación fraccionaria de Boussi-

nesq puede proporcionar información sobre el comportamiento de las ondas ópticas
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en materiales con respuestas no locales y dependientes de la memoria.

Estas aplicaciones demuestran la versatilidad de la ecuación fraccionaria de Bous-

sinesq para describir una amplia gama de fenómenos físicos complejos en los que las

ecuaciones diferenciales tradicionales pueden no capturar con precisión la compleja

dinámica.

El proposito de nuestro trabajo de investigacion es obtener resultados de buena

colocación local o global en espacios Lp-débiles para la ecuacion Boussinesq fraccio-

naria en tiempo y espacio, a saber,


cDδ

t u(x, t) + (−∆)
µ
2 u(x, t) + (−∆)µu(x, t) = γ(−∆)

µ
2 f (u(x, t)), x ∈ Rn, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) x ∈ Rn,

Los espacios Lp-débiles son un caso particular de los espacios de Lorentz L(p,d), don-

de estos últimos se definen como el conjunto de todas las funciones medibles f sobre

Rn tal que la cantidad

∥ f ∥(p,d) =


(

p
d

∫ ∞

0

[
t

1
p f ∗∗(t)

]d dt
t

) 1
d

, si 1 < p < ∞, 1 ≤ d < ∞,

supt>0 t
1
p f ∗∗(t), si 1 < p ≤ ∞, d = ∞,

es finita. Aquí

f ∗∗(t) =
1
t

∫ t

0
f ∗(s) ds, f ∗(t) = ı́nf{s > 0 : µ ({x ∈ Ω : | f (x)| > s}) ≤ t}, t > 0,

con µ denotando la medida de Lebesgue. En particular, Lp(Ω) = Lp,p(Ω), y cuando

d = ∞, Lp,∞(Ω) son llamados espacios Lp-débiles (ver Grafakos [7]).

Basado en algunas referencias, es sabido que incluso la teoría más básica de las

ecuaciones fraccionarias está incompleta y existen muchos problemas abiertos e in-

teresantes que abordar en esta área. Es por tal motivo, que en este trabajo me enfo-

care en dar respuestas a algunas preguntas pendientes en esta área relacionadas con

el problema de buena colocación del problema asociado a la ecuación de Boussinesq

fraccionaria en tiempo y espacio.
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Capítulo 1

PRELIMINARES

En este capitulo se exponen algunas definiciones y resultados preliminares que

facilitarán la lectura y compresión del presente trabajo; inicialmente se introducen

unos lemas auxiliares que ayudarán en las demostraciones de los resultados, y a

continuación algunos teoremas necesarios en espacios Lp. Lo anterior será de gran

ayuda en el capítulo 3, donde estudiaremos la ecuación de Boussinesq fraccionaria

en tiempo y espacio en el marco de los espacios Lp débiles.

1.1. Espacios Lp

A continuación se presentan la definición de los espacios Lp y sus propiedades

más importantes.

Definición 1.1. Sea f una función µ−medible en X. Se dice que f es esencialmente acotada

si existe un número M tal que 0 ≤ M < ∞ y | f (x)| ≤ M para todo x ∈ X

Definición 1.2. L∞(X, µ, M) o L∞ es la colección de todas las funciones esencialmente

acotadas µ − medibles en X. Además, la norma de una función f ∈ L∞ es el número

∥ f ∥∞ = ı́nf
0≤M<∞

{| f (x)| ≤ M para todo x ∈ X}

Considere ahora (X, µ, M) un espacio de medida y 0 ≤ p < ∞

Definición 1.3. Sea f : X −→ [−∞, ∞] una función µ − medible. Se dice que f ∈ Lp o

f ∈ Lp(X, µ, M) si

∫
X | f |pdµ < ∞.

Si f ∈ Lp, la norma de f es el número
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∥ f ∥ :=
(∫

X | f |pdµ
)1/p.

Teorema 1.1 (Teorema de la Desigualdad de Young). Sean p ∈ [1, ∞], f ∈ Lp(Rd) y

g ∈ L1(Rd), entonces f ∗ g ∈ Lp(Rd) y || f ∗ g||Lp ≤ || f ||Lp ||g||L1

Demostración. Véase Amann y Escher, [1], pág. 164.

Teorema 1.2 (Teorema de interpolación Riesz-Thorin). Sean (X, µ) y (Y, ν) dos es-

pacios de medida. Sea T un operador lineal definido en el conjunto de todas las funciones

simples sobre X que toman valores en el conjunto de funciones medibles en Y. Además , sean

1 ≤ p0, p1, q0, q1 ≤ ∞, y suponga que

||T( f )||Lq0 ≤ M0|| f ||Lp0 y ||T( f )||Lq1 ≤ M1|| f ||Lp1 ,

para todas las funciones simples f en X. Entonces para todo 0 < θ < 1 tenemos

||T( f )||Lq ≤ M1−θ
0 Mθ

1|| f ||Lp

para todas funciones simples en X, donde

1
p
=

1 − θ

p0
+

θ

p1
y

1
q
=

1 − θ

q0
+

θ

q1

Demostración. Véase Grafakos, [7] , pág. 34.

Definición 1.4. Sea (X, d) un espacio métrico. Una función T : X −→ X es llamada una

contracción sobre X si existe un número positivo α < 1 tal que para todo x, y ∈ X

d(T(x), T(y)) ≤ αd(x, y).

Teorema 1.3 (Teorema de punto fijo de Banach). Sea (X, d) un espacio métrico, X ̸= ∅.

Suponga que X es completo y sea T : X −→ X una contracción sobre X. Entonces T tiene

un único punto fijo.

Demostración. Véase Kreyszig, [10], pág. 300.
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1.2. Espacios Lp débiles

Los espacios Lp débiles también conocidos como espacios de Marcinkiewicz, son

una clase de espacios de Lorentz Lp,q los cuales se definen a partir de la función

distribución, que explica como se comporta una función f : X −→ K(K = R ó K =

C) a medida que recorremos el rango de sus valores, es decir, que esta distribución

mide el tamaño de los conjuntos {x ∈ X : | f (x)| > λ} de una función f a partir de

una cierta altura, determinada por el parámetro λ > 0. Veamos la definición formal

de dicha función de distribución y algunas de sus propiedades.

Definición 1.5. Espacio totalmente σ-medible.

Considere un espacio R con medida µ decimos que (R, µ) es totalmente σ-medible si

existe una sucesión creciente {Rn}∞
n=1 de subconjuntos medibles de R con medida finita

cuya unión es todo R.

Además

M+ = { f : R −→ [0, ∞] / f es σ − medible}.

Definición 1.6. Una aplicación ρ : M+ −→ [0, ∞] se llama función norma o simplemente

norma si, para toda f , g, fn(n = 1, 2, 3, ...) en M+, para toda constante a ≥ 0, y para todos

los subconjuntos σ-sigma medibles E de R, se cumplen las siguientes propiedades:

(i) ρ( f ) = 0 si y solo si f = 0, µ-c.t.p;

ρ(a f ) = aρ( f );

ρ( f + g) ≤ ρ( f ) + ρ(g).

(ii) 0 ≤ g ≤ f , µ-c.t.p ⇒ ρ(g) ≤ ρ( f ).

(iii) 0 ≤ fn ↑ f µ-c.t.p ⇒ ρ( fn) ↑ ρ( f ).

(iv) µ(E) < ∞ ⇒ ρ(XE) < ∞

(v) µ(E) < ∞ ⇒
∫

E f (x)dµ(x) ≤ CEρ( f ) para alguna constante 0 < CE < ∞,

dependiendo de E y ρ, pero independiente de f .

Definición 1.7. Sea ρ una función norma. La colección X = X (ρ) de funciones f en M

para los cuales ρ(| f |) < ∞ es llamado un espacio de función Banach. Para cada f ∈ X se
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define

|| f ||X = ρ(| f |)

Definición 1.8. M0 ⊂ M es el conjunto de funciones finitas µ-c.t.p, es decir, si f ∈ M0

el conjunto

F = {x ∈ R : f (x) = ∞}

tiene medida 0.

1.2.1. Función de distribución

Definición 1.9. Sea f una función en M0. La función distribución de f , denotada µ f , viene

dada por

µ f (λ) = µ{x ∈ X : | f (x)| > λ},

para todo λ ≥ 0. Note que µ f : [0, ∞) → [0, ∞].

Observe que µ f depende únicamente del valor absoluto | f | de la función f y

puede asumir el valor de +∞.

Definición 1.10. Sea (S , ν) un espacio completo de medida σ-finita. Se dice que dos fun-

ciones f ∈ M0(R, µ) y g ∈ M0(S , ν) son equimedibles si tienen la misma función de

distribución, es decir, si µ f (λ) = νg(λ) para todo λ ≥ 0.

Proposición 1.4 (Propiedades). Supongamos que f , g y fn, (n = 1, 2, 3., ...) pertenecen

a M0(R, µ) y sea a cualquier escalar distinto de cero. La función de distribución µ f es una

función no negativa, decreciente y continua a la derecha en [0, ∞). Además

1. |g| ≤ | f | µ-c.t.p, entonces µg ≤ µ f ;

2. µa f (λ) = µ f (λ/|a|), (λ ≥ 0);

3. µ f+g(λ1 + λ2) ≤ µ f (λ1) + µg(λ2) (λ1, λ2 ≥ 0);
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4. | f | ≤ lı́m infn→∞ | fn| µ-c.t.p, entonces µ f ≤ lı́m infn→∞ µ fn . En particular, si | fn| ↑

| f |, entonces µ fn ↑ µ f .

Demostración. Véase Lorentz, [16], pág. 45.

Ejemplo 1.5. Procedemos a calcular la función de distribución de una función simple no

negativa f . Supongamos que

f (x) =
n

∑
j=1

ajXEj(x), (1.1)

donde Ej son conjuntos medibles de medida finita disjuntos dos a dos y a1 > a2 > · · · an >

0. Sea λ ∈ [0, ∞). Entonces

• si λ > a1, tenemos que {x ∈ R : | f (x)| < λ} = ∅ con lo que

µ f (λ) = 0;

• si a1 > λ > a2, tenemos que {x ∈ R : | f (x)| < λ} = E1 con lo que

µ f (λ) = µ(E1);

• si a2 > λ > a3, tenemos que {x ∈ R : | f (x)| < λ} = E1 ∪ E2. luego

µ f (λ) = µ(E1) + µ(E2);

• en general, tenemos que µ f (λ) =
n

∑
j=1

mjX[aj+1,aj)(λ), donde

mj =
j

∑
i=1

µ(Ei), (j = 1, ..., n),

y an+1 = 0.

En la Figura 1.1 en la izquierda está representada f y en la derecha µ f .

Ahora, a partir de la función distribución, veamos una primera definición de los

espacios Lp débiles y algunas de sus propiedades.
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FIGURA 1.1: Gráfica de f y de µ f

Definición 1.11. Para 1 ≤ p < ∞, se define el espacio Lp(R, µ)−débil como el conjunto

de todas las funciones f µ-medibles tales que

∥ f ∥Lp,∞ = ı́nf
{

C > 0 : µ f (λ) ≤
Cp

λp para todo λ > 0
}

(1.2)

= sup
{

γµ
1
p
f (γ) : γ > 0

}
(1.3)

es finito.

El espacio L∞,∞(R, µ)−débil es por definición L∞(R, µ).

Veamos que efectivamente (1.2) y (1.3) son iguales. Sean

a = sup
{

γµ
1
p
f (γ) : γ > 0

}
y

b = ı́nf
{

C > 0 : µ f (λ) ≤
Cp

λp para todo λ > 0
}

.

Veamos que a = b. En efecto, sea γ > 0 tal que

γµ
1
p
f (γ) ≤ a =⇒ µ

1
p
f (γ) ≤

a
γ

=⇒ µ f (γ) ≤
ap

γp .

Por lo tanto,

a ∈
{

C > 0 : µ f (λ) ≤
Cp

λp para todo λ > 0
}
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así a ≥ b. Por otro lado, sea

D ∈
{

C > 0 : µ f (λ) ≤
Cp

λp para todo λ > 0
}

,

es decir, D > 0 y µ f (λ) ≤ Dp

λp , con λ > 0. Entonces λpµ f (λ) ≤ Dp; en consecuencia,

λµ
1
p
f (λ) ≤ D. De lo cual se sigue que D es cota superior del conjunto

{
γµ

1
p
f (γ) : γ > 0

}
,

así

a = sup
{

γµ
1
p
f (γ) : γ > 0

}
≤ D.

Dado que D se escogió de manera arbitraria en el conjunto

{
C > 0 : µ f (λ) ≤

Cp

λp para todo λ > 0
}

,

hemos demostrado que para todo

D ∈
{

C > 0 : µ f (λ) ≤
Cp

λp para todo λ > 0
}

,

se tiene que a ≤ D, esto es, a es cota inferior de

{
C > 0 : µ f (λ) ≤

Cp

λp para todo λ > 0
}

,

Lo que prueba que a ≤ b. Se concluye que a = b.

Proposición 1.6. Sea f y g funciones µ−medibles sobre un espacio de medida (R, µ) y

k ∈ C \ {0}. Entonces

1. ∥k f ∥Lp,∞ = |k|∥ f ∥Lp,∞ ;

2. ∥ f + g∥Lp,∞ ≤ Cp(∥ f ∥Lp,∞ + ∥g∥Lp,∞), donde Cp = máx{2, 2
1
p };

3. Si ∥ f ∥Lp,∞ = 0, entonces f = 0 µ-c.t.p.

Demostración. Véase Grafakos, [7] , pág. 5.
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Proposición 1.7. Si 1 ≤ p < ∞ y f ∈ Lp(R, µ), entonces ∥ f ∥Lp,∞ ≤ ∥ f ∥Lp , por lo tanto

Lp(R, µ) ⊆ Lp,∞(R, µ).

Demostración. Véase Grafakos, [7] , pág. 5.

Observación 1.1. La inclusión Lp(R, µ) ⊆ Lp,∞(R, µ) es estricta. Por ejemplo, en Rn con

la medida de Lebesgue, considere f (x) = |x|−
n
p . Aplicando coordenadas polares se tiene que

∫
Rn

| f (x)|pdx =
∫

Rn

(
|x|−

n
p
)p

dx =
∫

Rn

1
|x|n dx

= Cn

∫ ∞

0

1
rn rn−1dr = Cn

∫ ∞

0

1
r

dr,

la cual es divergente, por lo tanto f /∈ Lp(Rn). Por otro lado, para todo α > 0,

λpµ f (λ) = λpµ
({

x ∈ X : |x−
n
p | > λ

})
= λpµ

({
x ∈ X : |x| < 1

λ
p
n

})
= λpvn

1
λp = vn,

donde vn es la medida de la bola unitaria en Rn. Por lo anterior, ∥ f ∥Lp,∞(Rn) < ∞, es decir,

f ∈ Lp,∞(Rn).

Teorema 1.8 (Desigualdad de Hölder en espacios Lp débiles). Sea (X, µ) un espacio

de medida, f j ∈ Lpj,∞(X, µ), donde 1 ≤ pj ≤ ∞ y 1 ≤ j ≤ k. Sea

1
p
=

1
p1

+ · · ·+ 1
pk

.

Entonces

∥ f1 · · · fk∥Lp,∞ ≤ p−
1
p

k

∏
j=1

p
1
pj
j

k

∏
j=1

∥ f j∥Lpj ,∞ .

Demostración. Véase Grafakos, [7] , pág. 15.
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1.2.2. Reordinamiento decreciente

Definición 1.12. Supongamos que f pertenece a M0. El reordenamiento decreciente de f

es la función f ∗ definida en [0, ∞) por

f ∗(t) = ı́nf{λ ≥ 0 : µ f (λ) ≤ t}, (t ≥ 0). (1.4)

Observe que f ∗ depende únicamente del valor absoluto | f | de la función f . Ob-

servemos algunas consecuencias de la definición de f ∗.

Observación 1.2. Si f y g pertenecen a M0 y son equimedibles, entonces f ∗ = g∗.

Observación 1.3. f ∗(t) = sup{λ ≥ 0 : µ f (λ) > t} = mµ f (t), donde m es la medida de

Lebesgue.

Ejemplo 1.9. a. Procedemos a calcular el reordenamiento decreciente de la función sim-

ple f dada en (1.1). Teniendo en cuenta (1.4) y la gráfica de µ f en la figura (1.1), vemos

que f ∗(t) = 0 si t ≥ m3. También vemos que si m3 > t ≥ m2, entonces f ∗(t) = a3 y

si m2 > m1, entonces f ∗(t) = a2 y así sucesivamente. Por tanto,

f ∗(t) =
n

∑
j=1

ajX[mj−1,mj)(t), t ≥ 0,

donde hemos tomado m0 = 0.

Geométricamente, simplemente estamos reordenando los bloques verticales en la grafi-

ca de f en un orden decreciente para obtener el reordenamiento decreciente f ∗ (véase

Figura 1.2).

b. A veces es más útil dividir la función f en bloques horizontales más que en verticales.

Por lo tanto, la función simple f en (1.1) también se puede escribir como

f (x) =
n

∑
k=1

bkXFk(x),

donde los coeficientes bk son positivos y los conjuntos Fk forman una sucesión creciente

F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ Fn y cada uno de ellos tiene medida finita. En comparación con (1.1)
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FIGURA 1.2: Gráfica de f ∗

obtenemos que

bk = ak − ak+1, Fk =
k⋃

j=1

Ej k = 1, 2, ..., n.

f (x) =
n

∑
k=1

bkXFk(x) =
n

∑
k=1

(ak − ak+1)X[⋃k
j=1 Ej](x)

=
n

∑
k=1

(ak − ak+1)

(
k

∑
j=1

XEj(x)

)

= XE1(x)
n

∑
k=1

(ak − ak+1) + · · ·+XEk(x)
n

∑
k=1

(ak − ak+1)

= XE1(x)a1 + · · ·+XEk(x)an

=
n

∑
j=1

ajXEj(x)

En este caso, el reordenamiento decreciente se ve que se forma deslizando los bloques

en cada capa horizontal para formar un solo bloque más grande posicionado con su

extremo izquierdo contra el eje vertical(ver figura). Por lo tanto,

f ∗(x) =
n

∑
k=1

bkX[0,µ(Fk))(x). (1.5)

En la Figura 1.3 en la izquierda se encuentra la función f y en la derecha está f ∗
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FIGURA 1.3: Gráfica de f y de f ∗

Observación 1.4. Si f es continua por la derecha y decreciente, entonces f = f ∗.

Proposición 1.10. Supongamos que f , g y fn, (n = 1, 2, 3, ...) pertenecen a M0(R, µ) y

sea a cualquier escalar distinto de cero. El reordenamiento decreciente f ∗ es una función no

negativa, decreciente y continua a la derecha en [0, ∞). Además

1. |g| ≤ | f | µ-c.t.p, entonces g∗ ≤ f ∗;

2. (c f )∗ = |c| f ∗;

3. ( f + g)∗(t1 + t2) ≤ f ∗(t1) + g∗(t2) (t1, t2 ≥ 0);

4. | f | ≤ lı́mn→∞ in f | fn| µ-c.t.p, entonces f ∗ ≤ lı́mn→∞ in f f ∗n ; En particular, si

| fn| ↑ | f |, entonces µ fn ↑ µ f .

5. f ∗(µ f (λ)) ≤ λ si µ f (λ) < ∞ y µ f ( f ∗ (t)) ≤ t si f ∗ (t) < ∞;

6. f y f ∗ son equimedibles;

7. (| f |p)∗ = ( f ∗)p (0 < p < ∞).

Demostración. Véase Lorentz, [16], pág. 50.

La siguiente proposición nos describe las normas de Lp a través del reordena-

miento decreciente y de la función de distribución. En particular muestra que las

normas Lp de f y f ∗ coinciden.

Proposición 1.11. Sea f ∈ M0, si 0 < p < ∞, entonces:

∫
R
| f |pdµ = p

∫ ∞

0
λp−1dλ =

∫ ∞

0
( f ∗)pdm.
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Además, en el caso p = ∞, sup
x∈R

| f (x)| = ı́nf{λ : µ f (λ) = 0} = f ∗(0).

Demostración. Véase Lorentz, [16], pág. 51.

1.2.3. Desigualdad de Hardy y Littelewood

Pese a que el reordenamiento decreciente no preserva necesariamente la suma

o el producto de funciones, si que preserva algunas desigualdades donde están in-

volucradas estas operaciones. Es lo que describiremos en el teorema de Hardy y

Littlewood.

Lema 1. Sea g una función simple no negativa de (R, µ) y sea E ⊂ R medible. Entonces

∫
R

gdµ ≤
∫ µ(E)

0
g∗(s)ds

Demostración. Véase Lorentz, [16], pág. 53.

Teorema 1.12 (Desigualdad Hardy-Littelewood). Sea f , g ∈ M0, entonces

∫
R
| f g|dµ ≤

∫ ∞)

0
f ∗(s)g∗(s)ds.

Demostración. Véase Lorentz, [16], pág. 53.

Definición 1.13. Un espacio σ-finito medible (R, µ), es llamado resonante, si para cual-

quier f , g ∈ M(R, µ), se cumple la igualdad

∫ ∞

0
f ∗(t)g∗(t)dt = sup

∫
R
| f (x)g(x)|dµ(x),

donde el supremo se toma sobre todas las funciones g ∈ R equimedibles con g.

1.2.4. Función maximal

Definición 1.14. Sea f0 ∈ M0(R, µ), llamamos función maximal de f ∗ y denotamos con

f ∗∗ a

f ∗∗(t) =
1
t

∫ t

0
f ∗(s)ds
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Proposición 1.13. Supongamos que f , g y fn (n = 1, 2, 3, , ...) pertenecen a M0(R, µ) y

sea a cualquier escalar distinto de cero. Entonces f ∗∗ es no negativa, decreciente y continua

en (0, ∞). Además

1. f ∗∗ = 0 si y solo si f = 0 µ-c.t.p;

2. f ∗ ≤ f ∗∗;

3. |g| ≤ | f | µ-c.t.p, entonces g∗∗ ≤ f ∗∗;

4. (a f )∗∗ = |a| f ∗∗;

5 | fn| ↑ | f | µ-c.t.p, entonces f ∗∗n ↑ f ∗∗.

Demostración. Véase Lorentz, [16], pág. 54.

1.2.5. El espacio de Lorentz

Definición 1.15. Sea (R, µ) un espacio σ-finito medible, y suponga 1 ≤ p, q ≤ ∞. El

espacio de Lorentz Lp,q(R, µ) consta de todas las f ∈ M0(R, µ) para lo cual la igualdad

∥ f ∥Lp,q =


{∫ ∞

0

[
t

1
p f ∗(t)

]q
dt
t

} 1
q

, (0 < q < ∞),

sup
0<t<∞

{
t

1
p f ∗(t)

}
(q = ∞),

(1.6)

es finita.

Proposición 1.14. Supongamos 1 ≤ p ≤ ∞ y 1 ≤ q ≤ r ≤ ∞. Entonces

∥ f ∥Lp,r ≤ C∥ f ∥Lp,q ,

para todo f ∈ M0(R, µ), donde C es una constante que depende solo de p, q y r.

Demostración. Véase Lorentz, [16], pág. 61.
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1.3. Funciones de Mittag-Leffler

Las funciones de Mittag-Leffler son una generalización directa de la función ex-

ponencial ex, y juegan un papel importante en el cálculo fraccionario. Las represen-

taciones de uno y dos parámetros de la función Mittag-Leffler se puede definir en

términos de una serie de potencias como en la definición siguiente.

En la siguiente definición Γ(.) denota la función Gamma, definida como la inte-

gral

Γ(z) =
∫ ∞

0
e−ttz−1dt,

la cual converge en la media derecha del plano complejo, es decir, para todo z ∈ C

tal que Re(z) > 0. Esta función generaliza el factorial n! y permite a n tomar valores

no enteros e incluso complejos. Además satisface Γ(n + 1) = n! También se define la

función Beta por

B(z, w) =
∫ 1

0
sz−1(1 − s)w−1ds, Re(z) > 0, Re(w) > 0.

De aquí en adelante B(·, ·) representa la función Beta, la cual satisface la siguiente

relación

Γ(z)Γ(w) = Γ(z + w)B(z, w),

véase, C. Neto y P. Mendes., [13], Pág. 28.

Lema 2. Suponga que 1 − x y 1 − y son números positivos. Entonces

∫ t

0
(t − s)−xs−y = t1−x−yB(1 − x, 1 − y),

donde B(x, y) =
∫ 1

0 (1 − s)x−1sy−1ds es la función Beta.

Demostración. Véase Banquet, Ferreira y Villamizar-Roa [2].
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Definición 1.16. Sean α, β números complejos. La Función de Mittag-Leffler, Eα,β :

C −→ C, se define como:

Eα,β(z) =
∞

∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, Re(α) > 0, Re(β) > 0, para todo z ∈ C.

1. si β = 1

Eα(z) = Eα,1(z).

2. Si α = 0 y β = 1

E0,1(z) =
∞

∑
k=0

zk

Γ(0 + 1)
=

∞

∑
k=0

zk

Γ(1)
=

∞

∑
k=0

zk

3. Si α = β = 1

E1,1(z) =
∞

∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
=

∞

∑
k=0

zk

k!
= ez.

4. Si α = 1 y β = 2

E1,2(z) =
∞

∑
k=0

zk

Γ(k + 2)
=

∞

∑
k=0

zk

(k + 1)!
=

1
z

∞

∑
k=0

zk+1

(k + 1)!
=

1
z

(
z0

0!
+

∞

∑
k=0

zk+1

(k + 1)!
− 1

)

=
1
z

(
z0

0!
+

∞

∑
m=1

zm

m!
− 1

)
cambio de variable m = k + 1

=
1
z
(ez − 1) =

ez − 1
z

.

5. Si α = 2 y β = 1

E2,1(z) =
∞

∑
k=0

zk

Γ(2k + 1)
=

∞

∑
k=0

zk

2k!
=

∞

∑
k=0

(
√

z)k

2k!
= cosh(

√
z).

6. Si α = β = 2

E2,2(z2) =
∞

∑
k=0

(z2)k

Γ(2k + 2)
=

1
z

∞

∑
k=0

z2k+1

(2k + 1)!
=

1
z

sinh(z).
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7. Si α = 2 y β = 1

E2,1(−z2) =
∞

∑
k=0

(−z2)k

Γ(2k + 1)
=

∞

∑
k=0

(−1)kz2k

2k!
= cos(z).

A continuación veremos una relación de relación de recurencia de Eα,β(z). Para esto,

veamos que Eα,β(z) = zEα,α+β(z) + 1
Γ(β)

. En efecto,

Eα,β(z) =
∞

∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
=

∞

∑
n=−1

zn+1

Γ(α(n + 1) + β)
; k = n + 1

=
∞

∑
n=−1

zn+1

Γ(nα + α + β)
=

z0

Γ(β)
+ z

∞

∑
n=0

zn

Γ(nα + α + β)

= zEα,α+β(z) +
1

Γ(β)
.

Teorema 1.15. Si Re(β) > 1, Re(α) > 0, entonces

d
dz

Eα,β(z) =
1
αz

[Eα,β−1(z)− (β − 1)Eα,β(z)].

Demostración.

d
dz

Eα,β(z) =
d
dz

{
∞

∑
k=0

zk

Γ(αk + β)

}
=

∞

∑
k=0

kzk−1

Γ(αk + β)
=

∞

∑
k=0

kzk−1

Γ(αk + β − 1 + 1)

=
∞

∑
k=0

kzk−1

(αk + β − 1)Γ(αk + β − 1)
=

1
α

∞

∑
k=0

α
(

k − β−1
α + β−1

α

)
zk−1

(αk + β − 1)Γ(αk + β − 1)
, Re(β) > 1

=
1
α

∞

∑
k=0

(αk + β − 1 − (β − 1))zk−1

(αk + β − 1)Γ(αk + β − 1)

=
1
α

[
∞

∑
k=0

(αk + β − 1)zk−1

(αk + β − 1)Γ(αk + β − 1)
−

∞

∑
k=0

(β − 1)zk−1

Γ(αk + β − 1 + 1)

]

=
1
αz

[
∞

∑
k=0

zk

Γ(αk + β − 1)
− (β − 1)

∞

∑
k=0

zk

Γ(αk + β)

]

=
1
αz

[Eα,β−1(z)− (β − 1)Eα,β(z)].

El siguiente Teorema nos permitirá establecer algunas estimativas de decaimien-

to para ciertos operadores a formulación blanda de la ecuación de Boussinesq.
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Teorema 1.16. Sea α < 2, β un número real arbitrario y πα/2 < µ < mín{π, πα}.

Entonces existe C > 0 tal que,

∣∣Eα,β(z)
∣∣ ≤ C

1 + |z| , (µ ≤ |arg(z)| ≤ π), |z| ≥ 0.

Demostración. Véase Podlubny, [14], pág. 35.
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Capítulo 2

CÁLCULO FRACCIONARIO

El objetivo de este capítulo es establecer parte de la terminología y notación que

usaremos a lo largo de este trabajo. Para ello presentamos algunos conceptos y re-

sultados básicos acerca de la integral y la derivada fraccionaria.

2.1. Algunos antecedentes

Los primeros indicios del cálculo fraccionario aparecen hacia finales del siglo

XVII alrededor de algunos comentarios de L’Hôpital respecto al valor de n en la

notación dny
dxn establecida por Leibniz. En 1738 Leonhard Euler le encontraría sentido

a esta notación cuando n no es entero, aclarando que si bien la razón diferencial para

el caso entero se calcula por diferenciación continua, se puede dar sentido al caso

fraccionario por los métodos de interpolación, muy en boga por esta época. Después

de ochenta años, S. F. Lacroix retoma el problema de las derivadas fraccionarias,

encontrando una fórmula para el cálculo de d1/2

dx1/2 xα.

La integrodiferenciación fraccionaria es un campo del análisis matemático que

actualmente está teniendo un gran auge en la física, la ingeniería y la economía. La

integral y la derivada de orden no entero tienen aplicaciones en el modelamiento de

sistemas físicos con capacidad de modelar fenómenos con memoria como proble-

mas de difusión, viscoelasticidad, movimiento Browniano, hidrodinámica, mecáni-

ca, biología, teoría de señales, fenómenos fractales,control automático, entre otros.

La idea de usar órdenes fraccionarios en diferenciación e integración proviene

del siglo XVII. Durante los siglos XVIII y XIX se dieron pocos desarrollos tanto teó-

ricos como aplicados. Sin embargo, es a partir de 1974 que el cálculo fraccionario
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empieza a tomar importancia como campo de investigación en matemáticas. En este

año B. Ross organiza la primera conferencia de Cálculo Fraccionario y sus aplicacio-

nes en la universidad de New Haven. Las memorias de este evento [15] , editadas

por el mismo Ross, en conjunto con la primera monografía escrita por Oldhman y

Spanier [Oldham], se convirtieron en una fuente importante de trabajos en el campo

del cálculo fraccionario y sus aplicaciones. Entre los innumerables trabajos teóricos

y de aplicaciones es conveniente resaltar los resultados de Caputo y Gorenflo. Ade-

más las ecuaciones fraccionarias pueden modelar curvas muy complejas que están

totalmente fuera del alcance de las ecuaciones diferenciales ordinarias. El impacto

que ha tenido el estudio de los operadores de integración y diferenciación de orden

fraccionario se hace evidente en la gran cantidad de artículos publicados en los úl-

timos años. La derivada fraccionaria generaliza la derivación e integración usuales,

incorporando órdenes no enteros.

2.2. La integral fraccionaria de Riemann-Liouville

Sean X un espacio de Banach, b ∈ (0, ∞) y f ∈ L1([a, b]). Definimos para t ∈ [a, b]

la función

I1
a f (t) =

∫ t

a
f (s)ds

La cual se cumple que: I1
a f (a) = 0.

Definiendo I2
a f (t) = I1

a
(

I1
a f
)
(t) y aplicando el Teorema de Fubini se tiene

I2
a f (t) =

∫ t

a

∫ s

a
f (r)drds

=
∫ t

a

∫ t

r
f (r)dsdr

=
∫ t

a
(t − r) f (r)dr.
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De forma similar podemos comprobar que

I3
a f (t) =

1
2

∫ t

a
(t − r)2 f (r)dr

=
∫ t

a

∫ r

a

∫ s

a
f (x)dxdrds.

Esta fórmula se puede generalizar para n ∈ Z+ obteniendose la nésima integral

de la función f como se indica a continuación.

Teorema 2.1. Sea n ∈ Z+ y f ∈ L1([a, b]). La n-ésima integral de la función f está dada

por

In
a f (t) :=

1
Γ(n)

∫ t

a
(t − r)n−1 f (r)dr, t > a, n ∈ Z+. (2.1)

Demostración. Hagamos inducción sobre n. Los casos n = 1 y n = 2 ya están de-

mostrados. Suponagmos que se tiene el resultado para n = k y demostremos que se

cumple para n = k + 1. Aplicaremos el Teorema de Fubini y las propiedades de la

función Gamma.

Ik+1
a f (t) =

∫ t

a

1
Γ(k)

∫ t

a
(s − r)k−1 f (r)drds

=
1

Γ(k)

∫ t

a

∫ t

r
(s − r)k−1 f (r)dsdr

=
1

Γ(k)

∫ t

a
f (r)

[∫ t

r
(s − r)k−1ds

]
dr

=
1

Γ(k)

∫ t

a

(t − r)k

k
f (r)dr

=
1

kΓ(k)

∫ t

a
(t − r)k f (r)dr

=
1

Γ(k + 1)

∫ t

a
(t − r)(k−1)+1 f (r)dr.

El resultado anterior nos da una pista para entender una forma de definir la

generalización de (2.1), la cual se da a continuación.
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Definición 2.1. Sea f ∈ L1(0, b, X) , b > 0 y X un espacio de Banach, la integral fraccio-

naria de Riemann-Liouville de orden α ∈ (0, 1) de f se define por

Iα
a f (t) :=

1
Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1 f (s)ds, t ∈ [0, b].

Definición 2.2. Sea α > 0 y consideremos la función gα :−→ [0, ∞) dada por

gα(t) =


1

Γ(α) tα−1, si t > 0,

0, si t ≤ 0,
(2.2)

donde Γ es la función Gamma.

Observación 2.1. Note que con base en la definición 2.2 podemos escribir la integral de

orden α de la función f como la convolución:

Iα
a f (t) = (gα ∗ f )(t) =

1
Γ(α)

∫ t

0
gα(t − s) f (s)ds =

1
Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1 f (s)ds.

Si α = 0 tenemos que Io
t f = f .

Ejemplo 2.2. La integral fraccionaria de la función f (t) = tγ está dada por

Iα
a f (t) =

Γ(γ + 1)
Γ(γ + α + 1)

tγ+α, γ > −1, α > 0.

En efecto demostrando ,y haciendo la sustitución u = s
t tenemos que:

Iα
a f (t) =

1
Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1 f (s)ds

=
1

Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1sγds

=
1

Γ(α)

∫ t

0
tα+γuγ(1 − u)α−1du

=
1

Γ(α)
tα+γB(α, γ + 1)

=
Γ(α)Γ(α + 1)

Γ(α + γ + 1)Γ(α)
tα+γ

=
Γ(γ + 1)

Γ(α + γ + 1)
tα+γ
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Ejemplo 2.3. Calcula la integral fraccionaria de Riemann-Liouville de f (x) = x2 con a = 0

y α = 1
2

Sabemos que por definicion de integral fraccionaria de Riemann- Liouville tenemos

Iα
a f (x) :=

1
Γ(α)

∫ x

a
(x − t)α−1 f (t)dt

I
1
2
0 x2 =

1
Γ
( 1

2

) ∫ x

0
(x − t)

1
2−1t2 dt

I
1
2
0 x2 =

1
Γ
( 1

2

) ∫ x

0
(x − t)−

1
2 t2 dt

Hagamos u = t
x ,notemos que:

(x − t)−
1
2 =(x(1 − t

x ))
− 1

2 =(x)−
1
2 (1 − t

x )
− 1

2

du = dt
x (o bien ) dt = xdu ,ademas t = 0, entonces u = 0

si t = x, entonces u = 1 aqui t = xu , entonces:

I
1
2
0 x2 =

1
Γ
( 1

2

)∫ 1

0
x−

1
2 (1 − u)−

1
2 (xu)2xdu

I
1
2
0 x2 =

1
Γ
( 1

2

) x
5
2

∫ 1

0
(1 − u)−

1
2 u2du

I
1
2
0 x2 =

1
Γ
( 1

2

) x
5
2

∫ 1

0
(1 − u)

1
2−1u3−1du

I
1
2
0 x2 =

1
Γ
( 1

2

) x
5
2 B(3,

1
2
)

Usando la funcion beta B(p, q) =
∫ 1

0
(1 − t)q−1(t)p−1dt

Donde p, q > 0 y ademas



2.2. La integral fraccionaria de Riemann-Liouville 27

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
,

Por lo tanto:

I
1
2
0 x2 =

1
Γ
( 1

2

) x
5
2

Γ(3)Γ( 1
2 )

Γ(3 + 1
2 )

I
1
2
0 x2 =

16x
5
2

15
√

π

Nota

Sabemos que la integral fraccionaria de Riemann -Liuville esta dada por la función

f (x) = xγ está dada por:

Iα
a f (x) =

1
Γ(α)

∫ x

0
(x − t)α−1 f (t)dt

Haciendo los cambios de variables,las sustituciones y usando la funcion Beta tenemos

Iα
a f (x) =

1
Γ(α)

xα+γ
∫ 1

0
(1 − u)α−1uγdu

Iα
a f (x) =

Γ(γ + 1)
Γ(α + γ + 1)

xα+γ

Asi, la integral fraccionaria de Riemann-Liuville esta dada por la funcion f (x) = x2 con

a= 0 y α = 1
2 .

De lo anterior se tiene:

Iα
0 x2 =

1
Γ(α)

x
1
2+2

∫ 1

0
(1 − u)

1
2−1u2du

Iα
0 x2 =

Γ(2 + 1)
Γ( 1

2 + 2 + 1)
x

1
2+2

Por lo tanto:

I
1
2
0 x2 =

16x
5
2

15
√

π
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Ejemplo 2.4. Calcula la integral fraccionaria de Riemann-Liouville de una función polinó-

mica f (x) = x3 + 2x2 + 1 con a = 0 y α = 2
3 :

I
2
3
0 f (x) =

1
Γ(α)

xα+γ
∫ 1

0
(1−u)α−1uγdu+

1
Γ(α)

xα+γ
∫ 1

0
(1−u)α−1uγdu+

1
Γ(α)

xα+γ
∫ 1

0
(1−u)α−1uγdu

=
1

Γ( 2
3 )

x
2
3+3

∫ 1

0
(1−u)

2
3−1u3du+

1
Γ( 2

3 )
x

2
3+2

∫ 1

0
(1−u)

2
3−12u2du+

1
Γ( 2

3 )
x

2
3+0

∫ 1

0
(1−u)

2
3−1u0du

=
Γ(3 + 1)

Γ( 2
3 + 3 + 1)

x
2
3+3 +

Γ(2 + 1)
Γ( 2

3 + 2 + 1)
x

2
3+2 +

2Γ(0 + 1)
Γ( 2

3 + 0 + 1)
x

2
3+0

=
Γ(4)
Γ( 14

3 )
x

11
3 +

Γ(3)
Γ( 11

3 )
x

8
3 +

2Γ(1)
Γ( 5

3 )
x

2
3

=
6

Γ( 14
3 )

x
11
3 +

2
Γ( 11

3 )
x

8
3 +

2
Γ( 5

3 )
x

2
3

Lema 3. Sean α, β > 0 y considere gα : R −→ [0, ∞). Entonces

gα ∗ gβ(t) = gα+β(t), t > 0.

Demostración. Si t > 0, entonces

gα ∗ gβ(t) =
∫ t

0
gα(t − s)gβ(s)ds

=
∫ t

0

1
Γ(α)

(t − s)α−1 1
Γ(β)

sβ−1ds

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

0
(t − s)α−1sβ−1ds.
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Haciendo la sustitución s = tξ, tenemos que ds = tdξ, de donde t − s = t − tξ =

t(1 − ξ). Cuando s = 0, ξ = 0, y si s = t, entonces ξ = 1. Luego,

gα ∗ gβ(t) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ 1

0
[t(1 − ξ)]α−1(tξ)β−1tdξ

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ 1

0
tα+β−1(1 − ξ)α−1ξβ−1dξ

=
tα+β−1

Γ(α)Γ(β)

∫ 1

0
(1 − ξ)α−1ξβ−1dξ.

Recordemos que

B(z1, z2) =
∫ 1

0
sz1−1(1 − s)z2−1ds,

se sigue que

gα ∗ gβ(t) =
tα+β−1

Γ(α)Γ(β)
B(β, α).

De la relación

Γ(z1)Γ(z2) = Γ(z1 + z2)B(z1, z2),

tenemos

B(β, α) =
Γ(β)Γ(α)
Γ(α + β)

,

de lo cual se sigue que

gα ∗ gβ(t) =
tα+β−1

Γ(α + β)
= gα+β(t).

2.3. La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville

A partir de la definición de integral de orden fraccionario se define la derivada

de orden α (α > 0) de f en el sentido de Riemann-Liouville, teniendo en cuenta que
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esta definición coincida con el caso donde α es un número natural y que además se

conserven algunas propiedades clásicas de la derivada. Si consideramos n ∈ Z+ y

Dn denota el operador diferencial de orden n, entonces considerando (2.1) y usando

inducción se puede demostrar que

In
a Dn f (t) = f (t)−

n−1

∑
k=0

f (k)(0)
tk

k!
, t > 0.

Observemos que en general,

In
a Dn ̸= I, n ∈ Z+,

donde I representa el operador identidad. Más aún, In
a Dn = I si y sólo si, f (k)(0) = 0

para k = 0, ..., n − 1. Sin embargo,

Dn(In
a f (t)) =

dn

dtn
1

Γ(n)

∫ t

a
(t − s)n−1 f (s)ds =

d
dt

∫ t

a
f (s)ds = f (t),

es decir, Dn In
a = I, n ∈ Z+. A partir de estas consideraciones se define la derivada

fraccionaria de orden α ∈ R+ como el operador inverso a izquierda del operador

fraccionario Iα
a .

Definición 2.3. Sea α ∈ (0, 1), b > 0 y f ∈ L1(0, b; X) con f ∗ g1−α ∈ W1,1(0, b; X).

Siendo X un espacio de Banach, se define la derivada fraccionaria de Riemann-liouville de

oreden α, denota como Dα
a f (t), por

Dα
a := D1

a I1−α
a f (t) = Dα

a f (t) =
1

Γ(1 − α)

d
dt

∫ t

0
(t − s)−α f (s) ds

Observación 2.2. Nótese que si α es un número entero positivo entonces, la definición

anterior coincide con la derivada de orden entero. En efecto, si α = k, k ∈ Z+ y a > 0,

tenemos que

Dα
a f (t) = Dk

a f (t) =
dk+1

dtk+1 Ik+1−k
a f (t) =

dk+1

dtk+1 I1
a f (t) =

dk f (t)
dtk .
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Ejemplo 2.5. Sea α ∈ (0, 1), β ∈ (−1, ∞) y considere la función f (t) = ctβ. Entonces la

integral fraccionaria está dada por

Iα
a f (t) = c

Γ(β + 1)
Γ(1 + α + β)

tβ+α

Si calculamos la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville, haciendo el cambio

de variable u = s
t , obtenemos

Dα
a f (t) =

1
Γ(1 − α)

d
dt

∫ t

0
(t − s)−α f (s) ds

=
c

Γ(1 − α)

d
dt

∫ t

0
(t − s)−αsβds

=
c

Γ(1 − α)

d
dt

∫ t

0
(t(1 − u))−α(ut)βtdu

=
c

Γ(1 − α)

d
dt

t−α+β+1
∫ 1

0
(1 − u)−α(u)βdu

=
c(−α + β + 1)t−α+β

Γ(1 − α)
B(β + 1, 1 − α) donde β + 1 > 0, 1 − α > 0

= (−α + β + 1)
ct−α+β

Γ(1 − α)
B(β + 1, 1 − α)

= (−α + β + 1)
ct−α+β

Γ(1 − α)

Γ(β + 1)Γ(1 − α)

Γ(β − α + 2)

= (−α + β + 1)ct−α+β Γ(β + 1)
Γ(β − α + 2)

Observación 2.3. Del ejemplo anterior tenemos que la derivada fraccionaria de Riemann-

Liouville de una función constante esta dado por

Dα
a c = (−α + β + 1)ct−α+β Γ(β + 1)

Γ(β − α + 2)
.

Note que si consideramos tβ = 1, tenemos que la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville

de una función constante es dada por

Dα
a c = c

(1 − α)

Γ(2 − α)
t−α

la cual es diferente de cero. Además, al calcular la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville
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de una función general, no podemos esperar un comportamiento no singular en cero. Enton-

ces para evitar estas dificultades, adoptamos el concepto de derivada fraccionaria de Caputo,

que representa una especie de regularización en el origen temporal de la derivada fraccionaria

de Riemann-Liouville y satisface la propiedad relevante de ser cero cuando se aplica a una

constante.

La última observación y otras razones principalmente físicas y prácticas llevaron

a la definición de Caputo.

Ejemplo 2.6. Calculemos la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de una función

polinomial f (x) = x3 + 2x2 + 1 con a = 0 y α = 2
3 :

Sabemos que

Dα
a f (x) =

1
Γ (1 − α)

d
dx

∫ x

0
(x − t)−α f (t) dt

Haciendo los cambios de variables,sustituciones y usando la funcion beta,la derivada

fraccionaria de Riemann-Liouville para una funcion dada nos queda:

Dα
a f (x) = (−α + β + 1)x−α+β Γ(β + 1)

Γ(β − α + 2)
.

Entonces:

D
2
3
a (x3 + 2x2 + 1) = (

10
3
)x

7
3

Γ(4)
Γ( 13

3 )
+ (

7
3
)x

4
3

Γ(3)
Γ( 10

3 )
+ (

1
3
)x−

2
3

Γ(1)
Γ( 4

3 )

2.4. La Derivada Fraccionaria de Caputo

El modelo matemático de ciertos problemas hace necesario considerar ecuacio-

nes diferenciales con derivadas de orden fraccionario junto a condiciones iniciales.

Sin embargo la definición de Riemann-Liouville no es suficiente para dar salida a es-

ta necesidad pues, en este caso las condiciones iniciales correspondientes no tienen
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una interpretación física. Para resolver este problema consideremos una definición

alternativa de derivada fraccionaria debida a Caputo (ver Tasbozan [17] y Caputo

[4]) Tal definición permite plantear problemas con condiciones iniciales asociados a

ecuaciones diferenciales de orden fraccionario. Consideremos la siguiente definición

con algunas propiedades.

Definición 2.4. Sea f : [a, b] → R una funcion tal que la (m − 1)−derivada de f es

absolutamente continua en [a, b], α ∈ R+ y m ∈ Z tales que m − 1 < α < m. Se define la

derivada fraccionaria de Caputo de orden α denotada por cDα
a f (t) como

cDα
a f (t) :=

1
Γ(m − α)

∫ t

a

f (m)(s)
(t − s)α+1−m ds

Aquí f (m) denota la m-ésima derivada de la función f .

Ejemplo 2.7. Calcular la derivada fraccionaria de caputo de una función radical f (t) =
√

t

con a = 0 y α = 3
4 :

cDα
∗ f (t) =

1
Γ(m − α)

∫ t

a

f (m)(s)
(t − s)α+1−m ds

cD
3
4∗
√

t =
1

Γ(1 − 3
4 )

∫ t

0

(
√

s)(1)

(t − s)
3
4+1−1

ds

cD
3
4∗
√

t =
1

2Γ( 1
4 )

∫ t

0

(s)−
1
2

(t − s)
3
4

ds

cD
3
4∗
√

t =
1

2Γ( 1
4 )

∫ t

0

ds

(t − s)
3
4 (s)

1
2

Hagamos u = s
t ,notemos que:

(t − s)
3
4 =(t(1 − s

t ))
3
4 =(t)

3
4 (1 − s

t )
3
4

du = ds
t (o bien ) ds = tdu ,ademas s = 0, entonces u = 0

si s = t, entonces u = 1 aqui s = tu , entonces:

cD
3
4∗
√

t =
1

2Γ( 1
4 )

∫ 1

0

tdu

(t)
3
4 (t)

1
2 (1 − u)

3
4 (u)

1
2
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cD
3
4∗
√

t =
1

2Γ( 1
4 )

∫ 1

0

du

(t)
5
4 (1 − u)

3
4 (u)

1
2

cD
3
4∗
√

t =
1

2(t)
5
4 Γ( 1

4 )

∫ 1

0
(1 − u)−

3
4 (u)−

1
2 du

cD
3
4∗
√

t =
1

2(t)
5
4 Γ( 1

4 )

∫ 1

0
(1 − u)

1
4−1(u)

1
2−1du

cD
3
4∗
√

t =
1

2(t)
5
4 Γ( 1

4 )
B(

1
2

,
1
4
)

Usando la funcion beta B(p, q) =
∫ 1

0
(1 − t)q−1(t)p−1dt

Donde p, q > 0 y ademas

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
,

Por lo tanto:

cD
3
4∗
√

t =
1

2(t)
5
4 Γ( 1

4 )

Γ( 1
2 )Γ(

1
4 )

Γ( 1
2 +

1
4 )

cD
3
4∗
√

t :=
√

π

2(t)
5
4 Γ( 3

4 )

Lema 4. Sean α1, α2, b ≥ 0, f ∈ L1(0, b; X) y h ∈ C([0, b]; X), entonces

1. Iα1
1 Iα2

1 f (t) = Iα1+α2
1 f (t);

2. Dα1
1 Iα1

1 f (t) = f (t);

3. Si g1−α1 ∗ f ∈ W1,1(0, b; X), entonces

Iα1
1

cDα1
1 = f (t)− 1

Γ(α1)
tα1−1

{
I1−α1
s f (s)

}∣∣∣∣
s=0

.

Mas aún, si existe una función integrable ϕ tal que f = Iα1
t ϕ(t), entonces

Iα1
t Dα1

t f (t) = f (t).
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Aquí, la notación W1,1(0, b; X) denota el espacio de Sobolev de las funciones g :

(0, b) −→ X tal que g y gt pertenecen a L1(0, b; X);

4. cDα1
t Iα1

t h(t) = h(t);

5. Si g1−α1 ∗ h ∈ W1,1(0, b; X), entonces Iα1
t

cDα1
t h(t) = h(t)− h(0).

Demostración. 1. Por Lema (3)

Iα1
t Iα2

t f (t) = gα1 ∗ (gα2 ∗ f )(t) = (gα1 ∗ gα2) ∗ f (t) = gα1+α2 ∗ f (t) = Iα1+α2
t f (t).

2. Por ítem 1 tenemos que

Dα1
t Iα1

t f (t) = Dt I1−α1
t Iα1

t = Dt I1
t f (t),

luego, por Teorema fundamental del cálculo,

Dt I1
t f (t) =

d
dt

(∫ t

0
f (s)ds

)
= f (t).

3. Note que Dα1
t f (t) ∈ L1(0, b; X), por lo tanto

Iα1
t Dα1

t f (t) =
1

Γ(α1)

∫ t

0
(t − s)α1−1Dα1

s f (s)

=
1

α1Γ(α1)

∫ t

0
(t − s)α1 Dα1

s f (s).

Por la regla de Leibniz

Iα1
t Dα1

t f (t) = D1
t

{
1

α1Γ(α1)

∫ t

0
(t − s)α1 Dα1

s f (s)ds
}

= D1
t

{
1

α1Γ(α1)

∫ t

0
(t − s)α1 D1

s I1−α1
s f (s)ds

}
.
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Finalmente, aplicando integración por partes

Iα1
t Dα1

t f (t) = D1
t

{
1

α1Γ(α1)

{
(t − s)α1 I1−α1

s f (s)
}∣∣∣∣t

0
− 1

α1Γ(α1)

∫ t

0
D1

s (t − s)α1 I1−α1
s f (s)ds

}

= D1
t

{
− 1

α1Γ(α1)
tα1
{

I1−α1
s f (s)

}∣∣∣∣
s=0

+
1

Γ(α1)

∫ t

0
(t − s)α1−1 I1−α1

s f (s)ds
}

= − 1
Γ(α1)

tα1−1
{

I1−α1
s f (s)

}∣∣∣∣
s=0

+ D1
t Iα I1−α1

s f (s)

= f (t) − 1
Γ(α1)

tα1−1
{

I1−α1
s f (s)

}∣∣∣∣
s=0

.

Ahora, si f (t) = Iα1
t ϕ(t), entonces por el ítem 2, concluimos que

Iα1
t Dα1

t f (t) = Iα1
t Dα1

t Iα1
t ϕ(t) = Iα1

t ϕ(t) = f (t).

4. Dado que

∥ Iα1
s h(s)|s=0∥ =

∥∥∥∥( 1
Γ(α1

∫ s

0
(s − σ)α1−1h(σ)dσ

)∣∣∣∣
s=0

∥∥∥∥
≤ ∥h∥C([0,b],X

1
Γ(α1

(∫ s

0
(s − σ)α1−1

)
dσ

∣∣∣∣
s=0

= 0,

entonces Iα1
s h(s)

∣∣
s=0 = 0.

Ahora bien, por el ítem 2, Dα1
t Iα1

t f (t) = f (t), por lo tanto

cDα1
t Iα1

t h(t) = Dα1
t
(

Iα1
t h(t)− Iα1

s h(s)
∣∣
s=0

)
= Dα1

t Iα1
t h(t) = h(t).

5. Finalmente, observe que si H(t) = h(t)− h(0), por el ítem 3 y el ítem 4, obte-

nemos

Iα1
t

cDα1
t h(t) = Iα1

t Dα1
t H(t) = H(t)− 1

Γ(α1)
tα1−1

{
I1−α1
s H(s)

}∣∣∣
s=0

= h(t)− h(0).

Proposición 2.8. Sea α ∈ (0, 1) y suponga que f ∈ C1([0, b], X), entonces cDα
t f (t) ∈

C([0, b], X) y

cDα
t f (t) = Iα

t f ′(t) para todo t ∈ [0, b].
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Demostración. Primero observe por Teorema 2.2 de Kilbas, Pág. 93 [9] tenemos que

cDα
t f (t) ∈ C([0, b], X). Entonces, para verificar la otra parte, observe que

cDα
t f (t) = Dα

t ( f (t)− f (0))

= Dt

{
1

Γ(1 − α)

∫ t

0
(t − s)−α( f (s)− f (0))ds

}
= Dt

{
1

Γ(1 − α)

[
(t − s)−α+1

−α + 1
( f (s)− f (0))

]t

0
+
∫ t

0

(t − s)−α+1

−α + 1
f ′(s)ds

}

= Dt

{
1

Γ(1 − α)(−α + 1)

∫ t

0

(t − s)−α+1

−α + 1
f ′(s)ds

}
=

1
Γ(1 − α)(−α + 1)

[
(t − t)1−α f ′(t) +

∫ t

0
(1 − α)(t − s)−α f ′(s)ds

]
=

1
Γ(1 − α)

∫ t

0
(t − s)−α f ′(s)ds

= I1−α
t f ′(t).

Lema 5. Sea λ ∈ C, n ∈ N y n − 1 < α < n, el problema de Cauchy

cDα
t y − λy = f (x),

con condiciones iniciales

y(j)(0) = bj (bj ∈ R; j = 0, 1, 2, ..., n − 1)

tiene solución única dada por

y(x) =
n−1

∑
j=1

bjxjEα,j+1(λxα) +
∫ x

o
(x − τ)α−1Eα,α[λ(x − τ)α] f (τ)dτ,

donde Eα,j+1 y Eα,α son funciones de Mittag-Leffler.

Demostración. Véase Kilbas, Srivastava y Trujillo, [9], Pág. 231.
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Capítulo 3

ECUACIÓN DE BOUSSINESQ

FRACCIONARIA EN TIEMPO Y

ESPACIO

En este trabajo se estudia la ecuación de Boussinesq fraccionaria en tiempo y

espacio, basado en las definiciones de operadores diferenciales fraccionarios según

Caputo para la derivada temporal. Más exactamente se estudia la ecuación


cDδ

t u(x, t) + (−∆)
µ
2 u(x, t) + (−∆)µu(x, t) = γ(−∆)

µ
2 f (u(x, t)), x ∈ Rn, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) x ∈ Rn,
(3.1)

donde 0 < δ < 2 , µ > 0, γ = ±1, u(x, t) ∈ R y f es una función no-lineal conti-

nua que satisface | f (u)− f (v)| ≤ C|u − v|(|u|k + |v|k). La derivada fraccionaria en

la variable x se define a través de la Transformada de Fourier de la siguiente forma

(−∆)ag = [|ξ|2a ĝ(ξ)]∨(x), para a > 0. Ecuaciones de este tipo en una dimensión,

pero con γ = 1 y δ = µ = 2, fueron originalmente derivadas por Boussineq [3]

en su estudio de propagacion de ondas dispersivas no lineales. Es importante men-

cionar que esta ecuación fue propuesta inicialmente en la literatura para describir

este tipo de fenomenos físicos. La ecuación (3.1) también fue usada por Zakharov

[19] como un modelo no lineal de cuerdas. Finalmente, Falk at. al. en [6] derivaron

una ecuación equivalente en su estudio de aleaciones con memoria de forma. En

cuanto a la cuestión de buena colocación local en una dimension, se han obtenido

varios resultados para la ecuación (3.1) con µ = δ = 2. Usando la teoría abstracta
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de Kato para la ecuación de evolución cuasilineal Bona y Sachs [8] mostraron una

buena postura local para f ∈ C∞ y los datos iniciales u0 ∈ Hs+2(R), u1 ∈ Hs+1(R)

con s > 1/2. Tsutsumi y Matahashi [11] establecieron un resultado similar cuando

f (u) = |u|p−1u, p > 1 y u0 ∈ H1(R), u1 = χxx con χ ∈ H1(R). El mejor resulta-

do disponible en la literatura fue dado por Linares [5] donde probó que (3.1), con

δ = µ = 2, está localmente bien puesta en el caso f (u) = |u|p−1u, 1 < p < 5 and

u0 ∈ L2(R), u1 = hx con h ∈ H−1(R).

El objetivo será encontrar ciertas estimativas en tiempo para la solución de la

ecuación de Boussinesq, en la cual aparecen las algunas funciones de Mittag-Leffler.

Estas estimativas se obtendrán en los espacios Lpdébiles, también llamados espacios

de Marcinkiewicz, los cuales se definieron en el capítulo de preliminares. Una vez

que se tengan estas estimativas, se pretenden obtener algunos resultados de buena

colocación local o global en los espacios mencionados anteriormente.

Es bien conocido que uno de los puntos más difíciles en este tipo de enfoque para

obtener existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales, es dar un

concepto razonable de soluciones, debido a que no se tiene el principio de Duhamel.

A continuación, se describe el tipo de solución “blanda“ que se usa en este trabajo

para la ecuación (3.1). Como 0 < δ < 2 haciendo σ = δ
2 , entonces 0 < σ < 1. Luego

cDδ
t u(x, t) + (−∆)

µ
2 u(x, t) + (−∆)µu(x, t) = γ(−∆)

µ
2 f (u(x, t))

es formalmente equivalente a


cDσ

t u = (−∆)
µ
2 w

cDσ
t w = −u − (−∆)

µ
2 u + γ f (u).

Escribiendo en forma matricial se tiene cDσ
t u

cDσ
t w

 =

 0 (−∆)
µ
2

−(1 + (−∆)
µ
2 ) 0


u

w

+

 0

γ f (u)


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Tomando transformada de Fourier se llega a

 cDσ
t û

cDσ
t ŵ

 =

 0 |ξ|µ

−(1 + |ξ|µ) 0


 û

ŵ

+

 0

γ f̂ (u)

 .

Usando el Teorema 5 de Matychyn [12], se obtiene

 û(ξ, t)

ŵ(ξ, t)

 = Ψ(t, 0)

 û(s)

ŵ(s)

+ γ
∫ t

0
Φ(t, s)

 0

f̂ (u)(ξ, s)

 ds.

Ahora defina

A =

 0 |ξ|µ

−(1 + |ξ|µ) 0

 ,

entonces se tiene que

A2k =

(−1)k|ξ|kµ(1 + |ξ|µ)k 0

0 (−1)k|ξ|kµ(1 + |ξ|µ)k


y

A2k+1 =

 0 (−1)k|ξ|(k+1)µ(1 + |ξ|µ)k

(−1)k+1|ξ|kµ(1 + |ξ|µ)k+1 0

 .
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La expresión de Φ viene dada por

Φ(t, s) = (t − s)σ−1
∞

∑
k=0

Ak(t − s)kσ

Γ(kσ + σ)

=


(t−s)σ−1

Γ(0σ+σ)
0

0 (t−s)σ−1

Γ(0σ+σ)

+


0 |ξ|µ(t−s)2σ−1

Γ(σ+σ)

− (1+|ξ|µ)(t−s)2σ−1

Γ(σ+σ)
0



+


− |ξ|µ(1+|ξ|µ)(t−s)3σ−1

Γ(2σ+σ)
0

0 − |ξ|µ(1+|ξ|µ)(t−s)3σ−1

Γ(2σ+σ)

+


0 − |ξ|2µ(1+|ξ|µ)(t−s)4σ−1

Γ(3σ+σ)

|ξ|µ(1+|ξ|µ))2(t−s)4σ−1

Γ(3σ+σ)
0



+


|ξ|2µ(1+|ξ|µ)2(t−s)5σ−1

Γ(4σ+σ)
0

0 |ξ|2µ(1+|ξ|µ)2(t−s)5σ−1

Γ(4σ+σ)

+


0 |ξ|3µ(1+|ξ|µ)2(t−s)6σ−1

Γ(5σ+σ)

− |ξ|2µ(1+|ξ|µ)3(t−s)6σ−1

Γ(5σ+σ)
0

+ · · ·

=


(t − s)σ−1

∞
∑

k=0

(−1)k |ξ|kµ(1+|ξ|µ)k

Γ(2kσ+σ)
(t − s)2kσ |ξ|µ(t − s)2σ−1

∞
∑

k=0

(−1)k |ξ|kµ(1+|ξ|µ)k

Γ(2kσ+2σ)
(t − s)2kσ

−(1 + |ξ|µ)(t − s)2σ−1
∞
∑

k=0

(−1)k |ξ|kµ(1+|ξ|µ)k

Γ(2kσ+2σ)
(t − s)2kσ (t − s)σ−1

∞
∑

k=0

(−1)k |ξ|kµ(1+|ξ|µ)k

Γ(2kσ+σ)
(t − s)2kσ

 .

Por tanto si θ(ξ, σ, µ, t, s) = −|ξ|µ(1 + |ξ|µ)(t − s)2σ, se tiene que

Φ(t, s) =


(t − s)σ−1E2σ,σ(θ(ξ, σ, µ, t, s)) |ξ|µ(t − s)2σ−1E2σ,2σ(θ(ξ, σ, µ, t, s))

−(1 + |ξ|µ)(t − s)2σ−1E2σ,2σ(θ(ξ, σ, µ, t, s)) (t − s)σ−1E2σ,σ(θ(ξ, σ, µ, t, s))


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Por otro lado,

Ψ(t, 0) =
∞

∑
k=0

Aktkσ

Γ(σk + 1)

=


1

Γ(0σ+1) 0

0 1
Γ(0σ+1)

+


0 |ξ|µtσ

Γ(σ+1)

− (1+|ξ|µ)tσ

Γ(σ+1) 0

+


− |ξ|µ(1+|ξ|µ)t2σ

Γ(2σ+1) 0

0 − |ξ|µ(1+|ξ|µ)t2σ

Γ(2σ+1)



+


0 − |ξ|2µ(1+|ξ|µ)t3σ

Γ(3σ+1)

|ξ|µ(1+|ξ|µ)2t3σ

Γ(3σ+1) 0

+


|ξ|2µ(1+|ξ|µ)2t4σ

Γ(4σ+1) 0

0 |ξ|2µ(1+|ξ|µ)2t4σ

Γ(4σ+1)



+


0 |ξ|3µ(1+|ξ|µ)2t5σ

Γ(5σ+1)

− |ξ|2µ(1+|ξ|µ)3t5σ

Γ(5σ+1) 0

+ · · ·

=


∞
∑

k=0

(−1)k |ξ|kµ(1+|ξ|µ)k

Γ(2kσ+1) t2kσ |ξ|µtσ
∞
∑

k=0

(−1)k |ξ|kµ(1+|ξ|µ)k

Γ(2kσ+1) t2kσ

−(1 + |ξ|µ)tσ
∞
∑

k=0

(−1)k |ξ|kµ(1+|ξ|µ)k

Γ(2kσ+1) t2kσ
∞
∑

k=0

(−1)k |ξ|kµ(1+|ξ|µ)k

Γ(2kσ+1) t2kσ



=


E2σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µ)t2σ) tσ|ξ|µE2σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µ)t2σ)

−(1 + |ξ|µ)tσE2σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µ)t2σ) E2σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µ)t2σ)

 .

Luego,

û(ξ, t) = E2σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µ)t2σ)û0(ξ) + tσ|ξ|µE2σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µ)t2σ)ŵ0(ξ)

+ γ
∫ t

0
(t − s)2σ−1|ξ|µE2σ,2σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µ)(t − s)2σ) f̂ (u)(s)ds

y

ŵ(ξ, t) = −(1 + |ξ|µ)tσE2σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µ)t2σ)û0(ξ) + E2σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µ)t2σ)ŵ0(ξ)

+ γ
∫ t

0
(t − s)σ−1E2σ,σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µ)(t − s)2σ) f̂ (u)(s)ds



3.1. Estimativas de decaimiento temporal 43

Tomando transformada inversa se tiene que

u(x, t) = Kσ
1 (t)u0(x) + tσKσ

2 (t)w0(x) + γ
∫ t

0
(t − s)σ−1Kσ

3 (t − s) f (u)(s)ds

w(x, t) = tσKσ
4 (t)u0(x) + Kσ

1 (t)w0(x) + γ
∫ t

0
(t − s)σ−1Kσ

5 (t − s) f (u)(s)ds.

Donde Kσ
1 , Kσ

2 , Kσ
3 , Kσ

4 y Kσ
5 son multiplicadores de Fourier dados por

[Kσ
1 (t) f ] (x) =

[
E2σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µ)t2σ) f̂ (ξ)

]∨
(x)

[Kσ
2 (t) f ] (x) =

[
|ξ|µE2σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µ)t2σ) f̂ (ξ)

]∨
(x)

[Kσ
3 (t) f ] (x) =

[
tσ|ξ|µE2σ,2σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µ)t2σ) f̂ (ξ)

]∨
(x)

[Kσ
4 (t) f ] (x) =

[
−(1 + |ξ|µ)E2σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µ)t2σ) f̂ (ξ)

]∨
(x)

[Kσ
5 (t) f ] (x) =

[
E2σ,σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µ)t2σ) f̂ (ξ)

]∨
(x).

Por lo tanto, el sistema (3.1) es formalmente equivalente al siguiente sistema integro-

diferencial u(x, t) = Kσ
1 (t)u0(x) + tσKσ

2 (t)w0(x) + γ
∫ t

0 (t − s)σ−1Kσ
3 (t − s) f (u)(s)ds,

w(x, t) = tσKσ
4 (t)u0(x) + Kσ

1 (t)w0(x) + γ
∫ t

0 (t − s)σ−1Kσ
5 (t − s) f (u)(s)ds.

(3.2)

3.1. Estimativas de decaimiento temporal

A continuación se presentan algunas estimativas en tiempo para los operadores

Kσ
j , con j = 3, 5, las cuales serán útiles para obtener los resultados de existencia de

soluciones y demás resultados asociados al sistema (3.1).

Lema 6. Sea 0 < σ < 1 y µ > n. Entonces existe una constante C > 0 tal que

∥Kσ
3 (t) f ∥Lp(Rn) ≤ Ct−

σn
µ (1− 2

p )∥ f ∥Lp′ (Rn), (3.3)

con 2 ≤ p ≤ ∞ y 1 = 1
p +

1
p′

.
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Demostración. Dado que

Kσ
3 (t) f (x) =

[
tσ|ξ|µE2σ,2σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µ)t2σ)

]∨ ∗ f (x)

=
∫

Rn
tσ|ξ|µE2σ,2σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µ)t2σ)eix·ξ f̂ (ξ)dξ,

luego

|Kσ
3 (t) f (x)| ≤

∫
Rn

tσ|ξ|µ
∣∣E2σ,2σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µ)t2σ)

∣∣ | f̂ (ξ)|dξ.

Haciendo el cambio de variable η = ξt
σ
µ se tiene que

[
tσ|ξ|µE2σ,2σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µ)t2σ)

]∨
(x) =

∫
Rn

tσ|ξ|µE2σ,2σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µ)t2σ)eix·ξdξ

= t−
nσ
µ

∫
Rn

|η|µE2σ,2σ (−|η|µ(tσ + |η|µ)) eix·ηt−
σ
µ

dη.

Así,

∣∣∣tσ|ξ|µ
[
E2σ,2σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µ)t2σ)

]∨
(x)
∣∣∣ ≤ t−

nσ
µ

∫
Rn

|η|µ |E2σ,2σ (−|η|µ(tσ + |η|µ))| dη.

Por Teorema 1.16 se tiene que existe C > 0 tal que

|E2σ,2σ (−|η|µ(tσ + |η|µ))| ≤ C
1 + |η|µ(tσ + |η|µ) .

Entonces, si µ > n se obtiene

∣∣∣tσ|ξ|µ
[
E2σ,2σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µ)t2σ)

]∨
(x)
∣∣∣ ≤ Ct−

nσ
µ

∫
Rn

|η|µ
1 + |η|µtσ + |η|2µ

dη

≤ Ct−
nσ
µ

∫
Rn

|η|µ
1 + |η|2µ

dη ≤ Ct−
nσ
µ .

Por la desigualdad de Young (Teorema1.1) se tiene que

||Kσ
3 (t) f ||L∞(Rn) ≤ Ct−

nσ
µ || f ||L1(Rn). (3.4)
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Por otra parte como |E2σ,2σ(z)| ≤ C
1+|z| y tσ |ξ|µ

1+t2σ |ξ|µ+t2σ |ξ|2µ ≤ 1, para todo t > 0 y todo

ξ ∈ Rn, se llega a

||Kσ
3 (t) f ||2L2(Rn) =

∫
Rn

∣∣∣tσ|ξ|µE2σ,2σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µ)t2σ)eix·ξ f̂ (ξ)
∣∣∣2 dξ

≤ C
∫

Rn

∣∣∣∣ tσ|ξ|µ
1 + t2σ|ξ|µ + t2σ|ξ|2µ

f̂ (ξ)
∣∣∣∣2 dξ

≤ C
∫

Rn

∣∣∣ f̂ (ξ)∣∣∣2 dη ≤ C∥ f ∥2
L2(Rn),

es decir,

∥Kσ
3 (t) f ∥L2(Rn) ≤ C∥ f ∥L2(Rn). (3.5)

Ahora aplicando el Teorema de Interpolación Riesz-Thorin (Teorema 1.2) de (3.4) y

(3.5) se obtiene

∥Kσ
3 (t) f ∥Lp(Rn) ≤ Ct−

σn
µ (1− 2

p )∥ f ∥Lp′ (Rn).

Lema 7. Si 2 ≤ p ≤ ∞, 0 < σ < 1 y µ > n. Entonces existe una constante C > 0 tal que

∥Kσ
3 (t) f ∥L(p,∞) ≤ Ct−

σn
µ (1− 2

p )∥ f ∥L(p′ ,∞)

para todo t > 0.

Demostración. Considere 2 ≤ p0 < p1 ≤ ∞ y defina 1
p = θ

p0
+ 1−θ

p1
, con 0 < θ < 1,

por el Lema 6 se obtiene

||Kσ
3 (t) f ||L(p0,p0) ≤ Ct−

σn
µ (1− 2

p )|| f ||
L(p′0,p′0)

y

||Kσ
3 (t) f ||L(p1,p1) ≤ Ct−

σn
µ (1− 2

p )|| f ||
L(p′1,p′1)

.
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Nuevamente el Teorema de Interpolación Riesz-Thorin (Teorema 1.2) implica que

||Kσ
3 (t) f ||L(p,∞) ≤ Ct−

σn
µ (1− 2

p )θt−
σn
µ (1− 2

p )(1−θ)|| f ||L(p′ ,∞)

= Ct−
σn
µ (1− 2

p )|| f ||L(p′ ,∞) .

Por lo tanto llegamos a

||Kσ
3 (t) f ||L(p,∞) ≤ Ct−

σn
µ (1− 2

p )|| f ||L(p′ ,∞) .

Lema 8. Sea 0 < σ < 1 y µ > n. Entonces existe una constante C > 0 tal que

||Kσ
5 (t) f ||Lp(Rn) ≤ Ct−

nσ
µ

(
1− 2

p

)
|| f ||

Lp′ (Rn)
, (3.6)

con 2 ≤ p ≤ ∞ y 1 = 1
p +

1
p′

.

Demostración. Dado que

[Kσ
5 (t) f ] (x) =

[
E2σ,σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µ)t2σ)

]∨ ∗ f (x)

=
∫

Rn
E2σ,σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µ)t2σ)eix·ξdξ.

Haciendo el cambio de variable η = ξt
σ
µ , por Teorema 1.16 se obtiene

∣∣E2σ,σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µt2σ)
∣∣ = ∣∣∣∣∫

Rn
E2σ,σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µ)t2σ)eix·ξdξ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣t− nσ
µ

∫
Rn

E2σ,σ (−|η|µ(tσ + |η|µ))eix·ηt−
σ
µ

dη

∣∣∣∣
≤ t−

nσ
µ

∫
Rn

|E2σ,σ (−|η|µ(tσ + |η|µ)| dη.
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Por Teorema 1.16 existe C > 0 tal que

∣∣E2σ,σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µt2σ)
∣∣ ≤ t−

nσ
µ

∫
Rn

C
1 + |η|µ(tσ + |η|µ)dη

≤ t−
nσ
µ

∫
Rn

C
1 + |η|2µ

dη ≤ Ct−
nσ
µ .

Usando Desigualdad de Young (Teorema 1.1) se llega a

||Kσ
5 (t) f ||L∞(Rn) ≤ Ct−

nσ
µ || f ||L1(Rn). (3.7)

Por otro lado se tiene que E2σ,σ(z) ≤ C, luego

||Kσ
5 (t) f ||L2(Rn) ≤

∫
Rn

∣∣E2σ,σ(−|ξ|µ(1 + |ξ|µ)t2σ)
∣∣2 ∣∣∣ f̂ (ξ)∣∣∣2 dξ

≤ C
∫

Rn

∣∣∣ f̂ (ξ)∣∣∣2 dξ = C|| f ||2L2(Rn).

Así,

||Kσ
5 (t) f ||L2(Rn) ≤ C|| f ||L2(Rn). (3.8)

Aplicando el Teorema de Interpolación Riesz-Thorin (Teorema 1.2) de (3.7) y (3.8) se

obtiene

||Kσ
5 (t) f ||Lp(Rn) ≤ Ct−

nσ
µ

(
1− 2

p

)
|| f ||Lp′ (Rn).

Lema 9. Si 2 ≤ p ≤ ∞, 0 < σ < 1 y µ > n. Entonces existe una constante C > 0 tal que

||Kσ
5 (t) f ||L(p,∞) ≤ Ct−

nσ
µ

(
1− 2

p

)
|| f ||L(p′ ,∞) ,

para todo t > 0.

Demostración. Sea 1
p = θ

p0
+ 1−θ

p1
, con 0 < θ < 1, por el Lema 6 tenemos que

||Kσ
5 (t) f ||L(p0,p0) ≤ Ct

−nσ
µ

(
1− 2

p0

)
|| f ||

L(p′0,p′0)
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y

||Kσ
5 (t) f ||L(p1,p1) ≤ Ct

−nσ
µ

(
1− 2

p1

)
|| f ||

L(p′1,p′1)

Nuevamente el Teorema de Interpolación Riesz-Thorin 1.2 se llega a

||Kσ
5 (t) f ||L(p,∞) ≤ Ct−

nσ
µ

(
1− 2

p0

)
θt−

nσ
µ

(
1− 2

p1

)
(1−θ)|| f ||L(p′ ,∞)

= Ct−
nσ
µ

[(
1− 2

p0

)
θ+
(

1− 2
p1

)
(1−θ)

]
|| f ||L(p′ ,∞) .

Pero

(
1 − 2

p0

)
θ +

(
1 − 2

p1

)
(1 − θ) = θ − 2θ

p0
+ 1 − 2

p1
− θ +

2θ

p1

= −2θ

p0
+ 1 − 2

p1
+

2θ

p1

= 1 − 2(1 − θ)

p1
− 2θ

p0

= 1 − 2
(

θ

p0
+

1 − θ

p1

)
= 1 − 2

p
.

Por lo tanto

||Kσ
5 (t) f ||L(p,∞) ≤ Ct−

nσ
µ

(
1− 2

p

)
|| f ||L(p′ ,∞) .

3.2. Estimativas de las no linealidades del sistema

En esta sección se obtendrán estimativas de las partes no lineales del sistema 3.2,

teniendo en cuenta las estimativas obtenidas de la sección anterior de multiplicado-

res de Fourier Kσ
3 (·) y Kσ

5 (·).
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Denote por

N 3
σ (u) =

∫ t

0
(t − s)σ−1Kσ

3 (t − s) f (u)(s)ds

y

N 5
σ (u) =

∫ t

0
(t − s)σ−1Kσ

5 (t − s) f (u)(s)ds.

las partes no lineales de la ecuación 1 y 2 del sistema (3.2). Además para 0 < T < ∞

se define

∥u∥X q,a1
T

= sup
0≤t≤T

ta1∥u(t)∥L(q,∞)

∥w∥Y q,a1
T

= sup
0≤t≤T

ta1∥w(t)∥L(q,∞) .

donde  a1 = σn
µ (1 − 2

p )− σ + 1

q = k + 2
(3.9)

Proposición 3.1. Sean (k + 1)a1 < 1. Entonces existen constantes C1, C2, C3 > 0 (inde-

pendientes de T) tales que

∥N 3
σ (u)−N 3

σ (ũ)∥X q,a1
T

≤ C2∥u − ũ∥X q,a1
T

[
∥u∥k

X q,a1
T

+ ∥ũ∥k
X q,a1

T

]
T1−(k+1)a1 . (3.10)

∥N 5
σ (u)−N 5

σ (ũ)∥Y q,a1
T

≤ C3∥u − ũ∥X q,a1
T

[
∥u∥k

X q,a1
T

+ ∥ũ∥k
X q,a1

T

]
T1−(k+1)a1 . (3.11)

Demostración. Para la prueba de la estimativa (3.10), note que

∥N 3
σ (u)−N 3

σ (ũ)∥L(q,∞) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∫ t

0
(t − s)σ−1Kσ

3 (t − s)[ f (u)− f (ũ)]
∣∣∣∣∣∣∣∣

L(q,∞)
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Por Lema 7, se tiene que

∥N 3
σ (u)−N 3

σ (ũ)∥L(q,∞) ≤
∫ t

0
(t − s)σ−1∥Kσ

3 (t − s)[ f (u)− f (ũ)]∥L(q,∞)ds

≤ C2

∫ t

0
(t − s)−

σn
µ (1− 2

p )+σ−1∥ f (u)− f (ũ)∥L(q′ ,∞)ds.

≤ C2

∫ t

0
(t − s)−

σn
µ (1− 2

p )+σ−1∥|u − ũ|[|u|k + |ũ|k]∥L(q′ ,∞)ds.

Usando la desigualdad de Hölder (Teorema 1.8) y la Proposición 3.1, se obtiene

∥N 3
σ (u)−N 3

σ (ũ)∥L(q,∞) ≤ C2

∫ t

0
(t − s)−a1∥u − ũ∥L(q,∞)

[
∥|u|k∥

L(
q
k ,∞) + ∥|ũ|k∥

L(
q
k ,∞)

]
ds

≤ C2

∫ t

0
(t − s)−a1 s−a1 sa1∥u − ũ∥L(q,∞)

[
s−a1ksa1k∥u∥k

L(q,∞) + s−a1ksa1k∥ũ∥k
L(q,∞)

]
ds

≤ C2

∫ t

0
(t − s)−a1∥u − ũ∥L(q,∞)

[
∥u∥k

L(q,∞) + ∥ũ∥k
L(q,∞)

]
ds

≤ C2∥u − ũ∥X q,a1
T

[
∥u∥k

X q,a1
T

+ ∥ũ∥k
X q,a1

T

] ∫ t

0
(t − s)−a1 s−(k+1)a1 ds.

Como (k + 1)a1 < 1, por Lema 2 se tiene que

∥N 3
σ (u)−N 3

σ (ũ)∥L(q,∞) ≤ C2∥u − ũ∥X q,a1
T

[
∥u∥k

X q,a1
T

+ ∥ũ∥k
X q,a1

T

]
t1−a1−(k+1)a1 .

Luego, multiplicando por ta1 y tomando supremo en 0 < t < T se sigue que

sup
0≤t≤T

ta1∥N 3
σ (u)−N 3

σ (ũ)∥L(q,∞) ≤ C2∥u − ũ∥X q,a1
T

[
∥u∥k

X q,a1
T

+ ∥ũ∥k
X q,a1

T

]
T1−(k+1)a1 .

Por lo tanto,

∥N 3
σ (u)−N 3

σ (ũ)∥X q,a1
T

≤ C2∥u − ũ∥X q,a1
T

[
∥u∥k

X q,a1
T

+ ∥ũ∥k
X q,a1

T

]
T1−(k+1)a1 .

Para la prueba de la última estimativa (3.11), note que

∥N 5
σ (u)−N 5

σ (ũ)∥L(q,∞) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∫ t

0
(t − s)σ−1Kσ

5 (t − s)[ f (u)− f (ũ)]
∣∣∣∣∣∣∣∣

L(q,∞)

.
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Por Lema 9, se llega a

∥N 5
σ (u)−N 5

σ (ũ)∥L(q,∞) ≤
∫ t

0
(t − s)σ−1∥Kσ

5 (t − s)[ f (u)− f (ũ)]∥L(q,∞)ds

≤ C3

∫ t

0
(t − s)−a1∥|u − ũ|[|u|k − |ũ|k]∥L(q′ ,∞)ds.

Usando la desigualdad de Hölder (Teorema 1.8) y la proposición 3.1

∥N 5
σ (u)−N 5

σ (ũ)∥L(q,∞) ≤ C3

∫ t

0
(t − s)−a1∥u − ũ∥L(q,∞)

[
∥u∥k

L(q,∞) + ∥ũ∥k
L(q,∞)

]
ds

≤ C3∥u − ũ∥X q,a1
T

[
∥u∥k

X q,a1
T

+ ∥ũ∥k
X q,a1

T

] ∫ t

0
(t − s)−a2 s−(k+1)a1 ds.

Como (k + 1)a1 < 1, por Lema 2 se tiene que

∥N 5
σ (u)−N 5

σ (ũ)∥L(q,∞) ≤ C3∥u − ũ∥X q,a1
T

[
∥u∥k

X q,a1
T

+ ∥ũ∥k
X q,a1

T

]
t1−a2−(k+1)a1 .

Luego, multiplicando por ta2 y tomando supremo en 0 < t < T se sigue que

sup
0≤t≤T

ta2∥N 5
σ (u)−N 5

σ (ũ)∥L(q,∞) ≤ C3∥u − ũ∥X q,a1
T

[
∥u∥k

X q,a1
T

+ ∥ũ∥k
X q,a1

T

]
T1−(k+1)a1 .

Por lo tanto,

∥N 5
σ (u)−N 5

σ (ũ)∥Y q,a1
T

≤ C3∥u − ũ∥X q,a1
T

[
∥u∥k

X q,a1
T

+ ∥ũ∥k
X q,a1

T

]
T1−(k+1)a1 .

Ahora con el fin de conseguir un resultado de existencia global, se definen las

siguientes normas:

∥u∥X q,b1
∞

= sup
t>0

tb1∥u(t)∥L(q,∞) ,

∥w∥Y q,b1
∞

= sup
t>0

tb1∥w(t)∥L(q,∞) ,

con b1 = 1−a1
k y a1 es como en (3.9).

La siguiente Proposición será utilizada para obtener resultados de buena coloca-

ción local para el sistema (3.1)
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Proposición 3.2. Sean a1 < 1, (k + 1)b1 < 1. Entonces existen constantes C5, C6 > 0

tales que

∥N 3
σ (u)−N 3

σ (ũ)∥X q,b1
∞

≤ C5

{
∥u − ũ∥X q,b1

∞

[
∥u∥k

X q,b1
∞

+ ∥ũ∥k
X q,b1

∞

]}
, (3.12)

∥N 5
σ (u)−N 5

σ (ũ)∥Y q,b2
∞

≤ C6∥u − ũ∥X q,b1
∞

[
∥u∥k

X q,b1
∞

+ ∥ũ∥k
X q,b1

∞

]
, (3.13)

para todo u, ũ tal que el lado derecho de (3.12) y (3.13) es finito.

Demostración. Para probar la estimativa (3.12), usaremos el mismo argumento con

que se probó la estimativa (3.10) de la Proposición 3.1. En efecto,

∥N 3
σ (u)−N 3

σ (ũ)∥L(q,∞) ≤ C5

∫ t

0
(t − s)−a1∥u − ũ∥L(q,∞)

[
∥u∥k

L(q,∞) + ∥ũ∥k
L(q,∞)

]
ds

≤ C5

{
∥u − ũ∥X q,b1

∞

[
∥u∥k

X q,b1
∞

+ ∥ũ∥k
X q,b1

∞

]} ∫ t

0
(t − s)−a1 s−(k+1)b1 ds.

Como (k + 1)b1 < 1 y a1 < 1 por Lema 2 se tiene que

∥N 3
σ (u)−N 3

σ (ũ)∥L(q,∞) ≤ C5

{
∥u − ũ∥X q,b1

∞

[
∥u∥k

X q,b1
∞

+ ∥ũ∥k
X q,b1

∞

]}
t1−a1−kb1−b1 .

Luego multiplicando por tb1 y tomando supremo en t > 0 se sigue que

sup
t>0

tb1∥N 3
σ (u)−N 3

σ (ũ)∥L(q,∞) ≤ C5

{
∥u − ũ∥X p,a1

∞

[
∥u∥k

X q,b1
∞

+ ∥ũ∥k
X q,b1

∞

]}
T1−a1−kb1 .

Como 1 − a1 − kb1 = 0, se tiene que

∥N 3
σ (u)−N 3

σ (ũ)∥X q,b1
∞

≤ C5

{
∥u − ũ∥X q,b1

∞

[
∥u∥k

X q,b1
∞

+ ∥ũ∥k
X q,b1

∞

]}
.

Para la última estimativa (3.13) nos basaremos en (3.11)

∥N 5
σ (u)−N 5

σ (ũ)∥L(q,∞) ≤ C6

∫ t

0
(t − s)−a1∥u − ũ∥L(q,∞)

[
∥u∥k

L(q,∞) + ∥ũ∥k
L(q,∞)

]
ds

≤ ∥u − ũ∥X q,b1
∞

[
∥u∥k

X q,b1
∞

+ ∥ũ∥k
X q,b1

∞

] ∫ t

0
(t − s)−a1 s−(k+1)b1 ds.
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Como a1 < 1, (k + 1)b1 < 1 por Lema 2, se obtiene

∥N 5
σ (u)−N 5

σ (ũ)∥L(q,∞) ≤ C6∥u − ũ∥X q,b1
∞

[
∥u∥k

X q,b1
∞

+ ∥ũ∥k
X q,b1

∞

]
t1−a1−(k+1)b1 .

Multiplicando por tb1 y tomando supremo para t > 0 se tiene que

sup
t>0

tb1∥N 5
σ (u)−N 5

σ (ũ)∥L(q,∞) ≤ C6∥u − ũ∥X q,b1
∞

[
∥u∥k

X q,b1
∞

+ ∥ũ∥k
X q,b1

∞

]
T1−a1−kb1 .

Como 1 − a1 − kb1 = 0, se sigue que

∥N 5
σ (u)−N 5

σ (ũ)∥Y q,b1
∞

≤ C6∥u − ũ∥X q,b1
∞

[
∥u∥k

X q,b1
∞

+ ∥ũ∥k
X q,b1

∞

]
.

3.3. Solución local y global del sistema

Definición 3.1. Definimos LT como el espacio de Banach que consta de todas las duplas

[u, w] con la norma

∥[u, w]∥LT := ∥u∥X q,a1
T

+ ∥w∥Y q,a1
T

.

Además, sea LT
0 el espacio de condiciones iniciales [u0, w0] tal que la norma

∥[u0, w0]∥LT
0

:= ∥Kσ
1 (t)u0 + tσKσ

2 (t)w0∥X q,a1
T

+ ∥tσKσ
4 (t)u0 + tσKσ

1 (t)w0∥Y q,a1
T

es finita.

Teorema 3.3. Sean (k + 1)a1 < 1. Suponga que la norma ∥[u0, w0]∥LT
0

es finita. Entonces

existe 0 < T < ∞, tal que el sistema tiene única solución local [u, w] ∈ LT y además, la

aplicación dato-solución es Lipschitz continua de LT
0 en LT .

Demostración. Para la demostración nos basaremos en el Teorema del punto fijo de

Banach. Como ∥[u0, w0]∥LT
0

es finita, exite ϵ > 0 tal que ∥[u0, w0]∥LT
0
< ϵ

2 . Considere

Φ ([u, w]) = [Kσ
1 (t)u0 + tσKσ

2 (t)w0, tσKσ
4 (t)u0 + Kσ

1 (t)w0] + [N 3
σ (u),N 5

σ (u)]
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y Bϵ = {[u, w] : ∥[u, w]∥LT < ϵ } con la métrica

d ([u, w], [ũ, w̃]) = ∥[u − ũ, w − w̃]∥LT . Luego,

d (Φ[u, w], Φ[ũ, w̃]) = ∥Φ[u, w]− Φ[ũ, w̃]∥LT

= ∥N 3
σ (u)−N 3

σ (ũ),N 5
σ (u)−N 5

σ (ũ)∥LT

= ∥N 3
σ (u)−N 3

σ (ũ)∥X q,a1
T

+ ∥N 3
σ (u)−N 5

σ (ũ)∥Y q,a1
T

.

Luego por las estimativas (3.10) y (3.11) se tiene que

d (Φ[u, w], Φ[ũ, w̃]) ≤ C1

{
∥u − ũ∥X q,a1

T

[
∥u∥k

X q,a1
T

+ ∥ũ∥k
X q,a1

T

]}
T1−(k+1)a1

+ C2∥u − ũ∥X q,a1
T

[
∥u∥k

X q,a1
T

+ ∥ũ∥k
X q,a1

T

]
T1−(k+1)a1

≤ 2C1

{
ϵk∥u − ũ∥X q,a1

T

}
T1−(k+1)a1 + 2C2ϵk∥u − ũ∥X q,a1

T
T1−(k+1)a1

≤ 2
(
(C1 + C2)ϵ

kT1−(k+1)a1
)
∥[u − ũ, w − w̃]∥LT

≤ 4C
(

ϵkT1−(k+1)a1
)
∥[u − ũ, w − w̃]∥LT ,

con C = máx{C1, C2}. Por lo tanto, para ϵ > 0 fijo dado anteriormente, existe T > 0

tal que

0 < 4C
(

ϵkT1−(k+1)a1
)
< 1.

Tomando Cϵ = 4C
(

ϵkT1−(k+1)a1

)
se llega a

d (Φ[u, w], Φ[ũ, w̃]) ≤ Cϵ∥[u − ũ, w − w̃]∥LT ,

donde 0 < Cϵ < 1.

Ahora veamos que si [u, w] ∈ Bϵ, entonces ∥[u, w]∥LT < ϵ. Note que si [ũ, w̃] = 0

en la Proposición 3.1 se tiene que

d (Φ[u, w]) ≤ ϵ

2
+ ϵ

(
C1ϵkT1−(k+1)a1 + C2ϵkT1−(k+1)a1

)
≤ ϵ

2
+ ϵC

(
2ϵkT1−(k+1)a1

)
<

ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ.
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En consecuencia d (Φ[u, w]) ≤ ϵ. Por lo tanto, por el Teorema de punto fijo de Banach

existe un único punto [u, w] ∈ LT tal que

Φ([u, w]) = [u, w].

Ahora, se muestra que la aplicación dato-solución es Lipschitz continua de LT
0 en

LT. Sean [u, w] y [ũ, w̃] soluciones del problema (3.1) con datos iniciales [u0, w0] y

[ũ0, w̃0], respectivamente. Entonces

∥[u, w]− [ũ, w̃]∥LT

≤ ∥Kσ
1 (t)(u0 − ũ0) + tσKσ

2 (t)(w0 − w̃0), tσKσ
4 (t)(u0 − ũ0) + Kσ

1 (t)(w0 − w̃0)∥LT

+ ∥N 3
σ (u − ũ),N 5

σ (u − ũ)∥LT

≤ ∥u0 − ũ0, w0 − w̃0∥LT
0

+ 2
(

C1ϵkT1−(k+1)a1 + C2ϵkT1−(k+1)a1
)
∥[u, w]− [ũ, w̃]∥LT

≤ ∥u0 − ũ0, w0 − w̃0∥LT
0
+ 4C

(
ϵkT1−(k+1)a1

)
∥[u, w]− [ũ, w̃]∥LT

= ∥u0 − ũ0, w0 − w̃0∥LT
0
+ Cϵ∥[u, w]− [ũ, w̃]∥LT .

Así,

∥[u, w]− [ũ, w̃]∥LT − Cϵ∥[u, w]− [ũ, w̃]∥LT ≤ ∥u0 − ũ0, w0 − w̃0, )∥LT
0
.

Por lo tanto

∥[u, w]− [ũ, w̃]∥LT ≤ (1 − Cϵ)
−1∥u0 − ũ0, w0 − w̃0, )∥LT

0
,

lo que termina la prueba.

Definición 3.2. Definimos L∞ como el espacio de Banach que consta de todas las duplas

[u, w] con la norma

∥[u, w]∥L∞ := ∥u∥X p,b1
∞

+ ∥w∥Y q,b1
∞
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Además, sea L∞
0 el espacio de condiciones iniciales [u0, w0] tal que la norma

∥[u0, w0]∥L∞
0

:= ∥Kσ
1 (t)u0 + tσKσ

2 (t)w0∥X q,b1
∞

+ ∥tσKσ
4 (t)u0 + tσKσ

1 (t)w0∥Y q,b1
∞

es finita.

Teorema 3.4. Sea (k + 1)b1 < 1, a1 < 1 y suponga que también existe δ > 0 suficiente-

mente pequeño tal que

∥[u0, w0]∥L∞
0
<

δ

2
.

Entonces el sitema (3.1) tiene única solución global y además, la aplicación dato-solución es

Lipschitz continua de L∞
0 en L∞ .

Demostración. La demostración se basa en el Teorema del punto fijo de Banach. Sea

Φ ([u, w]) = [Kσ
1 (t)u0 + tσKσ

2 (t)w0, tσKσ
4 (t)u0 + Kσ

1 (t)w0] + [N 3
σ (u),N 5

σ (u)]

y Bδ = {[u, w] : ∥[u, w]∥L∞ < δ } con la métrica

d ([u, w], [ũ, w̃]) = ∥[u − ũ, w − w̃]∥L∞ .

Así,

d (Φ[u, w], Φ[ũ, w̃]) = ∥Φ[u, w]− Φ[ũ, w̃]∥L∞

= ∥N 3
σ (u)−N 3

σ (ũ),N 5
σ (u)−N 5

σ (ũ)∥L∞

= ∥N 3
σ (u)−N 3

σ (ũ)∥X q,b1
∞

+ ∥N 5
σ (u)−N 5

σ (ũ)∥Y q,b1
∞

.

Luego por las estimativas (3.12) y (3.13) se tiene que

d (Φ[u, w], Φ[ũ, w̃]) ≤ C4

{[
∥u − ũ∥X q,b1

∞

[
∥u∥k

X q,b1
∞

+ ∥ũ∥k
X q,b1

∞

]}
+ C5∥u − ũ∥X q,b1

∞

[
∥u∥k

X q,b1
∞

+ ∥ũ∥k
X q,b1

∞

]
≤ 2C4

{
δk∥u − ũ∥X q,b1

∞
+ δk∥u − ũ∥X q,b1

∞

}
≤ 4D

(
δk
)
∥[u − ũ, w − w̃]∥L∞
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Con D = máx{C4, C5}. Por lo tanto se puede tomar δ > 0 tal que

0 < 4D
(

δk
)
< 1.

Tomando Dδ = 4D
(
δk) se obtiene

d (Φ[u, w], Φ[ũ, w̃]) ≤ Dδ∥[u − ũ, w − w̃]∥L∞ ,

donde 0 < Dδ < 1. Ahora veamos que si [u, w] ∈ Bδ, entonces ∥[u, w]∥L∞ < δ. Note

que si [ũ, w̃] = 0 en la Proposición 3.2 se tiene que

d (Φ[u, w]) ≤ δ

2
+ δ

(
C4δk + C5δk

)
≤ δ

2
+ 2δD

(
δk
)

<
δ

2
+

δ

2
= δ.

En consecuencia d (Φ[u, w]) ≤ δ. Por lo tanto, por el Teorema de punto fijo de Banach

existe un único punto [u, w] ∈ L∞ tal que Φ([u, w]) = [u, w].

Ahora, veamos que la aplicación dato-solución es Lipschitz continua de L∞
0 en

L∞. Sean [u, w] y [ũ, w̃] solución del problema (3.1) con datos iniciales [u0, w0] y

[ũ0, w̃0] respectivamente. Entonces

∥[u, w]− [ũ, w̃]∥L∞

≤ ∥Kσ
1 (t)(u0 − ũ0) + tσKσ

2 (t)(w0 − w̃0), tσKσ
4 (t)(u0 − ũ0) + Kσ

1 (t)(w0 − w̃0)∥L∞

+ ∥N 3
σ (u − ũ),N 5

σ (u − ũ)∥L∞

≤ ∥u0 − ũ0, w0 − w̃0∥L∞
0

+ 2
(

C4δkT1−ka1 + C5δk + C6δk
)
∥[u − ũ, w − w̃]∥L∞

≤ ∥u0 − ũ0, w0 − w̃0∥L∞
0
+ 2D

(
δλ+µ−1 + 2δk

)
∥[u − ũ, w − w̃]∥L∞

= ∥u0 − ũ0 + w0 − w̃0∥L∞
0
+ Dδ∥[u − ũ, w − w̃]∥L∞
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Así,

∥[u, w]− [ũ, w̃]∥L∞ − Dδ∥[u, w]− [ũ, w̃]∥L∞ ≤ ∥u0 − ũ0, w0 − w̃0, )∥L∞
0

.

Por lo tanto

∥[u, w]− [ũ, w̃]∥L∞ ≤ (1 − Dδ)
−1∥u0 − ũ0, w0 − w̃0, )∥L∞

0
,

lo que termina la prueba.
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Capítulo 4

CONCLUSIONES

4.1. Conclusiones

En el presente trabajo se tuvieron los siguientes resultados:

1. Se obtuvieron estimativas de decaimiento en el tiempo para la solución de la

ecuación lineal de Boussinesq fraccionaria en tiempo y espacio (3.1) en los es-

pacios Lp−débiles para ciertos p.

2. Se probó la existencia y unicidad de la solución global de la ecuación no lineal

(3.1) en ciertos espacios Lp−débiles con un peso en el tiempo.

4.2. Trabajos futuros

Como trabajos futuros se espera hacer un análisis similar para ecuaciones o siste-

mas de ecuaciones que similares a la aquí estudiada e intentar hallar estimativas en

tiempo que permitan probar la existencia de soluciones locales y globales en tiempo.

Incluso, para esta misma ecuación es posible estudiar comportamiento asimptótico

y estabilidad.
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