LEY DE RECIPROCIDAD CUADRATICA Y
CUESTIONES RELACIONADAS CON
CUADRADOS

Mary Alejandra Cuadrado Chica

UNIVERSIDAD DE CORDOBA
FACULTAD DE CIENCIAS BASICAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS Y ESTADISTICA
MONTERIA
2021



LEY DE RECIPROCIDAD CUADRATICA Y
CUESTIONES RELACIONADAS CON
CUADRADOS

Mary Alejandra Cuadrado Chica

Trabajo presentado como requisito parcial para optar al titulo de

Matematico

Asesor:

Ph. D. Jerson Manuel Borja Soto

UNIVERSIDAD DE CORDOBA
FACULTAD DE CIENCIAS BASICAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS Y ESTADISTICA
MONTERIA
2021



UNIVERSIDAD DE CORDOBA
FACULTAD DE CIENCIAS BASICAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS Y ESTADISTICA

Los jurados abajo firmantes certifican que han leido y que aprueban el trabajo de gra-

do titulado: LEY DE RECIPROCIDAD CUADRATICA Y CUESTIONES
RELACIONADAS CON CUADRADOS, el cual es presentado por la estudiante
Mary Alejandra Cuadrado Chica.

Fecha: Septiembre 2021

o Jon Bagp-

Ph. D. Jerson Manuel Borja Soto

gevcﬁa :’C\\f:lsz > 0=

Jurado: | &
M.Sc. Sergio Miguel Avilez Ortiz

Jurado:

Ph. D. Luis Enriqum



Ytiirg Choer
Y Ay Conactbnt



Resumen

En el presente trabajo tratamos acerca de residuos cuadraticos y la ley de reciprocidad
cuadratica. Se muestra la caracterizacion de los enteros que se pueden representar
como suma de dos cuadrados, y hacemos un estudio del respectivo problema modular,
que plantea caracterizar y contar la cantidad de enteros moédulo n que pueden ser
representados como suma de dos cuadrados modulo n.

Palabras claves: Simbolo de Legendre, Reciprocidad Cuadratica, Suma de Dos

Cuadrados, Suma de Dos Cuadrados Médulo n.
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Abstract

In this work we deal with quadratic residues and the law of quadratic reciprocity.
We show the characterization of integers that can be represented as the sum of two
squares, and we also study the corresponding modular problem, which states the
study of the characterization and counting of the integers modulo n that can be
represented as a sum of two squares modulo n.

Keywords: Legendre Symbol, Quadratic reciprocity, Sum of Two Squares, Sum

of Two Squares Modulo n.
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Introduccion

En el presente trabajo se muestran algunos resultados relacionados con congruencias
cuadraticas y el problema diofantico de representar enteros como suma de dos cua-
drados. Especificamente, tratamos sobre residuos cuadraticos y la ley de reciprocidad
cuadratica; el teorema de Euler sobre representacion de enteros como suma de dos

cuadrados, y la representacion modular de enteros como suma de dos cuadrados.

Si hablamos de jerarquia, para Gauss, la matematica es la reina de las ciencias, la
teoria de niimeros es la reina de las matematicas, y la ley de reciprocidad cuadratica,
una joya de su corona. Gauss la llamaba Teorema Aureum, y es uno de los resultados
mas utiles en teoria de niimeros. Mas atn, seria acertado decir que la teoria de ntime-
ros moderna, empezd precisamente, con el descubrimiento de la ley de reciprocidad
cuadrética.

Esta joya fue enunciada por Euler en 1754 y probada por Gauss por primera vez
en 1796; y, de hecho, a lo largo de su vida, Gauss publico seis demostraciones de
esta, e incluso después de su muerte, fueron halladas dos demostraciones mas entre
sus documentos. Este problema ha sido de gran interés para muchos matematicos vy,
actualmente, posee mas de cien demostraciones, muchas de las cuales difieren de otras
por pequenos detalles. Ferdinand Eisenstein fue uno de los discipulos més destacados
de Gauss, quien realizé cinco demostraciones de la ley de reciprocidad cuadratica. En
este trabajo, conoceremos una de las demostraciones de Eisenstein.

La ley de reciprocidad cuadratica se aplica naturalmente en el calculo de simbolos
de Legendre; ella facilita dichos célculos, y esto es debido a que aunque tengamos que

calcular el simbolo de Legendre entre dos niimeros lo suficientemente grandes, al usar



este teorema se reducen a pequenas cifras.

Otro de los problemas que histéricamente ha recibido gran interés es el de repre-
sentacién de enteros como suma de cuadrados. Cuando decimos que un entero n es
el resultado de la suma de dos cuadrados, nos referimos a que n se puede expresar
como la suma a® + b%, donde a y b son enteros; por ejemplo, 8 = 2% + (—2). En
la Aritmética de Diofanto aparece el siguiente problema: “ningtn primo de la forma
4n + 3 puede escribirse como suma de dos cuadrados”, y este es uno de los resultados
que estudiaremos en el presente trabajo.

Seguramente todos recordamos a Pitdgoras por el famoso teorema que recibe su
nombre, que establece que en un triangulo rectangulo, la suma de los cuadrados de los
catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa. Asi, si z es la longitud de la hipotenusa,
x e y las longitudes de los catetos, entonces z* + y? = 22. Observe que la longitud
de la hipotenusa al cuadrado z? es, en particular, un nimero que se puede escribir
como suma de dos cuadrados. Una terna de enteros (x,y, z) que satisface la ecuacién
2?2 + 1? = 2? es llamada una terna pitagdrica.

Otro teorema que estudiaremos en este trabajo, es el Teorema de Fermat para
suma de dos cuadrados, que afirma que cualquier primo que sea de la forma 4k + 1
se puede representar como suma de dos cuadrados. Este teorema fue enviado por
Fermat en una carta el 25 de diciembre de 1640 para Mersenne. Sin embargo, Fermat
no proporcioné una demostracion del teorema en ese momento. Anos después se volvid
a conocer el resultado cuando Euler dio la primera prueba basada en el método del
descenso infinito; Euler resolvié el problema de determinar cuales son los enteros que

se pueden representar como suma de dos cuadrados de enteros.

Finalmente, también estudiaremos el problema de determinar los enteros que se
pueden representar como suma de dos cuadrados modulo n, donde n es un entero
positivo. Si definimos A,, como el conjunto que contiene a todos los enteros médulo
n que pueden representarse como suma de dos cuadrados médulo n, el interrogante
que guia nuestro estudio en este contexto es, jcuantos elementos tiene A,7

En el 2014, Joshua Harrington, Lenny Jones y Alicia Lamarche [§], lograron dar



una respuesta al siguiente interrogante: ;cudles son los enteros positivos n tales que
todo entero modulo n puede expresarse como suma de dos cuadrados médulo n?,
en su demostracion se utiliza reciprocidad cuadrética y ternas pitagoricas. Tiempo
después, en el 2017, Rob Burns [3] dio una descripcion del conjunto de los enteros
modulo n que se pueden representar como suma de dos cuadrados y estudio su tamano
|An|, v el comportamiento del cociente V:l—"‘ cuando n tiende a infinito. Poco después,
los matematicos Fabian Arias, Jerson Borja y Luis Rubio generalizaron este concepto
a cualquier polinomio de grado k, y en particular dieron respuesta al interrogante
planteado para algunos polinomios de la forma ¢, 2%+ - - +¢,2%, entre otros, estudiaron

el tamano A,, de estos conjuntos, y dieron formas explicitas de calcular cuantos enteros

se pueden representar con esos polinomios moédulo n.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introduciremos algunas definiciones y teoremas que son necesarios
para entender este trabajo; los conceptos presentados aqui se cubren tipicamente
en los cursos basicos de teorfa de ntimeros, teoria de grupos y anillos. Con el fin
de no extendernos demasiado, no se incluyen las demostraciones de los teoremas;
sin embargo, cualquier demostracion, y mas conceptos y teoria relacionados pueden

consultarse en [1} 2, 3], 4 [6, [7, 9], 10, 11].

1.1. Divisibilidad en los enteros

A continuacién se enuncian definiciones y teoremas relacionados con divisibilidad

de enteros que seran de gran utilidad en el desarrollo del trabajo.

Teorema 1 (Algoritmo de la divisién). Sean a y b enteros con b > 0. Entonces

existen enteros unicos q y r tales que
a=qb+r,

donde 0 < r < b. Los enteros q y r son llamados, respectivamente, el coctente y el

residuo en la division de a por b.

Definicién 2. Sean a y b enteros. Decimos que a divide a b, lo que denotamos a | b,
si existe un entero k tal que b = ak. En este caso también decimos que b es multiplo

de a, que a es un factor de b, o que b es divisible por a.

4



La relacion de divisibilidad entre enteros tiene las propiedades enunciadas en la

siguiente proposicion.
Proposicién 3. Sean a, b, c,n enteros. Entonces
1. a|a;
2. sial|b, blc, entonces a | c;
3. na | nb;
4. sin|ayn]|b, entonces n | (ax + by) para cualesquiera enteros x e y;
5. sia|byb#0, entonces |a| < |b].

Definicién 4 (Méaximo comun divisor). Sean a y b enteros positivos. Decimos que d
es el maximo comun divisor de a y b, lo que se denota por d = med(a, b), si se

satisfacen las siguientes condiciones:
1. d > 0;
2. d|ayd]|b;
3. si ¢ es un entero tal que ¢ | a 'y c¢| b, entonces ¢ < d.

Definicién 5. Sean a y b enteros que no son ambos cero. Decimos que a y b son

primos relativos si med(a,b) = 1.

Teorema 6 (Lema de Euclides). Sean a,b y ¢ enteros. Si a | be y med(a,b) = 1,

entonces a | c.

Definicién 7 (Ntumeros primos). Un entero p es llamado primo si p > 1y los tnicos
divisores positivos de p son 1 y p. Un entero mayor que 1 que no es primo es llamado

compuesto.

Teorema 8 (Teorema fundamental de la aritmética). Todo entero n > 1 puede
expresarse como producto de primos. Esta representacion es unica excepto por el

orden de los factores.



Como consecuencia del teorema fundamental de la aritmética, todo entero n > 1

puede expresarse de manera unica en la forma
— 12 .. Tk
n=py P Py s

donde p; < py < -+ < pg son primos y r; > 0 parat=1,2,..., k. Esta representacion

de n es llamada la forma estandar de n.
Teorema 9 (Euclides). Existen infinitos nimeros primos.

Definicion 10. Una ecuacion de la forma p(xy, zs, ..., z,) = 0, donde p(xy, zo, ..., T,)
es un polinomio de coeficientes enteros y con las variables restringidas a tomar valores

enteros se denomina una ecuacién diofantica.

1.2. Congruencias

La teoria de las congruencias es una rama de la teoria de nimeros, que fue co-
menzada por Gauss al introducir una notacién para simplificar los problemas de di-
visibilidad, que permite ser operada como una igualdad. Definiremos a continuacién

estos conceptos y enunciaremos algunos resultados importantes.

Definicion 11 (Congruencia médulo m). Sean a,b, m enteros, con m > 0. Decimos
que a es congruente con b médulo m y escribimos a = b (mod m), si m|(a — b).
Es decir a = b (mod m) es equivalente a decir que m|a — b.

En el caso particular de que b =0, a = 0 (mod m) si y solamente si m/|a.

Dados a € Z y n € Z", por el Teorema [l| existen r y ¢ enteros tinicos, con
0 <r<nya=ngqg+r,dicho de otra manera, a = r (mod n). Diremos que 7 es el

residuo de a médulo n y lo denotaremos asi r := a (mod n).
Teorema 12. La relacion de congruencia es una relacion de equivalencia.

Teorema 13. Sean a,b,m enteros, con m > 0. Entonces a = b (mod m), si y sdlo

si, a y b tienen el mismo residuo al dividirlos por m.



Teorema 14. Sean a, b, c,d, m enteros. Sia = b (mod m) y ¢ = d (mod m), entonces:
ax + cy = br + dy (mod m), para cualesquiera enteros x e y; ac = bd (mod m);
a" = b" (mod m), para cualquier entero positivon y f(a) = f(b) (mod m), para todo

polinomio f con coeficientes enteros.

Teorema 15. Sean a,b,c,m € Z. Si ¢ > 0, entonces a = b (mod m) si y sélo si

ca = cb (mod cm).

Teorema 16 (Ley de cancelacion). Sean a,b,c,m € Z y d = med(m, c). Si

ac = be (mod m), entonces

m
=9 d—|.
o=t (s )

En otras palabras, este Teorema nos dice que, un factor comun ¢, se puede cancelar

siempre que el médulo se divida por med(m, c).

Corolario 17. Sean a,b,c,m enteros, con m > 0. Si ac = be (mod m) y

med(m, c) = 1, entonces a = b (mod m).

Teorema 18. Sean a,b, m enteros. Si a = b (mod m), entonces

mced(a, m) = med(b,m). Ademds si a = b (mod m), dlm y d|a, entonces d|b.

Teorema 19. Sean a,b, m enteros, conm > 0. Sia =b (mod m) y si0 < [b—al < m,

entonces a = b.

Definicién 20. Sea a un entero. Se define la clase de equivalencia de ¢ médulo
m y se denota @ al conjunto de todos los enteros x tales que = a (mod m). Este
conjunto esta formado por todos los enteros de la forma a + mgq, donde

qg=0,£1,42, .... Estas clases se llaman también clases residuales moédulo m.

Teorema 21. Sea m un entero positivo. Las clases de equivalencia modulo m tienen

las siguientes propiedades:

1. Sean a,b € Z. Entonces, @ =b, si y sélo si a =b (mod m).

2. Dos enteros x e y pertenecen a la misma clase residual si, y solamente st,

x =y (mod m).



3. Las clases residuales modulo m, es decir, 1,2,...,m son disjuntas y su union da

Z.

Definicién 22. Sea m un entero. El conjunto {ay, as,...,a,} es llamado un siste-
ma completo de residuos médulo m si cada entero es congruente médulo m a

exactamente uno de los a; con i € {1,2,...,m}.

Definicién 23. Sea p un ntmero primo, entonces el conjunto

{-p—1)/2,—-(p—3)/2,...,—1,1,2,...,(p—1)/2},
es llamado el conjunto de residuos minimos médulo p.

Teorema 24. Sean k,m enteros. Si med(k,m) =1 y {ay, a9, ...,a,} es un sistema
completo de residuos mddulo m, entonces {kay, kas, ..., ka,,} también es un sistema

completo de residuos modulo m.

Definicién 25. Llamaremos Z,, al conjunto cociente de Z con respecto a la relacion
de congruencia moédulo m. Los elementos que pertenecen a 7Z,, son las clases de
equivalencia modulo m. Note que Z,, es finito, mas preciso, tiene orden m, es decir,

tiene exactamente m elementos.

Definicién 26. Sean a, b, m enteros con m > 0. Una congruencia de la forma
ar = b (mod m),

es llamada una congruencia lineal y tiene como solucién a cualquier entero xo que

satisfaga axg = b (mod m).

Teorema 27. Sean a,b,n enteros con n > 0. La congruencia lineal ax = b( méd n)
tiene solucion si y solo si d | b, donde d = mcd(a,n). Mds ain, si d | b, entonces
esta congruencia tiene exactamente d soluciones mutuamente incongruentes modulo
n, es decir, que no son congruentes entre si. Ademds, si o es una solucion de la
congruencia lineal, entonces cualquier otra solucion es de la forma

%t
b

r=xy+



Teorema 28 (Teorema Chino del residuo). Sean ni, ng,...,n, enteros positivos tales

que med(n;,n;) =1 para i # j. Entonces el sistema de congruencias lineales

x = a; (mod ny);

r = ag (mod ny);

xr = a, (mod n,);

tiene una solucion simultdnea, la cual es unica modulo el producto ning - --n,.

Teorema 29 (Pequeno teorema de Fermat). Sean a un entero y p primo. Si p {1 a,

es decir, p no divide a a, entonces a’~' =1 (mod p).
Teorema 30 (Teorema de Wilson). Para todo nimero primo p se tiene que
(p—1)!'=—1 (mod p).

Este ultimo teorema nos ayudara mas adelante, asi mismo, lo contenido en esta
seccion, son definiciones basicas de Teoria de nimeros que son fundamentales para

comprender este trabajo.

1.3. El grupo multiplicativo Z;

Definimos la adicién y la multiplicacién de los elemento de Z,, como sigue: Dados

mymnen Zy,

3
I
3
+
3

m+

3|
I

3.
N

m -

Entonces Z, es un grupo multiplicativo. Por conveniencia denotaremos la clase 0
simplemente por 0 y cualquier otra clase de equivalencia, por su residuo mas pequeno,

lo que nos permite escribir Z, = {0,1,...,p — 1}. Sea Zy = 7Z, \ {0}.

Lema 31. Sea p un nimero primo. Entonces Z;, es un grupo multiplicativo abeliano,

es decir,



1. Para cada a y b € Z; se cumple que a-b € Zy;

2. Para a,b yc € Z}, se tiene que (a-b)-c=a-(b-c);

3. Para cada a € Z,;, existe un elemento e € Z, tal que y a-e =e-a = a;
4. Para cada a € Z;, existe ' tal que a-a’ =a' - a = e;

5. Para cada a y b € Z;, se cumple que a-b="5-a.

Demostracion. Sean r,my n € Z,, luego, m # 0y n # 0, por lo que mn # 0. Ahora,

como m - n = (m-n) € Z, se cumple ([I)). Note que
(r-m)-n=r-m-n=r-(m-n).

Ademas

m-1=1-m=m.
Por otro lado, ya que p es primo, dado m € Z;, se tiene que p {m y por el pequeno
teorema de Fermat m?~! =1 (mod p), asi

mmP~? =mP~! =1 (mod p).

Lo cual significa en Z; que m - mP~2 = 1 médulo p, es decir, cualquier elemento

m € Zy, posee un inverso. Ahora,
m-n=(m-n)=(n-m)=n-m.

De lo anterior concluimos que Z; es un grupo abeliano junto con la operacion pro-

ducto. O

Definicién 32. Si H es un subconjunto de un grupo G cerrado bajo la operacién
binaria de G y si H es en él mismo un grupo bajo esta operacion inducida, entonces

H es un subgrupo de G.

Examinaremos esta estructura en un contexto general. Para cualquier x en un gru-
po G, definimos el orden del elemento = como el entero positivo n més pequeiio tal

que 2" = 1y denotado como ord(x) = n. Consideremos el conjunto {z° x!,... z" 1}

10



Note que 2% # x° para cada a,b € {0,1,...,n — 1}. De no ser asi, entonces, digamos

t

que existen s y ¢t en {0,1,...,n — 1} tales que 2% = z', entonces x°z™" = 1 y asi

5=t = 1. Pero como el ord(z) = n, se tiene que n < s —t < s < n — 1, lo cual es

x
una contradiccion. Asi que todos los elementos en dicho conjunto son distintos. Este
conjunto se denota por G’ y es un subgrupo abeliano de G junto con la operacion -

de G. Ademas, G’ es ciclico generado por x.

Teorema 33 (Lagrange). Sean G un grupo finito y H un subgrupo de G. Entonces
el orden de H divide al orden de G.

Demostracion. Véase [0, pagina 112]. O

Lema 34. Sean G un grupo finito y a € G. Entonces el orden de a divide al orden

del grupo G.

Lema 35. Sea G un grupo con identidad 1 y sea a € G. Si a tiene orden finito m > 0,

entonces a* =1 si y solo si m | k.

Demostracion. Supongamos que a* = 1. Como a tiene orden m > 0, por el algoritmo
de la division existen elementos tinicos ¢ y r de G tales que k = mqg+r, con 0 < r < m.

Ahora, por hipétesis a* = 1, de donde
1=d"=a™""" =a™a" = (a")%" =a".

Tenemos asi que a” = 1 y ademéas 0 < r < n, pero como m = ord(a), m es el entero
mas pequeno tal que a™ = 1. Por consiguiente r = 0. Asi m | k.
Reciprocamente supongamos que m | k. Luego k = mt para algin t € G. Asi

k;:

a® =a™ = (a™)" = 1. Lo que termina la prueba. O

Lema 36. Suponga que x ey son elementos del grupo abeliano (G,-). Ademds, su-

ponga que ord(x) = a;ord(y) = b y med(a,b) = 1. Entonces ord(xy) = ab.

Demostracién. Sea ord(xy) = j. Entonces j es el menor entero tal que (zy)’ = 1.

Observe que

(:L“y)ab — :L‘abyab — (ma)b(yb)a —1.

11



Como ord(ab) = j, por el lema anterior j | ab. Note que 1 = (zy)’ = 2797, de donde
2yl =1, asi que (27y?)a = 1%, por lo que (2%)/y*% = 1y en consecuencia y* = 1,
ademads, ya que ord(y) = b, por el lema anterior b | aj y como med(a,b) = 1, por
el lema de Euclides b | a. Ahora, como 27y’ = 1, tenemos que x%(y°)) = 1* = 1, de
donde z% = 1 y nuevamente por el lema anterior a | bj y ya que mcd(a,b) = 1 se
obtiene que a | j.

Afirmamos que si a | ¢,b | ¢ y med(a,b) = 1, entonces ab | c.

Como a y b son primos relativos, azg + by = 1, para algunos enteros zy e ypo.
Multiplicando toda la igualdad por ¢ tenemos que aczy + bcyy = c¢. Ademas, ¢ = ar
y ¢ = bs, de donde a(bs)xg + b(ar)yy = ¢, y asi ab(sxo + ryo) = c. Por lo tanto ab | c.

De la afirmacién y el hecho de que j | ab concluimos que ab = j. O]

Teorema 37. Ll grupo multiplicativo Z;, es ciclico, es decir, existe un elemento
a € Z, tal que cualquier elemento de Z, se deja escribir de la forma a" para algin

entero n. El elemento a es llamado generador de Zy,.

Demostracion. Como Z5 = Z, \ {0}, entonces Z; tiene exactamente p — 1 elementos,
esto es, |Zs| = p — 1. Sea k el méximo orden de los elementos de Z;, lo que hacemos
es observar cual es el orden de cada elemento de Z; y escogemos el mayor de ellos.
Consideremos el polinomio A\*¥ — 1 en el grupo multiplicativo Z,. Como sabemos, el
orden de un elemento a es el entero positivo n mas pequeno tal que a™ = 1, asi que
para cada elemento x € Zj el orden de x divide a k. Por lo tanto, cada uno de estos
elemento es un cero en el polinomio A* — 1, lo cual implica que k& > p — 1. Pero el
orden de un elemento de un grupo no puede ser mas grande que el orden del grupo.

Asi que k =p — 1, y cualquier elemento cuyo orden es k es generador de Z;. O]

1.4. Funciones multiplicativas

A continuaciéon daremos un par de definiciones y teoremas que seran utiles mas

adelante.

Definicién 38. Una funcién cuyo dominio es el conjunto de los enteros positivos es

llamada funcion aritmética.
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Definicién 39. Sean m y n enteros positivos con med(m,n) = 1 y f una funcién

aritmética. Diremos que f es una funcién multiplicativa si f(nm) = f(n)f(m).

Definicién 40. Una funcién aritmética f es completamente multiplicativa si

dados dos enteros cualesquiera m y n se cumple que f(nm) = f(n)f(m).

Note que, si f es una funcién multiplicativa, podemos determinarla con los valores
de potencias de primos conocidos. Sabemos que si n > 1, por el Teorema fundamental
de la aritmética, n = pi'p3* - - - p¢", donde p; # p; para i # j y a; > 0 para cada
i,j € {1,2,...,r}. Asi que, los p}* son primos relativos dos a dos, como f es multi-
plicativa

f(n) = fi")f(ps2)--- f(py).

Si f es una funcién multiplicativa que no es idénticamente cero, entonces existe un
entero n tal que f(n) # 0. Pero f(n) = f(n-1) = f(n)f(1), asi que f(1) = 1. Por lo
tanto, si f es multiplicativa y f # 0, entonces f(1) = 1.

Teorema 41. Sea f una funcidn aritmética tal que f(1) = 1. Entonces f es multi-

plicativa si y solamente si
k k
f (Hzﬁ”) =1 f(i")
i=1 i=1

para todos los primos p; y todos los enteros n; > 1.

1.5. Numeros complejos y raices n—ésimas de la
unidad

Sabemos que R? consiste de todas las parejas ordenadas (x,y), donde z e y son
numeros reales. De modo que el sistema de ntmeros complejos C es precisamente
R? junto con las operaciones suma de vectores, producto escalar por un nimero real
(a,b)+ (¢,d) = (a+¢,b+d), z(a,b) = (ax,bx) con x € R y la multiplicacién definida
como (a,b)-(¢,d) = (ac—bd,ad+ bc). El punto unitario en el eje y, (0,1) es denotado
por i = /=1y el eje y es llamado eje imaginario mientras que el eje = es el eje

real. De modo que un niimero complejo (a,b) = (a,0) + b(0,1) = a + ib.
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Definicién 42. Sea z € C. Se define €”* = cosz +isinz y e % = cos z — isin z.

Sumando las dos igualdades anteriores tenemos que:

e¥+e ¥ =cosz+1isinz+ cosz—isinz = 2cos z,

eiz + efiz ) )
de donde cos z = — Ahora, si restamos estas igualdades obtenemos
e —e ¥ =cosz+1isinz —cosz 4+ isinz = 2isin z,
6iz _ efiz
asi, sinz = ,
21

Definicién 43. Sean z € C y n € N. Diremos que w es una raiz n-ésima de z si

= Z.

Teorema 44. Sean z € C yn € N, con z # 0. Entonces z tiene exactamente n raices

n-€simas.

Definicién 45 (Raices n—ésimas de la unidad). Un nimero complejo ¢ es llamado
raiz n—ésima de la unidad si (" = 1 para algin entero n > 0. Si n es el entero
mas pequeno tal que (" = 1, entonces ( es llamado raiz primitiva n—ésima de la

unidad de orden n.

Las raices n—ésimas de la unidad son: 1, e2™/™ e@i/m2 ... o@mi/n)(n=1) Tag rajces
primitivas n—ésimas de la unidad son e>™/™* donde mcd(k,n) = 1. Ademés, si ( es
una raiz primitiva, entonces las otras raices primitivas son de la forma (®, donde sy

n son primos relativos.
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Capitulo 2

Ley de reciprocidad cuadratica

En este capitulo definiremos el concepto de residuo cuadratico y mostraremos una
de las pruebas de la ley de reciprocidad cuadratica debidas a Eisenstein. Mostraremos
igualmente varios ejemplos, aplicaciones y resultados importantes como el criterio de

Euler para residuos cuadraticos, el lema de Gauss, entre otros.

2.1. Residuos cuadraticos y el simbolo de Legen-

dre

La teoria de las congruencias nos da una ventaja importante; la relaciéon = se
puede interpretar como un =. En este sentido, una congruencia médulo n, que es una
relacién de divisibilidad, se puede ver como una ecuacién pero en Z,. Con esta idea

en mente, definimos un residuo cuadrdtico.

Definicién 46. Sean a un entero y p un primo impar con med (a,p) = 1. Diremos

que a es residuo cuadratico moédulo p si existe un entero x tal que
2 = a (mod p). (2.1.1)

En otras palabras, a es un residuo cuadrético mddulo p si la congruencia (2.1.1)) tiene

solucién. En caso contrario, diremos que a es no-residuo cuadratico médulo p.

Para p = 2 el problema de resolver la congruencia (2.1.1)) es sencillo, pues si se

supone que mcd (a,2) = 1, entonces a es impar e inmediatamente la congruencia
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(2.1.1) tiene solucién, pues basta tomar = = 1. En lo que resta de este capitulo, a

menos que se especifique lo contrario, p representara un nimero primo impar.

Ejemplo 1. En este ejemplo, hallemos los residuos y los no-residuos cuadraticos

moédulo 13. Para averiguar cudntos enteros en {1,2,...,12} son residuos cuadraticos
médulo 13, debemos averiguar si la congruencia x> = a (mod 13) tiene solucién,
cuando a recorre al conjunto {1,2,...,12}; por ejemplo, para a = 1, tenemos que

122 = 1 (mod 13) y 1> = 1 (mod 13). Para el resto de elementos observemos la

siguiente tabla:

x|(1|12|3(4,5 6|7 |8[9]|10|11 |12
a|l1]419]3]12]10(10(12|3] 9 | 4 |1

Esta tabla nos indica por ejemplo que, para a = 3 existe 4 tal que 4> = 3 (mod 13).
Observamos a partir de la tabla anterior que 1,3,4,9,10 y 12 son los residuos
cuadraticos médulo 13, mientras que 2,5,6,7,8 y 11 son los no-residuos cuadraticos

modulo 13.

Definicién 47. Sean a un entero y p un primo impar con med(a,p) = 1. Definimos

el simbolo de Legendre (a/p) como sigue:

1, si a es residuo cuadratico médulo p;
(a/p) =

—1, sia es no-residuo cuadratico médulo p.

Dados un entero a y un primo impar p, si p | a, diremos que (a/p) = 0.

Lema 48. Sean a,b € Z y p un primo impar. Entonces (a/p) = (b/p) si y solo si
(a/p) = (b/p) (mod p).

Demostracion. Observe que en el caso en que por ejemplo (a/p) = 0, tenemos para
la primera implicacién que (a/p) = (b/p) = 0 y ya que p | 0, se sigue que (a/p) =
(b/p)(mod p). Para la otra implicacién, por reduccién al absurdo supongamos que
(a/p) # (b/p); tenemos que (a/p) = (b/p)(mod p), esto es, p | (b/p), pero el valor
(a/b) no puede ser cero por la suposicién que acabamos de ser, asi que p | 1 o p | —1,

lo cual es absurdo.
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Primero supongamos que p{ a, p{ by (a/p) = (b/p). Como (a/p) = (a/p) (mod p),
entonces (a/p) = (b/p) (mod p).

Reciprocamente supongamos por reducciéon al absurdo que (a/p) = (b/p) (mod p)

y que (a/p) # (b/p). Luego, p | (a/p) — (b/p), asi, p | 2 o bien p [ (—2) en cualquier

caso esto es imposible puesto que p es un ntimero primo impar. O
Proposicién 49. Sean a,b € Z y p un primo impar. Entonces

1. Criterio de Buler: a®=V/?2 = (a/p) (mod p).

2. (ab/p) = (a/p)(b/p)-
3. Sia=b (mod p), entonces (a/p) = (b/p).

Demostracion. Primero observemos que si p | a, entonces (a/p) =0y a =0 (mod p),
lo cual implica que /2 = 0 (mod p) y por lo tanto se obtiene que a?~1/2 =

(a/p) (mod p).

Por otro lado, si p | a, entonces p | ab y (ab/p) = 0 = (a/p)(b/p). Ademas, si

wn

a = b (mod p), entonces p | a — b, y se sigue que p | b. Asi, (a/p) =0 = (b/p).

Para el resto de la prueba podemos suponer que pfay p1b.

1. Por el pequeio teorema de Fermat, a?~' =1 (mod p), de donde
(P D72 — 1) (a® V2 1 1) ="' —1 =0 (mod p). (2.1.2)

Consideremos los siguientes casos; si a es residuo cuadratico médulo p, entonces
existe un entero x, con 0 < x < p—1 tal que 2 = a (mod p), de donde (a/p) = 1,

v ya que x < p, por el pequefio teorema de Fermat, zP~* = 1 (mod p). Asi,
aP~ /2 = (x2)(p_1)/2 =271 =1=(a/p) (mod p).

Luego, a®?~Y/2 — 1 =0 (mod p).

Ahora supongamos que a es no-residuo cuadratico moédulo p, por definicién
(a/p) = —1, esto significa que la congruencia 2> = a (mod p) no tiene soluciéon

para ningun x y en Z, esto quiere decir que la ecuacion 2% = a no tiene solucién.
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Ahora, sea h € {1,2,...,p — 1} C Z;. Observe que, por ser Z; grupo, existe
hte Z., tal que hh= =1, asi que

hk = a,

donde k := h™la y h # k, pues de ser iguales, tendriamos que h es solucién de

la ecuacién x? = a en Z,, y esto no es posible.

Ahora, para h € {1,...,p— 1} dividimos este conjunto en (p—1)/2 parejas h, k

tales que hk = a. De este modo

1-2---(p—1) = hiky - hoky -+ - hp_1y2kp-1)2 = @-a---a = aP=V/2 en Z.
(p—1)/2—veces

En congruencias, esto significa que (p — 1)! = a®1/2 (mod p). Ahora, por el

teorema de Wilson (p — 1)! = —1 (mod p), se desprende que
a® V2 = _1 (mod p).
Por lo tanto a?~1/2 = (a/p) (mod p).
2. Noétese que (ab)P=1/2 = qP=D/2p(P=1)/2 Por la, parte anterior, tenemos que
(ab)?~/% = (ab/p)(mod p) y (ab)?~V/* = P~ V2172 = (a/p)(b/p)(mod p),
ast que (ab/p) = (a/p)(b/p) (mod p) y por lo tanto (ab/p) = (a/p)(b/p).

3. En el caso en que a es residuo cuadratico médulo p tenemos que (a/p) = 1.

Entonces existe un entero x tal que z*> = a (mod p). Como a = b (mod p),

resulta que z? = b(mod p) y asi (b/p) = 1 = (a/p). Ahora, si a es no-residuo
cuadratico médulo p, entonces para cualquier entero z, 22 # a(mod p), y como
a = b(mod p), se sigue que 2 #Z b (mod p). En consecuencia, b es no-residuo

cuadratico moédulo p y (b/p) = —1 = (a/p). .

Por la Proposicién 49, dado un entero a y un primo impar p, para determinar

(a/p), basta con descomponer a como producto de primos, a = £pips - - - p, y hallar

(£1/p) v (pi/p) parai=1,2,...,r, puesto que

(a/p) = (£1/p)(p1/p)(P2/P) - - - (Pr/D)-
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Es claro que (1/p) = 1. Veremos criterios para determinar (—1/p), (2/p) y (q/p)

cuando ¢ sea impar.

Corolario 50. Hay tantos enteros modulo p que son residuos cuadrdticos, como en-
teros modulo p que son no-residuos cuadrdticos modulo p. Mds precisamente, en el
conjunto {1,2,...,p — 1}, la cantidad de residuos cuadrdticos es igual a la cantidad

de no-residuos cuadrdticos.

Demostracion. Sean a un entero con med(a, p) = 1. Consideremos a los enteros

12,92 .. (13_1)2.
M M ) 2

Ahora, si z e y son enteros con 1 <z < (p—1)/2y 1 <y < (p—1)/2 tales que

2? = y? (mod p), entonces
(z+y)(z—y) =2 —y* =0 (mod p).

Asi que p | 22 — y* y como p es un primo impar, se sigue que p | z+yop |z —y
y por tanto, x = y (mod p) o x = —y (mod p). Pero z = —y (mod p) no puede
ocurrir ya que, de hacerlo, p | x + y. Luego, p < = + y, pero, por otro lado tenemos
que, 1 <z +y<2(p—1)/2 =p—1, lo cual nos lleva a una contradicciéon. Por lo
tanto x = y (mod p) y en consecuencia x = y. Nétese que x e y son arbitrarios en

1,2,...,(p—1)/2, esto es, si tenemos dos elementos diferentes en

2
12 92 (p - 1)
b LA ) 2 )

deben ser incongruentes modulo p. Ademads, (p — k) = k? (mod p), es decir, que los

cuadrados de los nimeros 1,2, ..., (p—1)/2, son congruentes con los cuadrados de los
niumeros (p+1)/2,...,p—1. Por lo tanto, todo residuo cuadraticoen 1,2,...,p—1 es
congruente médulo p a exactamente uno de los niimeros en 12,22, ... ((p—1)/2)?. Asi
la congruencia a®1/2 = 1(mod p) tiene exactamente (p — 1)/2 soluciones para a €
{1,2,...,p—1} médulo p. Asi, por la parte (1)) de la Proposicién [49] hay exactamente
(p—1)/2 residuos cuadréaticos médulo p, y por lo tanto hay p—1—(p—1)/2 = (p—1)/2

no-residuos cuadraticos modulo p. O
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Ejemplo 2. Determinemos si 22 es residuo cuadratico méodulo 5, y si 40 es residuo
cuadratico médulo 3. En efecto, como 5 t 22, por el pequeno teorema de Fermat
tenemos

22* =1 (mod 5).

Asf que 222 = 1 (mod 5) o 222 = —1 (mod 5). Pero 22?2 = 484, asi que 22% =
—1 (mod 5) y por la Proposicién 49| tenemos que 22* = (22/5) (mod 5), de donde
51(22/5)+ 1y ya que 5 es primo, (22/5) 4+ 1 = 0. Por lo tanto (22/5) = —1, esto es,
22 es no-residuo cuadratico moédulo 5.

Por otro lado, puesto que 3 | 30, se tiene que 40 = 10 (mod 3) y por la Proposicién
[ 49 obtenemos que (40/3) = (10/3). Ademés, puesto que 10 = 5-2, nuevamente, por la
Proposicién |49} tenemos (10/3) = (5/3)(2/3). Ademas, 263-Y/2 = 2 = (2/3) (mod 3) y
53-1/2 = 5 = (5/3) (mod 3); pero estas 1iltimas congruencias son posibles tinicamente

si (2/3) =(5/3) = —1. Asi
40 10 2\ /5
—)=(=)=(=)l=])=(-1)(-1)=1.
5)-3)-(G)G)--vey
En consecuencia, 40 es residuo cuadratico modulo 3.

Del ejemplo anterior podemos observar que 2 y 5 son no-residuos cuadraticos
modulo 3; sin embargo, su producto es residuo cuadratico médulo 3. Esta es una de

las propiedades que estudiaremos mas adelante.

Corolario 51. Sea p un numero primo impar. Entonces

£(2)-o

—1
Demostracion. Por el Corolario hay b 5 residuos cuadraticos médulo p y hay

no-residuos cuadraticos médulo p. Asi que

5 (“) _ 1?;1(1) + 1?;1(—1) _o.

a=1 p
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Corolario 52. El producto de dos residuos cuadrdticos es un residuo cuadrdtico; el
producto de dos no-residuos cuadrdticos es un residuo cuadratico, y el producto de un

residuo cuadrdtico con un no-residuo cuadrdtico es un no-residuo cuadrdtico.

Demostracion. Sean a,b € 7Z y p primo con mecd (a,p) = med (b,p) = 1. Siay
b son residuos cuadréticos, entonces (a/p) = 1y (b/p) = 1. Por la Proposicién
obtenemos que (ab/p) = (a/p)(b/p) = (1)(1) = 1. Asi, el producto de dos residuos
cuadraticos es un residuo cuadratico.

Si a y b son no-residuos cuadraticos, entonces (a/p) = —1, (b/p) = —1 y nueva-
mente, por la Proposicién [19] tenemos que (ab/p) = (a/p)(b/p) = (—1)(—1) = 1. Esto
muestra que el producto de dos no-residuos cuadraticos es un residuo cuadratico.

Por ultimo, si a es un residuo cuadratico y b un no-residuo cuadratico, entonces

tenemos que (a/p) = 1y (b/p) = —1. Luego, por la la Proposicién [49| se sigue que

(ab/p) = (a/p)(b/p) = (1)(-1) = —1. O

2.2. El caracter cuadratico de —1

Usando los resultados que tenemos hasta el momento acerca de residuos cuadra-
ticos y el simbolo de Legendre, podemos caracterizar los primos impares p tales que
—1 es residuo cuadratico modulo p. Comenzamos con la siguiente consecuencia de la

Proposicién [49]
Corolario 53. Si p es un primo impar, entonces (—1/p) = (—1)P=1/2,
Demostracion. Basta con tomar @ = —1 en la primera parte de la Proposicion 49, [J

Los primos impares se dividen en dos tipos: los de la forma 4k+1 y los de la forma

4k + 3. Usando esto, podemos reformular el Corolario [53| de la siguiente manera.

Corolario 54. Si p es un nimero primo, entonces la congruencia x> = —1 (mod p)
tiene solucion si y solo sip =1 (mod 4).

Demostracién. Si la congruencia 2> = —1 (mod p) tiene solucién, por definicién, se

-1
tiene que (—1)®~Y/2 = (=1/p) = 1, de donde b

= 27, para algun entero j. Asi,

p — 1 = 4j para algin entero j, esto es, p =1 (mod 4).
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Reciprocamente, si p = 1 (mod 4), entonces p = 4k + 1 para algtin entero k y se
sigue que (—1/p) = (—=1)P=D/2 = (—1)0k+1=1/2 — (_1)?k = 1. En consecuencia, —1
es un residuo cuadritico médulo p, es decir, la congruencia x> = —1 (mod p) tiene

solucion. [

A partir del Corolario [54] podemos observar que —1 es un residuo cuadratico de
los primos de la forma 4k + 1, es decir, 5,13,17,29,.... Ademas, —1 es no-residuo
cuadratico de los primos de la forma 4k + 3, es decir, 3,7,11,19,....

Usando el Corolario podemos hacer una prueba de la existencia de infinitos

primos de la forma 4k + 1, como mostramos a continuacion.
Proposicién 55. Existen infinitos primos de la forma 4k + 1.

Demostracion. Por reduccion al absurdo, supongamos que hay un nimero finito de
primos de la forma 4k+1, digamos p1, pa, . . ., Pm, ¥ definamos M = (2p1ps -+ - pm)?+1,
con M € 7Z. Sea p un divisor primo de M. Entonces —1 es un residuo cuadrético
médulo p, pues la congruencia #2 = —1 (mod p) tiene a x = 2p;py - - * p,, cOMoO una
solucién. Se sigue que p es de la forma 4k + 1, y por lo tanto se tiene que p = p;,
para algtin i € {1,2,...,m}. Pero, en tal caso se sigue que p | (2p1p2---pm)* vy, en
consecuencia, p divide a M — (2p1p2 -+ pm)? = 1, lo cual es una contradiccién. Esto

termina la prueba. O

2.3. El lema de Gauss

El lema de Gauss es usualmente un paso crucial en muchas de las demostraciones
de la ley de reciprocidad cuadratica, y esta no es la excepcién en la prueba que
presentaremos en este trabajo. Damos, a continuacién, la definicién del niimero u(a, p)

y luego de un ejemplo, procedemos a enunciar y demostrar el lema de Gauss.

Definicién 56. Sean a un entero y p un primo impar con mcd(a,p) = 1. Consi-

p—1

5 a}. Definimos p(a,p) como el nimero de

deremos el conjunto S = {a, 2a, ...,

elementos de S que tienen residuo minimo negativo médulo p.
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-1 7—1
Ejemplo 3. Si p = 7, entonces b 5 =g = 3. Luego, el conjunto de residuos
minimos es {—3,—2,—1,1,2,3}. Ademds, para a = 3 tenemos que el conjunto S
es S = {a,2a,...,%a} = {3,6,9}; donde, 3 = 3 (mod 7), 6 = —1 (mod 7) y

9=2 (mod 7). Asi, u(3,7) = 1.

Lema 57 (Lema de Gauss). Sean a un entero y p un primo impar tal que p t a.
Entonces
(a/p) = (~1)0e2)
Demostracion. Para cada | € {1,2,...,(p —1)/2}, sea m; el residuo minimo que es
congruente con la. Asi u(a,p) es igual a la cantidad de m; que son negativos.
Afirmamos que |my| # |mg|, si | # k. En efecto, por reduccién al absurdo, su-

pongamos que |my| = |my|. Entonces m; = my o m;y = —my, lo que quiere decir que
la = ka (mod p) o la = —ka (mod p). Como p 1 a, se sigue que [ = k (mod p) o

= —k (mod p). Ahora, como [,k € {1,2,...,(p—1)/2}, tenemos que [ #Z k(mod p),
asi que | = —k(mod p), es decir, p | k + [. Pero tenemos también que

1 p—1
2§z+k§pT+pT:p—1,

lo cual es absurdo.
Hemos mostrado que los elementos |m,| son todos distintos, lo que implica la

igualdad de conjuntos siguiente:

(mi sle {12, (p—1)/22y ={1,2,....(p— 1)/2}. (2.3.1)

Ahora bien, tenemos las congruencias

-1
la = my (mod p),2a = my (mod p),. .., <p2> a=mp (mod p),

que al multiplicarlas miembro a miembro obtenemos

(p—1)/2

((p—1)/2)la® V2 = ( 11 ml) (mod p).

=1
En el miembro de la derecha de la congruencia anterior extraemos los signos de todos
los m; que sean negativos, que en total son p(a,p), para obtener que

(p—1)/2

<<p—1>/2>!a<p-l>/2z(—lwvm( 11 |ml|) (mod p).

=1
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Puesto que tenemos la igualdad

{|ml|:ZG{1,2,...,(]9—1)/2}}:{1,2,...,(p—1)/2},

resulta que [177"% [my| = [1%7% 1 = ((p — 1)/2)!, por lo que obtenemos

((p—1)/2)la®" V2 = (=1)*P((p — 1)/2)! (mod p).

Como med ((p—1)/2)!,p) = 1, podemos cancelar ((p — 1)/2)! de la congruencia
anterior y obtener que a?~1/2 = (—=1)#%P) (mod p). Gracias a la Proposicién
tenemos que a2 = (a/p) (mod p). Asi (a/p) = (—1)*@P) (mod p), lo que significa
que p divide a (a/p) — (—1)*@P); pero (a/p) — (=1)*@P) ¢ {0,2, -2}, y como p
es un primo impar, necesariamente se sigue que (a/p) — (—1)*@P) = 0, esto es,

(a/p) = (=1)Hr). O

Ejemplo 4. Usemos el Lema de Gauss para determinar (?) Tenemos que a = 5,
p=17,5=1{5,10,15}, y el sistema de residuos minimos es {—3, —2, —1, 1,2, 3}. Como

= —2 (mod 7),10 = 3 (mod 7) y 15 = 1 (mod 7), resulta que u(5,7) = 1 y por el
lema de Gauss, (5/7) = (=1)*®7) = —1. Asf, 5 es un no-residuo cuadratico médulo

7.

Ahora usaremos el lema de Gauss para dar una caracterizacién de los primos que
tienen a 2 como residuo cuadratico. Los primos impares tienen cuatro formas posibles
dependiendo de su residuo al dividirlos entre 8, las cuales son 8k + 1,8k 4 3,8k + 5
y 8k + 7.

Proposiciéon 58. Sea p un primo impar. Entonces 2 es residuo cuadrdtico maédulo p
st y solo si p tiene la forma 8k +1 o la forma 8k + 7. Esta informacion se resume en

la formula siguiente:

(2/p) = (~1)0" V"

Demostracion. Sea p un primo impar. Los enteros 1,2,...,(p — 1)/2 son primos re-

lativos dos a dos. Como p es impar, med(2,p) = 1, asi que los enteros

_1
2:2-1,4:2-2,...,]9—1:2-7’7, (2.3.2)
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son primos relativos dos a dos. Para hallar los elementos de la lista que tiene
residuo minimo negativo médulo p, basta con hallar los elementos en que
exceden (p — 1)/2, que son los mismos que exceden 5. Para 1 <m < % se cumple
que 2m < & siy solo si m < £.

Para un entero a, denotemos por |a| al mayor entero menor o igual que a. Entonces
hay [ 2] enteros que en que son mas pequefios que £. Luego, (p—1)/2— %] es
el nimero de enteros en que exceden a p/2, esto es, u(2,p) = (p—1)/2 - |&].

Ahora, tenemos los siguientes casos:

1. si p =8k + 1, entonces

8k+1-1 8k +1 8k 8k 1

: : ST 4J — 4k — 2k = 2k. (2.3.3)

2. si p =8k + 3, entonces

S8k+3—1 8k + 3 8k + 2 8k 3

5 , 5 T+ 4J =2k+1. (2.3.4)

3. si p =8k + 5, tenemos que

(2, p)

8k+5—1 |8k+5| 8k+4 |8k 1
== —{ ; J— 5 —{4+1+4J_2k+1. (2.3.5)

4. si p =8k + 7, obtenemos

(2, p) =

8k+7—1_{8k+7J_8k+6 {81{ 3
a |4 4

14D =2k 42 (23
5 ; 5 ++J +2. (2.3.6)

Por el Lema de Gauss, (2/p) = (=1)*P) Asi, de (2.3.3) y (2.3.6) tenemos que

(2/p) = (=1)*2P) = 1. Por lo que, 2 es residuo cuadratico médulo p si p = 8k + 1 o
p = 8k + 7. Por otro lado, de (2.3.4) y (2.3.5) (2/p) = (=1)*3?) = —1 si y solo si p

es de la forma 8k + 3 o 8k + 5.
Notese que, si p es de la forma 8k + 1 o 8k — 1 (equivalentemente de la forma

8k + 7), entonces p = 8k + 1 = 1(mod 8) 6 p =8k — 1 = 7(mod 8) entonces

pPP—1  (8k+1)2—1 64k +16k+1—1

= 8k? + 2k
8 8 8
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2 _

1
Se sigue que b es par y (2/p) = (—1)®*~D/8 = (—1)8°%2 — 1. Por otro lado, si

p es de la forma 8k + 3 o 8k — 3 (equivalentemente 8k + 5), entonces,

8k*—1 (8k+3)>—1 64k*+48k+9—1

= 8k® + 6k + 1.
8 8 8 +

Luego (2/p) = (—=1)@*~D/8 — (_1)8¥*#6k+1 — _1 En cualquier caso tenemos que

(2/p) = (=175, O

Ejemplo 5. Como 7 = 7(mod 8) y 17 = 1(mod 8), 2 es residuo cuadratico médulo
7 y médulo 17. De hecho, 3% = 2(mod 7) y 6% = 2(mod 17).
Por otro lado, como 19 = 3(mod 8) y 5 = 5(mod 8), resulta que 2 es no-residuo

cuadratico médulo 19 y médulo 5.

Ejemplo 6. Calculemos el simbolo de Legendre de 18 moédulo 43. Tenemos que

18 = 3%-2y 43 = 8(5) + 3, asi que
(18/43) = ((3%-2)/43) = (3/43)*(2/43) =1 - (—1) = —1.
Se sigue que 18 es no-residuo cuadratico médulo 43.

Ejemplo 7. En este ejemplo encontramos el valor del simbolo de (—72/131). Obser-
vemos que 131 = 128 + 3 = 8(16) + 3, asi que (2/121) = —1. Por otro lado

(=1/131) = (=)D = ()% = —1.
Luego,
(=72/131) = (((—=1)3%2%2)/131) = (—1/131)(3/131)*(2/131)*(2/131) = (=1)(-1) = 1.

Vemos asi que —72 es residuo cuadratico modulo 131.

2.4. La ley de reciprocidad cuadratica

Ya sabemos como determinar (—1/p) y (2/p). La parte principal de la ley de
reciprocidad cuadrética permite relacionar (p/q) con (¢/p) cuando p y ¢ son pri-
mos impares. A continuacién, enunciamos la Ley de reciprocidad cuadratica, y luego

iremos abriendo el camino para realizar su demostracion.
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Teorema 59 (Ley de reciprocidad cuadratica). Sean p y q primos impares distintos.

Entonces,

(p/q)(a/p) = (=1)F~ DD/,

2.4.1. La funcién f(z) = e?™* — ¢72m2

iz _e—iz
21

Sea z un nimero complejo. Sabemos que sen z = ; utilizaremos esto para
definir una funciéon de esta manera, e — e ** = 2isen z. Consideremos la funcién
compleja

f(z) = ¥ — e72™* = 2jsen(2n2). (2.4.1)

Proposicién 60. Sea z un nimero complejo. La funcion f definida en (2.4.1) tiene

las siguientes propiedades:
1. f(z4+1) = f(2);
2. [ es impar;
3. sir es un nimero real y 2r ¢ 7Z, entonces f(r) # 0.
Demostracion. En efecto, tenemos:
1. f(z+1) = e2rile1) _ o=2mila41) = (2miz2mi _ o=2mizo=2mi _ o2miz _ =iz — f(2).
2. f(—z) = 2Mi(=2) _ o=2mil=2) = o=2miz _ 2niz — _(e2miz _ o=2Wiz) = _f(3).

3. Por ultimo, por contrarreciproco supongamos que f(r) = 0. Entonces tenemos

que sen(27r) = 0. Asi que, 271 = 7k, para algun entero k, de donde 2r = k € ZD

De la parte 1 de la Proposicién[60|se deduce que si j € Z, entonces f(z+j) = f(2)
para todo z € C.

A continuacién, probaremos una identidad importante que involucra a f(z), pero
antes necesitamos el siguiente lema algebraico.

Lema 61. Sean € Z. Sin > 0 es impar, entonces

n—1

2" —y" = [[(¢"x — ¢Fy), donde ¢ =e*™/m.

k=0
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Demostracion. Inicialmente supongamos que y = 1. Ahora, note que z" — 1 = 0 si
y solamente si, x es una raiz n—ésima de la unidad, esto es, x = (¥, donde k €

{0,1,...,n—1}. Asi

n—1
P —l= (=== = [[(@—¢b). (2.4.2)
k=0
Por otro lado,
nl:[l(c H Ck <0+1+2+ +n—1 H _ (2'4‘3)
k=0

Ahora, 012+ +n-1 Cnn /2 _ (Cn>(n71)/2 — 1. Ademsés
{¢Fke{01,....n-1}}={C*:ke{0,1,...,n—1}}.

Luego, (2.4.3) se transforma en lo siguiente:

n—1 n—1 n—1
[[(¢"2 = ¢ =@~ ¢) = [[(z—¢"). (2.4.4)
k=0 k=0 k=0

De (2.4.2) y (2.4.4)), concluimos que z" — 1 = nl:f((’kx — (M.

k=0
Ahora, sea z = %, por lo anterior

z\" n-l ( T
M—1=(2] —1= g’“()-g*).
() I
Asi, multiplicando en la igualdad anterior por y" tenemos que
n—1 km .
xn_yn:ynH<€_C_>
= ("z = ¢ ) (¢ = ¢y

n—1

HC%’—C y).

Proposicién 62. Sin es un entero positivo impar, entonces

T - ()2
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. <€—27riz)n’

Demostracion. En efecto
f(nz) — 627Tizn . e—27rizn — <62mz)
tomando z = e2™* e y = e 2™ en el Lema [61] obtenemos que para ¢ = ¢2/"
n—1
f(TLZ) — H (Cke27rzz - kaef2mz)
k=0
_ nl:[ <€2kﬂi/n€2mz . €2k’7‘ri/n6727riz>
k=0
n—1
_ H <€2m'(z+k/n 72m'(z+k/n)) (2'4‘5)
n—1 k
=11f (z + )
(n—1)/2 n—1 k
5 T (4 5) T or(s4).
k=1 ) k=(m+1)/2 n
De la parte de.se sigue que f( %) = f(z—l—%—l) = f(z—i-k%”) = flz—"
(n—1)/2 1 n-1 _ n—1
H(-8)- o) o B2
n n n
1 1 1
=1(z=y) (gt a) It a)
Ademas
n—1 k n—1 —k
) o
k=(n+1)/2 n k=(n+1)/2 n
:f<z_n—”;1>f<z_n—”'£l+1> f( n—n+1>
n n n
1 1 1 3 1
F(F5+an) g tan) 7 (—3)
De lo anterior y ([2.4.5), obtenemos que
(n—1)/2 L
i () I ()
( k=(n+1)/2
(n—1)/2 L (n—1)/2 L
L) ()
k=1 n
k k
Tt
k=1 n



Proposicién 63. Si p es un primo impar, a un entero y p{ a, entonces

(p—1)/2

1 /(%) = s (2).

Demostracion. Sea m,. el residuo minimo de ra modulo p, donde r es un elemento

del conjunto {1,2,...,(p —1)/2}. Asi, ra = m, (mod p). Luego, para cada r, existe
. ra m, .

un entero j tal que ra = m,. + pj, de donde, — = — + j. Entonces

f <m> _ f ( +]> 27rzmr/p62m] e Qﬂimr/pe—%rij _ f (mr> ‘
p p

p
Multiplicando todas éstas igualdades cuando r recorre {1, 2

,2,...,(p—1)/2}, y usando
el hecho de que f es impar obtenemos lo siguiente
(p—1)/2 (r—1)/2
ra m
() -1 (5)
L7G)= 1
(p 1)/2 (p—1)/2
my m,
() I ()
r=1,m,>0 r=1,m,<0
1)/2 1)/2
(p— )/ (\m ) (p— / _f<|mr|>
r= lmr>0 r=1,m,<0 p
Im,| (r—1)/2 m, |
e T () ()
r=1,m,>0 p r=1,m,<0
(p—1)/2
m,
= (a/p) H f(' l)

(p 1)/2

—m T (1),

donde la igualdad de los productos en el tltimo paso se da gracias a la igualdad de
conjuntos {|m,| :r € {1,2,...,(p—1)/2}} ={1,2,..

Observamos a partir de la Proposicién [63] que

'7(p_1)/2}' O

(b-y/z
or()
(a/p)zw~

()
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2.4.2. Demostracion de la ley de reciprocidad cuadratica

Ahora estamos en posicion de realizar la prueba de la ley de reciprocidad cuadra-

tica. Sean p y ¢ primos impares. Usando la Proposicion [63] obtenemos que,

(r—1)/2
e e BT
Por la Proposicion [62] tenemos
fa®) O e W (e ok
7 -1 f (p —i—q) f (p - q). (2.4.7)

Se sigue de (2.4.7) y (2.4.6) que

p=D/2@=D/2 7 N fp B\ @D/2e-1/2 B\
(a/p) = f(*)f<‘> 111 f( q>f<p‘q>‘
(2.4.8)

Andlogamente,

-1)/2 (¢=1)/2 (p—-1)/2 r r
(p/q) = ]:[ ( ) f (k + > f (k — ) . (2.4.9)

O =TT I A
Ahora, como f es impar se tiene f (g %) = — (% — g), y dividiendo entre

(2.4.9)) resulta lo siguiente:

(a-1)/2 (p—1)/ .k .k
wp LTG5 e

k=1 r=1 p—lg—1

= = (—1) = (_1) 2 2 .
(p/q) (q=1)/2 (p—1)/2 . , . e
oo o) rs-5) = =

Finalmente tenemos

(q/p)(p/q) = (p/q) (— )(p D(g—1)/4 = (- 1)(p—1)(q—1)/4‘

Esto termina la prueba de la ley de reciprocidad cuadratica. En el siguiente resultado

hacemos una reinterpretacion de la ley de reciprocidad cuadratica.
Corolario 64. Sean p y q primos impares. Entonces

1. (p/q) = (¢/p) si y solo sip=1 (mod 4) 0 si ¢ =1 (mod 4);
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2. (p/q) = —(q/p) siy solo sip=3 (mod 4) y ¢ =3 (mod 4).

Demostracion. Note que (p — 1)(¢ — 1)/4 es par si y solamente si p o ¢ es de la
forma 4k + 1. En este caso, por la ley de reciprocidad cuadrética, (p/q)(q/p) =
(—1)e=Dla=D/4 — (_1)(4R)@=1/4 = 1y multiplicando en ambos lados por (q/p)

obtenemos que (p/q) = (q/p).
Ahora, si p y ¢ son ambos de la forma 4k + 3, entonces (p — 1)(¢ — 1)/4 es impar.

Entonces (p/q)(q/p) = (—=1)®~D=D/4 = _1 y por lo tanto (p/q) = —(q/p). u

Tenemos la siguiente equivalencia de la ley de reciprocidad cuadratica.

Proposiciéon 65. Sean p y q primos impares distintos y a > 1 entero. Entonces, las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. (p/q)(q/p) = (_1)((1’—1)/2)((‘1_1)/2)'
2. Sip=gq+4aypia, entonces (a/p) = (a/q).

Demostracion. Supongamos que se cumple . Como 4a — p = 4a (mod p), por la

parte 3. de la Proposicién 49| tenemos que (4a/p) = ((4a — p)/p). Luego

(a/p) = (2/p)*(a/p) = (4a/p) = ((4a—p)/p) = (—a/p) = (=1/p)(q/p) = (=1)"~V2(q/p).

En la tltima igualdad usamos el Corolario 53] En forma andloga, puesto que 4a+¢q =

4a (mod gq), se tiene que ((2a + q)/q) = (4a/q) y entonces

(a/q) = (2/q)*(a/q) = (4a/q) = ((4a+q)/q) = (p/q). (2.4.10)

Por hipdtesis,
(p/a)(q/p) = (—1)P~ DD/

asi que

(a/p) = (p/@)*(a/p) = (p/q)(—1)P~ D@1/ (2.4.11)
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Luego,

1)p WQ(p/q)( )p 1)(g—1)/4

p/q)(— 1) (p=1)(g—1)/4+(p—1)/2)

(a/p) = (=1)*"V2(q/p) =

p/q)(— 1) (p—1)+(p—1)(g—1))/4

p/a)(—1)0 VI

(=
= (
=
= (

Afirmamos que (p — 1)(¢ + 1)/4 es par. Observemos que

(p—1(g+1)/4=(¢g+4a—1)(qg+1)/4

Siendo ¢ primo, tenemos dos casos que consideramos a continuacién. Primero, si
q = 4k + 1 para algin k € Z, entonces
(g+4a—1)(g+1)  (4h+1+4a—1)(4k+1+1)
4 B 4
A4k + a)(4k + 2)
4

= 2(2k + 1)(k + a).

Ahora, si ¢ = 4k + 3 para algin k € Z, entonces

(g+4a—1)(g+1)  (4k+3+4a—1)(4k+3+1)
4 B 4

=2(2k+2a+1)(k+1).
Luego obtenemos que

(a/p) = (p/q)(=1)P" VDt = (p/q) = (a/q). (2.4.12)

De ([2.4.10) y (2.4.12)) obtenemos (a/q) = (p/q) = (a/p).

Ahora probemos que 2] implica [T, Notemos que p > ¢. Observemos también que
(p/9) = ((q+4a)/q) = (4a/q) = (4/9)(a/q) = (2/9)*(a/q) = (a/q)
v como p=q+4a, p—q—=4a y p—q= —q (mod p), se sigue que
(p/a) = (a/q) = (a/p) = (4a/p) = ((1=0)/p) = (—a/p) = (=1/p)(a/p) = (=1)*""(q/p).

Ahora, para el primo p tenemos las siguientes dos posibilidades. Primero, si p = 4k+1

para algin k € Z, entonces

(p/qa) = (q¢/p)
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y asi
(p/q)(q/p) = 1 = (—1)*@1/2 — (_1)p-Dla=D/1,
Por otro lado, si p = 4k + 3 para algtin entero k, entonces

(p/q) = —(q/p).

Luego
(p/q)(q/p) = =1 = (—=1)@+D=1/2 — (_7)p-Dla-1)/1

Esto termina la prueba. O
Finalizamos esta secciéon con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 8. Calculemos el simbolo de Legendre (1234/4567). Como 1234 = 2 - 617,
tenemos que (1234/4567) = (2/4567) - (617/4567). Note que,

4567 = 4560 + 7 = 8(570) + 7,

es decir, 4567 es un primo de la forma 8k + 7, asi, (2/4567) = 1. Tenemos asi que
(1234/4567) = (617/4567).

Como 4567 y 617 son primos, por la Ley de reciprocidad cuadratica tenemos
(617/4567)(4567/617) — (_1)((617—1)/2)((4567—1)/2) — (_1)(308)(2283) — 1’

por lo que (617/4567) = (4567/617). Observemos que 4567 = 248 (mod 617), de
donde (4567/617) = (248/617) = (2* - 31/617)

(4567/617) = ((2° - 31)/617) = (2/617)*(31/617).

Como 617 = 8(77)+1, resulta que (2/617) = 1. Asi (4567/617) = (31/617). Como

31 y 617 son primos, nuevamente por la ley de reciprocidad cuadratica tenemos
(31/617)(617/31) = (—1)(I=0/DEIT=0/2) — (_1)(5)E08) — 7,

Luego, (31/617) = (617/31). Puesto que 617 = 28 (mod 31), obtenemos por la
Proposicion 49| que (617/31) = (28/31). Ahora

(28/31) = (7/31)(4/31) = (7/31)(2/31)* = (7/31).
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Otra vez, 31 y 7 son primos, asi que por la ley de reciprocidad cuadratica,
(7/31)(31/7) = (_1)((31—1)/2)((7—1)/2) — (_1)(15)(3) =1,

obteniendo asi que (7/31) = —(31/7). Pero 31 = 3 (mod 7), asi que (31/7) = (3/7).

Continuamos aplicando ley de reciprocidad cuadratica a 3 y 7, como sigue:
(3/7)(7/3) = (—1)(E=L/2A(T=D/2) (_1)(1)(3) =1,

por lo que (3/7) = —(7/3). Como 7 =1 (mod 3), se sigue que (7/3) = (1/3) y como

12 =1 (mod 3), resulta que (1/3) = 1. Finalmente, unimos todo lo calculado:

(1234/4567) = (617/4567) = (31/617) = (7/31) = —(3/7) = — (—(7/3)) = (1/3) = 1.
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Capitulo 3

Sumas de cuadrados en los enteros

En este capitulo estudiamos el problema de caracterizar a los enteros que se pueden
representar como suma de dos cuadrados. También, estudiamos la funcién r(n), que
determina de cuantas formas se puede representar un entero n como suma de dos

cuadrados y realizamos algunos ejemplos.

3.1. Representaciéon de enteros como suma de dos
cuadrados

En esta seccion presentamos la caracterizacion de los enteros n tales que la ecua-
cion diofantica:

n = 2%+, (3.1.1)
tiene solucion para x,y € Z. Para n = 0, la tnica solucién de esx=0,y=0.
Ademsés, no tiene solucién si n < 0. Geométricamente, para n > 0 fijo, la
ecuacion representa una circunferencia centrada en (0,0) € R? y de radio \/n.
Asi, n puede ser representado como suma de dos cuadrados de enteros si y solo si
existe un punto de coordenadas enteras (x,y) en tal circunferencia. Nitese que si
el punto (z,y) estd en el primer cuadrante y satisface la ecuacién , entonces
(—=z,y), (z,—y) y (=2, —y) también son soluciones de la ecuacién (3.1.1), y ya que las

soluciones solo difieren en los signos, esas soluciones no son esencialmente distintas.
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Claramente, no todos los circulos de radio n contienen puntos de coordenadas enteras.

El resultado principal de esta secciéon es el siguiente:

Teorema 66. Sea n un entero con forma estindar n = pi* - - - p? . Entonces n puede
expresarse como suma de dos cuadrados si y solo si para cada primo p; de la forma

4k + 3, el exponente a; es par.

Todo entero (no negativo) n se puede descomponer como producto de un cuadrado
perfecto y un entero libre de cuadrado. Otra manera de expresar el Teorema [66| es
diciendo que n puede expresarse como suma de dos cuadrados si y solo si en la parte
libre de cuadrado de n no aparecen primos de la forma 4k + 3.

Para lograr la demostracién del Teorema [66], probaremos algunos resultados inter-
medios, que conforman partes importantes de su demostracién. De hecho, el siguiente

resultado es la prueba de la parte “solo si” del teorema.

Lema 67. Sean n y k enteros con n > 0, y p un primo impar de la forma 4k + 3.
Sin es divisible por p y n es suma de dos cuadrados, entonces la potencia de p en la

forma estandar de n es par.

Demostracion. Sea n = x?+y? para algunos enteros z e y. Note que si p | 7, entonces
n =0 (mod p). Se sigue que x? = —y? (mod p). Afirmamos que z =y = 0 (mod p).
En efecto, por reduccién al absurdo asumamos que p { y. Como Z,, s un grupo
multiplicativo, existe el inverso de y médulo p, digamos que este es w. Esto quiere decir
que yw = 1 (mod p). Multiplicando a ambos lados de la congruencia 2*> = —y? (mod p)

por w? obtenemos que

(zw)* = —(wy)*(mod p) y — (wy)® = —1 (mod p),

lo que quiere decir que —1 es residuo cuadratico moédulo p, pero esto contradice el
Corolario [54] puesto que p es un primo de la forma 4k + 3. Esta contradiccion muestra
que y = 0 (mod p). En forma andloga se tiene que x = 0 (mod p).

Ahora, puesto que p | = y p | y, se sigue que p* | 22 y p? | y* y por lo tanto

p? | 2% + 32, es decir, p? | n.
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Luego, existe un entero positivo d; tal que n = p*d;. Si p { dy, entonces la potencia
de p en la factorizacién de n es 2. Por otro, lado supongamos que p | d;. Tenemos que

T = pr e y = py; para algunos enteros z; e y;. Luego,
pPdy = n = 2 +y* = p*al + pPyi,

de donde d; = 2% + y?. Tenemos, por lo tanto, que d; es suma de dos cuadrados y
p | di. Por un argumento similar al de arriba concluimos que p | z1, p | y1 y que
d; = p*d, para algtn entero positivo dy. Asi tenemos que n = pds.

Continuando con este proceso, después de un numero finito r de pasos tendremos
una representacién de n en la forma n = p?"d, donde p { d,. Esto muestra que la

potencia de p en la forma estandar de n es par. O
Lema 68. Sean p y q primos. Entonces

1. Sip=4j+1 yq =4k + 1 para algunos enteros j y k, entonces pq = 4m + 1

para algin entero m.

2. Sip=4j+4+1 yq=4k + 3, para algunos enteros j y k, entonces pq = 4m + 3

para algun entero m.
3. Si ambos p y q son de la forma 4k + 3, entonces pq es de la forma 4k + 1.

Demostracion. 1. Supongamos que p y ¢ son ambos de la forma 4k + 1, luego,
pq= 47+ 1)(4dk+1) =16jk+4j+4k+1 =4(4jk+j+ k) +1 =4m+ 1, para
m:=4jk+j+j € Z.

2. Sip=4j+1yq=4k+3, entonces pq = (45 +1)(4k+3) = 165k + 125+ 4k + 3,
asi pg = 4(4jk+3j+k)+1=4m+ 1, donde m := 4jk+3j + k € Z.

3. Supongamos que p y g son de la forma 45+ 3 y 4k + 3 respectivamente, entonces
pq = (47 + 3)(4k + 3) = 16jk + 12j + 12k + 9 = 165k + 12k + 12k + 8 + 1. Asi
pq=4(4jk+3j+3k+2)+1=4m+1,donde m :=4jk+3j+3k+2€Z. O

Corolario 69. Ningin numero de la forma 4k 4+ 3 puede representarse como suma

de dos cuadrados.
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Demostracion. Sea n un entero de la forma 4k + 3, para algin entero k. Suponga-
mos, por reduccion al absurdo que n puede representarse como suma de dos cua-
drados. Por la observacion del Teorema podemos descomponer a n como pro-
ducto de un entero cuadrado perfecto y un entero libre de cuadrado, digamos que
n = (pip2- - ps) (P - p)?, donde los p; son primos distintos para i = 1,2,...,sy
a; > 0 para cada ¢ y ademds, por el Lema[67] en la parte libre de cuadrados de n no
aparecen primos de la forma 4k + 3. Note que p; = 4k; + 3 y po = 4ko + 3, entonces,
por la tercera parte del lema anterior, p;p, = 4k’ + 1. Ahora, como ps3 es libre de
cuadrado, también es de la forma 4ks3 + 1 y ya que pips es de la forma 4k" + 1, se
sigue que p1paps es de la forma 4k” + 1. Asi mostramos que pips - - - p, es de la forma

4k + 1. Por otro lado, si p;* de la forma 4k + 1, el cuadrado de p;* también tiene la

forma 4k 4 1; si algun p?go es de la forma 4k;, 4+ 3, entonces

(i0)? = (4kiy + 3)(4ki, + 3) = 16k + 24k, + 9 = 4(4k], + 6k;, +2) + 1,

i0

asi que el cuadrado de los p;" que son de la forma 4k + 3 también es de la forma 4k +1.
Por lo tanto, n = (pipa -+ ps)(pai' -+ - p)? es la forma 4k + 1, lo cual es absurdo,

porque n es de la forma 4k + 3. O

Corolario 70. Ningun numero primo p de la forma 4k + 3 es representable como

suma de dos cuadrados.

Demostracién. Supongamos por reduccién al absurdo que p = 22 + y? para algunos
enteros z e y. En el lema [67] tomamos n = p, asi que se concluye que p? | p, lo que es

una contradiccion. O
Los resultados que siguen prueban la parte “si” del Teorema [66]

Lema 71. Sin y m son enteros que se pueden representar como suma de dos cua-

drados, entonces el producto nm también.
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Demostracion. Sin = a*+b? y m = ¢® + d?, entonces

(ac+ bd)* + (ad — bc)* = a®c® + 2abed + b*d* + a®d* — 2abed + b*c?
= a’c® + V*d* + &’ d* + b*c?
= (> +0*)(? + &)

= nm. O

La siguiente es una consecuencia inmediata por inducciéon del Lema

Corolario 72. El producto de un nimero finito de enteros que se pueden represen-
tar como suma de dos cuadrados también se puede representar como suma de dos

cuadrados.

Asumamos que n es un entero positivo y que en la forma estandar de n los primos
de la forma 4k + 3 aparecen con exponente par. Observemos que si 2 divide a n, en-
tonces la potencia de 2 que divide a n puede expresarse como suma de dos cuadrados.

En efecto, digamos que la potencia de 2 que divide a n es 2". Si r es par, entonces
r r/2 2 2
2= (27%) + 0%,
mientras que si r es impar, entonces
or — or—1 4 or—1 _ (2(7"71)/2)2 n (2(#1)/2)2.

Si p es un primo de la forma 4k + 3 que divide a n, entonces la potencia de p que
aparece en la forma estandar de n es par, digamos p® donde s es par. Tenemos que
p* = (p5/2)2 02

Para terminar la prueba del Teorema [66], basta mostrar que todo primo de la
forma 4k 4+ 1 que divide a n se puede expresar como suma de dos cuadrados, pues
tendriamos que n es producto de enteros que se pueden expresar como suma de dos
cuadrados, asi que por el Corolario [72, n también se expresaria como suma de dos

cuadrados.

Lema 73. Todo primo de la forma 4k + 1 es suma de dos cuadrados.
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Demostracion. Sea p un primo de la forma 4k + 1. Luego, por el Corolario [54] existe
zg € {0,1,...,p — 1} tal que 2§ = —1 (mod p). Ahora, sea m = [,/p], asi que
m < /p < m+ 1 pues al ser p primo se tiene que ,/p es irracional. Por lo que
m? < p < (m+1)2 Consideremos los ntimeros de la forma a — bz donde los enteros a
y b son tales que 0 < a,b < m. Note que si ponemos a variar a a y fijamos b, tenemos
a los m+ 1 niimeros —bxg, 1 — bxg, 2 — bxg, ..., m —bxy y de manera similar si fijamos
a y ponemos a variar a b tenemos a los m + 1 nimeros a, a — xg, a — 2xq, . . . , & — M,
de modo que en total tenemos (m + 1)? ntimeros a — bxg. Ahora, como p < (m+ 1),
deben existir ay, by, as, by con las condiciones anteriores, tales que (ay, by) # (ag,bs) y
a; — byxg = ag — baxo (mod p), asi a3 — as = (by — by)zp (mod p). Sean a = a; —az y
b = by — by, note que a y b no pueden ser ambos cero, pues de ser asi, tendriamos que
a; = az,by = by y en consecuencia (aq,b;) = (az,b2) lo cual contradice lo supuesto.
Ademas yva que 0 < a1 < my 0 < as < m, tenemos que —m < as < 0 y en
consecuencia —m < a; —ag < m, por lo tanto |a| < my de manera similar [b| < m. De
esta manera a = bxy (mod p), de donde a® = b?z3 (mod p) y como 22 = —1 (mod p),
obtenemos que a* = —b* (mod p), por lo tanto p | (a®+b?), asi a®>+b? = jp para algin
entero positivo j. Por otro lado, como |a| < m y |b] < m, obtenemos que a* < m?
y b? < m?, de manera que a? + b* < 2m? < 2p, donde jp = a® + b* < 2p. Asi que

necesariamente j = 1y a? + b = p. m

Ahora veamos algunos ejemplos. Si n es un entero positivo con forma estandar

n = pi'py? - - - pir, entonces, para que n pueda ser representado como suma de dos cua-

drados es suficiente y necesario que los p; que sean de la forma 4k + 3 tengan potencia

par, y tenemos el siguiente algoritmo para determinar una de tales representaciones:

Algoritmo para representar n como suma de dos cuadrado:
Entrada: n entero positivo.

e Represente a n como producto de un cuadrado perfecto y un entero libre de

cuadrado: n = cl, donde ¢ es una cuadrado perfecto y [ es libre de cuadrado.

e Verifique que [ no es divisible por ningin primo de la forma 4k + 3. En caso
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contrario, n no se representa como suma de dos cuadrados.
e Represente cada primo que divide a [ como una suma de dos cuadrados.

e Use repetidas veces el Lema [71] para hallar la representaciéon de n como suma

de dos cuadrados.
Salida: n = a® + b°.
Ejemplo 9. Consideremos el entero n = 16200. La descomposicion estandar de n es
n = 23352, y de aqui obtenemos
n=(2-3%-5)%.2=90%-2.

La parte libre de cuadrado de n es [ = 2, y observamos que no es divisible por ningtin
primo de la forma 4k + 3. Ademas, 2 = 12 + 12. Usando el Lema [71] obtenemos que
n = 90%(12 + 1%) = (90% + 0%)(1% + 1%) = (90 — 0)? + (90 + 0)? = 90 + 90°.

Otra forma en la que podemos encontrar una representacion de n como suma de
dos cuadrados es la siguiente:
n = 233%5% = (2% 4+ 22)(3* + 0?)(4% + 3%) = (18% + 18%)(4* + 3?)
=(18-4—18-3)>+ (18 -3 + 18- 4)*
= 18% + 126°
Ejemplo 10. Consideremos n = 26741 = 112 -13 - 17. La parte libre de cuadrado de
nesl=13-17; 13 y 17 son primos de la forma 4k + 1, asi que n se puede representar
como suma de dos cuadrados. Ahora, 13 = 22 + 32 y 17 = 12 + 42, asf que
n=117-13-17=117- (22 + 3%) - (12 +4?) = 112 - [(2 — 12)? + (8 + 3)*]
=117 [10% + 117]
= 110° + 121°.
Ejemplo 11. Consideremos n = 61773872875. Descomponiendo a n en producto de
potencias de primos, tenemos que n = 5%-13%-113, y observamos que el primo 11 que

es de la forma 4k + 3 aparece con potencia 3. Por el Teorema [66|se sigue que n no se

puede representar como suma de dos cuadrados.
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En los ejemplos anteriores observamos que es necesario conocer la forma estandar
del entero n que deseamos representar como suma de dos cuadrados. Computacio-
nalmente es costoso determinar la forma estandar de un entero dado n. El siguiente
algoritmo en Python determina todas las posibles representaciones de un entero n
como suma de dos cuadrados de enteros no negativos. Primero definimos una funcion
Tpos(1) que calcula las representaciones de n como suma de dos cuadrados de enteros

no negativos,

import math

def r_pos(n):#Calcula las representaciones de n como suma de dos
cuadrados de enteros no negativos
m=round (math.sqrt(n))
for i in range(m+1):
for j in range(m+1):
if n==((i%*2)+(j**2)):

print(i,j)

Ahora, definimos el card,(n) que cuenta de cuantas formas se puede representar

n como suma de dos cuadrados de enteros no negativos y cuales son,
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def card r(n):
L=[]
m=round (math.sqrt(n))
for i in range(m+1):
for j in range(m+1):
if n==((i%*2)+(j**2)):
L.append ((i,j))
else:
L=L

return len(L)

#print(card_r(n))

Con este algoritmo podemos determinar de cuantas formas se puede representar
un entero como suma de dos cuadrados y cudles son esas representaciones. En la Tabla
se refleja lo dicho anteriormente donde 7’'(n) denota al nimero de representaciones
como suma de dos cuadrados en los enteros positivos y el cero. Observe que algunas
de las representaciones de enteros como suma de dos cuadrados no nos esencialmente
diferentes, pues inicamente varia el orden. En la seccién siguiente tratamos la funcién
r(n) que determina el nimero de representaciones como suma de dos cuadrados de

n.

3.2. La funcién r(n)

De la seccion anterior podemos observar que hay enteros que tienen mas de una
representacion en suma de dos cuadrados; por ejemplo 72 + 142 = 245 = 14? + 72
Vamos a considerar representaciones de un entero n como suma de dos cuadrados,

a cualquier par de enteros a y b tales que n = a? 4 b%. El orden serd contado como
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n (n) representaciones como suma de dos cuadrados

245 2 72 4142, 142 + 72

394 2 13% + 152, 15% + 132

400 4 0% + 202, 122 + 162, 16% + 122, 20% + 02

450 3 3% 4+ 212, 15% 4 152, 21%2 4 32

505 4 82 + 212 122 + 192, 192 + 122, 212 + 82

640 2 82 + 242 242 4 82

773 2 172+ 222,222 + 172

833 2 72 4+ 28% 282 + T7*

976 2 202 4 242, 242 4 202

1025 6 | 124+ 322,82 + 312,20% + 252,252 + 202,312 + 82,322 4 12

1189 4 107 + 33%,17% 4 302, 30% + 172, 33% + 107

2509 4 32 + 50%,22% + 452,452 4 222 3% + 502
100017 | 2 216% + 2312,2311 + 2162

Tabla 3.1: Representacion de algunos enteros como suma de dos cuadrados

diferente; por ejemplo, 5 = 22 + 12 y 5 = 12 + 22 serdn consideradas como diferentes;

también tenemos 5 = (—1)? 4 2%, 5 = 12 4+ (—2)? = (—1)? + (—2)%. Diremos asi que

5 tiene al menos 5 diferentes representaciones como suma de dos cuadrados.

Definicién 74. Definimos la funcién r : ZT U {0} — Z* U {0}, como la funcién que
a cada entero no negativo n le asigna el nimero de representaciones como suma de

dos cuadrados.

Ejemplo 12. Podemos representar a 5 como suma de dos cuadrados, como sigue,

5= (1)?+ (2% (=1 + (2% (1)* + (=2)* (=1)" + (=2)*,(2)* + (1)*, (=2)* + (1)?,

también 5 = (2)2 + (—1)%, (=2)? 4+ (—1)?, por lo tanto r(5) = 8.

Ejemplo 13. Sea n un entero de la forma 4k + 3. Luego, por el Corolario [69 n no

se puede representar como suma de dos cuadrados. Asi que r(n) = 0.
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Definicién 75. Sea n € Z*. Definimos x(n) de la siguiente manera
0, si n es par;
(=1)"=1/2 sin es impar.
Asi, x(n) toma los valores 1,0,—1,0,1,..., paran =1,2,3,4,5,....
Lema 76. La funcion x(n) es completamente multiplicativa.
Demostracion. Sean n 'y m enteros positivos. Consideremos los siguientes casos:

1. Si m es par o n es par, digamos m = 2k, entonces el producto mn es par, por

lo que x(mn) = 0. Ademéds, por definicién de y, tenemos que x(m) = 0. Asi

x(mn) =0=0-x(n) = x(n)x(m).

2. Siambos m y n son impares, entonces el producto mn es impar y por consiguien-

te existen enteros ky, ko y k3 tales que m = 2k1+1, n = 2ky+1y mn = 2k3+ 1.

(m—1)

Tenemos por definicién que x(n) = (—=1)"=Y/2, x(m) = (—1) /2 luego

x(m)x(n) = (=1)m=D2(_1) (=02 = (_qymin=2 — (_p)Ha ikl g

(3.2.1)
y por otro lado
x(mn) = (=1)2Fst1-1 =1, (3.2.2)
Asi, de (3.2.1)) v (3.2.2)) obtenemos que x(mn) = x(m)x(n).
Asi, x es completamente multiplicativa. O]
Sea n un entero positivo. Definamos §(n) = >4, x(d).
Lema 77. Sea n un entero positivo. Si n = 2“N, donde N es impar, entonces

d(n) =0(N).

Demostracion. Si n = 2*°N, donde N es impar. Podemos descomponer a N como

sigue, N = pi'p5®...p%, donde los p;’s son primos distintos y los a;’s positivos. Por
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definicién de x, x(2) = x(2%) =---=x(2*) =0y
d(n) = _x(d)
d|n
=X(2) + -+ x2%) + x(p) + - x(pr ) + x(PF) + -+ (V)
=0+ +0+x(p1) + -+ x(pr) + x(Pip2) + -+ x(N)

= x(ad)

d|N

= §(N). O

Lema 78. [[\_,(1+x;+---+a7) = S aft .- - 2l", donde la suma se toma sobre todas

las tuplas (tq,...,t.) tales que 0 < t; < a; parai=1,...,r.

Demostracion. Procedamos por inducciéon sobre r. Si r = 1, tenemos que

al !
inl:x(l)_i_xl_i_..._i_x?l:1+x1+...+$(111:H<1+$1+~..+SEC{1)
=0 =1

Supongamos que el resultado se satisface para r y veamos que se cumple para r + 1.

Luego,
r+1 r
[T 42+ +a8) = T[4 2+ - 428 (1 + Tpgr + - + 2757)
i=1 =1
= Y el a2l
(t15eetr)
Ogtigaz
i=1,...,r

— t1 tr t1 ty Gril
— Z xl...xr+...+ Z xl...xer+1

(t17"'7t7‘) (t17"'7t7‘)
0<t;<a; 0<t;<a;
i=1,...,r i=1,...,7

— t1 tr o trg1 th t, tri1
= Z Ty xS Ty et Z Ty X Ty

(150 stri1) (t1yetry1)
0<t;<a; 0<t;<a;
i=1,...,7 i=1,...,r
tr+1:0 tr41=0r4+1

_ t1 tr trel
= D Y oarm

(tla“-»tr«kl)
0<t;<a;

i=1,. 141

]

Supongamos que n es impar. Escribamos a n en su forma estandar, agrupando las

potencias de primos que son de la forma 4k 4+ 1 y también a las potencias de primos
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de la forma 4k + 3, esto es, n = p{* - - - p?", entonces

dox(d) = x(pi -y

din

= [T Oe(®) +x(pi) + -+ x(pi))

= L1 O+ xi) + - -+ x(p)™)

Sin pérdida de generalidad, sean py,...,p, los de la forma 4k + 1y pyi1,-..,p, los
de la forma 4k + 3. Luego

> x(d) =

r

(MU+X@%P~+X%VﬂJI(MU+X@%%~+XmV0

e

&
I
—

T

(I+1++1) I (T =D+ (=17 +-+ (-1)™)
i=w—+1

(a; + 1) ﬁ <1—(—21)@+1>

i=w—+1

o 11 (H6)

i=w+1

Il
e

.
I
_

£

Il
e

@
Il
—

[

s
—
s

-
I
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Si algiin primo de la forma 4k 4 3 aparece con exponente impar, automaticamente
d(n) = 0. Si todos los a; son pares para i = w + 1,...,7, entonces

w

H a; + 1)

=1

Teorema 79. Sea n € Z*. Entonces r(n) = 46(n).

La demostracion de este teorema no sera incluida en este trabajo, pues en ella
se incluyen conceptos y resultados importantes del dominio euclidiano de los enteros
gaussianos, e incluir esta prueba extiende mucho maés el trabajo. Una prueba de este

resultado se puede consultar en [7, Theorem 278, pdgina 314].

Ejemplo 14. ;De cuantas formas se puede representar 3840 como suma de dos
cuadrados?
Lo primero que debemos hacer es descomponer a 3840 como producto de potencias

de primos. Tenemos que 3840 = 28 - 3-5. Observemos que el inico primo de la forma
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4k 4 3 en esta descomposicién es 3 y la potencia de 3 es a; = 1 impar, de donde

9(3840) = 0 y en consecuencia r(3840) = 0.

Ejemplo 15. ;Es posible determinar de cuantas formas se puede expresar 35114625
como suma de dos cuadrados?

Para responder a esta cuestiéon descompondremos a 35114625 como producto de
potencia de primos, asi, 35114625 = 32537413. Los primos en la descomposicién que
son de la forma 4k + 3 son 7 y 3 y sus potencias son 4 y 2 respectivamente, es decir,
son pares. Podemos decir entonces que a; = 3y ay = 1, de donde,

2
6(35114625) = [J(a: +1) = (a1 + 1)(aa +1) = B3+ 1)(1+1)=4-2 =8,
i=1

Asi, por el Teorema [79, obtenemos que
r(35114625) = 46(35114625) = 4(8) = 32.

Por lo tanto 35114625 tiene 32 representaciones como suma de dos cuadrados.
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Capitulo 4

Problema modular de
representacion de enteros como

suma de dos cuadrados

En este capitulo seguiremos las ideas desarrolladas en [I], centradas en el estudio
del polinomio 22 +? y en el conjunto A,, de todos los enteros médulo n que se pueden

representar como suma de dos enteros modulo n.

4.1. Algunos conceptos preliminares
Consideremos la siguiente congruencia polinomial
22 + 1> = a (mod n), (4.1.1)

donde a y n son enteros con n > 0. Como la congruencia (4.1.1]) tiene solucién para
a si, y solo si, tiene solucién para a + gn para cualquier entero ¢, podemos asumir
que a pertenece a un sistema completo de residuos modulo n. Usaremos el sistema

de residuos I, = {0,1,...,n — 1}.
Definicién 80. Sea n un entero positivo. El conjunto A, se define como sigue:
A, ={a€l,:2* +y*=a (mod n) es soluble}.
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Ademés, se define a(n) como el niimero de elementos de A, es decir, a(n) = |A,|.

Asi, podemos decir que A, es el conjunto de todos los elementos en I, que pueden
ser representados como suma de dos cuadrados médulo n, y a(n) cuenta la cantidad
de estos enteros.

Nuestros objetivos principales consisten en estudiar los siguientes problemas rela-

cionados con A, y a(n):
1. Dar una descripcion explicita de A,, para todo n.
2. Encontrar una férmula (explicita o recursiva) para «(n).
3. Determinar o describir todos los valores de n tales que a(n) = n.

Definicién 81. Sea n € Z*. Diremos que el polinomio z? + 3? es sobreyectivo en

n, si, para cada a € I, la congruencia tiene solucion.

El problema del numeral |3| es, con esta definicion, equivalente a determinar los

valores de n tales que el polinomio 2 4 y? es sobreyectivo en n.

4.2. Familias multiplicativas

Para una familia arbitraria de conjuntos no vacios {4, },ez+, donde A,, C I,, para
todo n, definimos la funcién asociada a {A,,},,, o : ZT — Z*, mediante a(n) = | A,|
para todo n. Note que A; # &y Ay C I} = {0}, asi que a(1) = |4A4| = 1.

Lo primero que haremos es definir condiciones adecuadas sobre la familia {A,},
para que la funcién asociada a sea multiplicativa. Si n y m son enteros tales que

1 < m < n, definimos

A,(m):={s€l,:s=a(modm) para algin a € A,,}

={a+jm:a€ A, 0<j<n/m}.

Definicién 82. Llamamos a una familia {A,}, multiplicativa, si dados m; y ms

primos relativos y n = mymsg, se cumple la igualdad A, = A,,(m1) N A, (ma).
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La condicién de multiplicatividad sobre la familia de conjuntos {A,}, garantiza

que la funcién asociada a es multiplicativa.

Lema 83. Si {A,}, es una familia multiplicativa, entonces la funcion asociada o es

multiplicativa.

Demostracion. Sea n = mimgy donde my y ms son primos relativos. Definamos
B(a,my) :={a+jmy:0<j < ma}.

Note que, dados a y b € A,,, C I,,,,, por definiciéon de sistema completo de residuos,
si @ # b entonces a #Z b (mod my). Ahora, si gy € B(a,my) N B(b,my), se tiene
que xg = a (mod my) y £o = b (mod my), y por tanto a = b (mod m;), lo cual es

imposible. Asi que para a,b € A,,, con a # b,
B(a,my) N B(b,m;) = @.

Por otro lado, para a € A,,,, si yo € A,(my), por definicién de A, (m1), tenemos que

Yo = a+ jmy, con 0 < j < - = my, ast que yo € B(a,m1) C Uaea,, Bla,mi).
Ademds, si wo € Ugea,, B(a,my), existe ag € A,,, tal que wy = ag + jm;, donde
0<j<me= -, de donde wy € A,(m;). Hemos mostrado que los conjuntos
B(a,m) forman una particién de A, (m;). De manera similar, los conjuntos anélogos

B(b, my) forman una particiéon de A, (ms). Entonces,

An(my) N A, (me) = ( U B(a,m1)> N ( U B(b,mz))

CLGAml bEAm2

= U (Bla,m)nBbmy)).

aeAml,beA'rnQ
Ademaés, ¢ € B(a,m;) N B(b,my) si, y solamente si, ¢ = b (mod my) y ademas,
¢ = a (mod my). Por el teorema Chino del Residuo, el sistema de congruencias
r = a (mod my);
x =0b (mod my),

tiene exactamente una solucion en I,. Esto significa que B(a,my) N B(b,my) tiene

exactamente un elemento. Tenemos también que paraa € A,,, y b € A,,, los conjuntos
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B(a,my) N B(b, my) son disjuntos dos a dos, entonces

| An(ma) 0 An(my)| = U (Bla,mi) N B(b,ms))| = A, - [Am,].

A€ Am ,bEAm,

Ahora, como la familia {A,}, es multiplicativa, tenemos que
a(mimy) = a(n) = |Ap| = [An(m1) N An(me)| = [An, | - [Am,| = a(mi)a(ms).
En consecuencia, la funcién asociada « es multiplicativa. O

El reciproco del Lema [83| no siempre es cierto; veamos el siguiente ejemplo. Para
n = 80, tenemos que
Ago =140,1,2,4,5,8,9,10,13,16, 17, 18,20, 21, 24, 25, 26, 29, 32, 33, 34, 36, 37, 40,
41,42,45,48, 49,50, 52, 53, 56, 57,58, 61, 64, 65, 66, 68,69, 72, 73,74, 77}.

Ademas, sabemos que 80 = 16 - 5, donde, mcd(16,5) = 1. Podemos observar que

a(80) =45=9-5 = a(16) - a(b). Al hacer los célculos, encontramos que

Ap(m) Elementos en A,(m)

Aso(16) 0,1,2,4,5,8,9, 10,13, 16, 17, 18, 20, 21, 24, 25, 26, 29, 32, 33, 34, 36, 37, 40, 41, 42, 45, 48, 49, 50, 52
53,56, 57,58,61,64, 65,66, 68,69, 72, 73,74, 77

Agw(5) | 0,1,2,4,5,6,7,9,10,11, 12, 14,15, 16, 17, 19, 20, 21, 22, 24, 25, 26, 27, 29, 30, 31, 32, 34, 35, 36, 37, 30, 40
A1, 42, 44, 45,46, 47,49, 50, 51,52, 54, 55, 56, 57, 59, 60, 61, 62, 64, 65, 66, 67, 69, 70, 71, 72, 74, 75, 76, 77, 79

Tabla 4.1: Elementos de A, (m)

Sin embargo, Ago(16) N Ago(5) = {0,1,2,4,5,9,10, 16, 17, 20, 21, 24, 25, 26, 29, 32, 34,
36, 37,40, 41,42, 45,49, 50, 52, 56, 57,61, 64, 65,66, 69, 72, 74, 77}, y podemos notar que
8 € Agy pero 8 ¢ Ago(16) N Ago(5). Por lo tanto Agg no es multiplicativa, sin embargo
a(80) = a(16)a(5).

Ahora definimos dos condiciones sobre {4, }, que son suficientes para que {A,},

sea multiplicativa.
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MT1: Para m y n enteros, si m | ny a € A, entonces a (mod m) € A,,, donde

a (mod m) representa al residuo de a al dividirlo m.

MT2: Si n = mymsy, donde med(my,my) = 1y si a; € Ap,,a2 € A, v a es la
tnica solucién en [, del sistema de congruencias = a; (mod my), x = ay (mod my),
entonces a € A,.

Note que si {4, }, satisface la MT1 y m | n, entonces A,, C A,(m). En efecto,
sia € A,, por el algoritmo de la division podemos escribir a = mq + r para algunos
enteros q y , donde 0 < r < m. Luego, por la condicion MT1 r = a (mod m) € A,,
y a = r (mod m). Ademds, como m | n, n = mt para algin entero t, y ademds
n>0m2>0,a>0yr >0, entonces ¢ > 0. Note también, que si ¢ > ¢, entonces
mq+r > mt+1r > n, asi que a > n lo cual contradice el hecho de que a € A,, C I,,,

de donde, debe ocurrir que 0 < ¢ <t = n/m. Se sigue que a € A,,(m).

Lema 84. Si {A,}, satisface las condiciones MT1 y MT2, entonces {A,}, es

multiplicativa.

Demostracion. Sea n = myms donde med(my, ms) = 1. Como {A4,}, satisface la
condicion MT1, my | n y my | n, entonces A, C A,(m1) y A, C A,(ms). Asi,
A, C A,(mq) N A,(msg). Resta probar la otra inclusién. Sea a € A, (my) N A, (my).
Entonces existen a1 € A, y as € Ay, tales que a = a1 (mod my) y a = as (mod my)
y, como {A,}, satisface la MT2, se sigue que a € A,,. Asi A, = A,(m1) N A,(ma) y
por tanto {A,}, es multiplicativa. O

Si asumimos que la familia {A,}, satisface las condiciones MT1 y MT2, enton-
ces, por los Lemas y [84] la funcién asociada « es multiplicativa. Asi que, para
determinar el valor de a en todos los enteros positivos, es suficiente determinar «(p™)
para todo primo p y n > 1. Esto nos lleva a estudiar los conjuntos A, para potencias
de primos p".

La condicion MT1 sobre la familia {A,}, implica que si p es primo y n > 1,
entonces Ayn C Ayn(p"1). Para n > 1, definimos Nyn := Apn (p" 1) \ Apn v llamamos

a estos conjuntos, los N—conjuntos del primo p.
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Notemos que
Ap = Ap (0" DN\ Npw ={a+jp" ' 1a € Apu1,0 < j <p} \ Ny
={a+a,1p" ' a€ A, 1,0, 1 €{0,1,...p—1}}\ Npn.

Esto nos muestra una manera recursiva de determinar los elementos de A,». Usaremos

esta representacion mas adelante.

Lema 85. Sea p un nimero primo y n > 1. Entonces
a(p) = pa(p"t) = [Npn.

Demostracién. Como p es primo y p"~! | p", por definicién de los A, (m), tenemos

que
Ap (@ Y ={a+jp" ' 1a€ Ap1,0<j <p}
={a,a+p" a+2p" . a+(p—1)p" ! ia€ Apa}.

Luego, por cada a € A1 hay p elementos en Ay (p" ') y como la cantidad de

elementos de A,n-1 es |Ayn-1|, tenemos que
[ Ape (") = pl Ay .

Ademads, por definicién de la funcién a, [Apn-1| = a(p™!). Asi que

[ Ape (P )| = p - [Apoa| = pa(p™™)

Y

ademas, Npn = Apn(p"') \ Apn, se sigue que Apn = Apn(p™') \ Npn y por tanto

a(p") = [Ap (0" \ Npn| = [Ape (") = [Npe| = pa(p™™") = [Ny, O

4.3. La familia multiplicativa asociada a z* + 3>

Por el resto de este capitulo, la familia {A,}, consistird de los conjuntos A,
formados por los elementos a € I,, tales que la congruencia z* + y? = a (mod n) es
soluble. Nos referimos a la funcién asociada « a esta familia {A,},, como la funcién

asociada a x? + y2.
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Proposiciéon 86. La familia {A,}, asociada a x*+y* es multiplicativa. En particular,

la funcién asociada a x* + y* es multiplicativa.

Demostracion. En efecto, sabemos que para cada n € N, A, es el conjunto de los
a € I, tales que la congruencia z? + y*> = a (mod n) tiene solucién. Ahora, si
m € Z" conm | nya€ A,, por definicién de congruencia, n | (z* + y* — a). Luego
m | (2? +y? —a) y asi, a € A,,. Hemos mostrado que la familia de {4, }, satisface la
condicion MT1.

Ahora, supongamos que x? + 3 = a; (mod m1) y ¥2 + y5 = as (mod my),
donde z;,y; € Z, m; y my son primos relativos con n = mymg y a; € I,,, para
i = 1,2. Sea a la tinica solucién en I,, del sistema de congruencias z = a; (mod my) y
T = ay (mod my). Ahora, por el teorema chino del residuo, para cada j = 1,2 existe
¢j € Z tal que ¢; = x; (mod my) y ¢; = y; (mod my). Asi, 3+ 3 =23+ a3 =a; =
a (mod my) y 2+c2 =y} +y3 = as = a (mod my). Tenemos que ¢ +c3 = a (mod m; )
y & +c2 =a (mod my) y asi ¢+ c2 = a (mod n), lo que muestra que a € A,,. Hemos
mostrado que {4, }, satisface la condicién MT2. Por los Lemas 83| y [84] se obtiene

lo que se desea. O

Ahora estudiaremos la funcién multiplicativa o y los conjuntos A, asociados con
22412, Para determinar el valor de « en potencias de primos, necesitamos entender los

conjuntos A, y NP". Los siguientes lemas dan propiedades ttiles de estos conjuntos.

Lema 87. Sea {A,}, la familia asociada al polinomio x*+y*. Sea p un primo impar.
Suponga que a € Apn Yy

m? +m3 = a (mod p"),
donde my y mo son enteros y suponga que p no divide a alguno de los m;. Entonces

a+ jp" € Ay para todo j tal que 0 < j < p.

Demostracién. Supongamos que m? +m3 = a (mod p"). Entonces existe un entero w
tal que m? + m3 = a + wp". Sin pérdida de generalidad supongamos que p { m;. Sea
0 < j < p. Como p 1 myq, se sigue que p{ 2m, y la congruencia 2myxz +w = j (mod p)

tiene solucién para x € 7Z; asi, existen enteros d y e tales que 2mid + w = j + ep.
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Ahora
(my +dp™)? = m? + 2mydp” + d*p*™* = m7 + 2mydp™ + p" T Hdip" T,

de donde
(my +dp")* = m + 2mudp™ (mod p" ).
Luego,
(my + dp™)* + m3 = m] + 2mydp™ + m3 (mod p™*t1),

n+1

v ya que m? + m3 = a + wp"”, para el médulo p"! tenemos

(my + dp™)? + m2 = a + wp" + 2m,dp"
=a+ (w+ 2md)p"
=a+(j+ep)p"
=a+ jp" +ep"t!

=a + jp" (mod p™).

Por lo tanto, a + jp" € Aynt1. O

A continuacién mostramos que el lema anterior también se cumple para el caso

en que p = 2.

Lema 88. Sea {A,}, la familia asociada al polinomio x* + y*. Suponga que a € Agn
y m? +m3 = a (mod 2"), donde my y my son enteros, y suponga que alguno de los

m; es impar y que n > 3. Entonces a + j2" € Agn+1, para todo j tal que j € {0,1}.

Demostracién. Como m? + m3 = a (mod 2"), existe un entero k tal que m? + m3 =
a+2"k. Consideremos el polinomio f(z) = myz+k—j,donde j € {0, 1} y supongamos
sin pérdida de generalidad que 2 1 m; y ya que med(my,2) =1y 1| 0, por el Teorema
27 la congruencia f(z) = 0 (mod 2) tiene una solucién, asi que digamos, existen

enteros d y s tales que myd + k = j + 2s. Ahora

(my + d2" )2 = m2 + 2"dmy + 22V = m? + 2"dmy + 27127342,
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ast, (my + d2"1)? = m? + 2"dm, (mod 2"*!). De esta manera

(my +d2"71)? +m3 = m] +m5 + 2"dm; (mod 2"1)

a+ 2"k +2"dm; (mod 2"*1)
=a+2"(k +dm;) (mod 2"1)
=a+2"(j +2s) (mod 2"*1)
=a+2"j (mod 2"1).
En consecuencia a + 2"j € Agn+1. O

Para conocer la forma explicita de los elementos de A,», falta ver como son los

elementos de Ny» y es lo que analizaremos a continuacion.

Lema 89. Sea p un nimero primo y considere los N—conjuntos Ny asociados al

polinomio x* + y*. Entonces
Ny C{p*a:a € Ny},
para todo n > 3.

Demostracion. Sea b € Nyn = Apn(p™™1) \ Apn. Entonces b = ¢ + jp™~! para algtn

c€An1y0<5< pfi: = p. Asi, existen enteros m; y my tales que m? + m3 =

¢ (mod p" ). Comon >3, n—1>2yasin—12>1.Siptm para algin i,
entonces por el Lema , b=c+jp* ' € Ay, lo cual es una contradiccién ya que
b€ Npn = Apn(p") \ Apn. Se sigue que p | m; para todo ¢ = 1,2, de modo que
my = pk1 y mo = pky para algunos enteros ki y ky. Asi que m? + m3 = p?(k? + k3),
esto es, p? | m3 + m3. Por otro lado, de m? + m3 = ¢ (mod p"~') tenemos que
p" | m?+m3—cycomon—1>2 también obtenemos que p"~! = p?p’ donde
t =n—3. De modo que p* | p"~! y de esta manera p? | (m?+m3— (m3+m3—c)) = c,

con lo cual obtenemos la congruencia
mi\’ my\’ c n-t
p p p p
mi\’ me\> ¢
<1> + (2> = — (mod p"?).
p p p
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Por lo tanto ]ﬁ € Ayn-s. Afirmamos que ¢/p® + jp" 3 € Nyn—2. En caso contrario, si
@ +q3 = c/p* + jp" 2 (mod p"?) para algunos enteros q; y g, multiplicando por p?

en toda la congruencia, tenemos que

(pq1)” + (pg2)® = ¢+ jp"~ ' (mod p™),

de donde

(p@1)* + (pg2)* = b (mod p").

De ahi b € Ay y esto es una contradiccién. De modo que ¢/p* + jp™! € Nyn-2. Asi,
si a = ¢/p* + jp"?, entonces a € Npn—2 y b = ¢+ jp"' = p*a. Esto termina la

prueba. O

Lema 90. Considere los N—conjuntos Non asociados al polinomio x> +y?. Entonces

Non € {2%a : a € Nyn—2}, para todo n > 3.

Demostracion. Deseamos que cualquier elemento de N?* tenga la forma 22 - a para
algin a € N2 yn > 3.

En efecto, sea m € Nonw = Aga(2771) \ Agn, esto es, m = ¢ + j2"~1 para algin
c € A1y 0 < j < 2. Como ¢ € Agn—1, por definicion, ¢ es suma de cuadrados
moédulo 2771 esto es, existen enteros m; y my tales que m? +m3 = ¢ (mod 2"71), asi
que

2" (m3 +m3) —c. (4.3.1)

Observe que m; y mg son ambos pares, pues, si alguno de los dos no lo fuera, por el
Lema [88| obtendriamos que m € Agn, pero esto no puede ocurrir porque m € N?" =
Agn(2771) \ Agn, de donde existen enteros ¢, y ¢y tales que m; = 2t; y my = 2t,. Por

lo que m? +m3 = 2%(t3 + t2) y ast
22 | (m3 +m3). (4.3.2)

Ademas 2771 = 2n73+2 = 22973 = 92t para t = 2" 3 € ZT(n > 3,n — 3 > 0),
entonces

22 | 2" 1, (4.3.3)
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De (4.3.1) y (4.3.3) obtenemos que 22 | (m' + m? — ¢) y de ésta ultima y de (4.3.2)

obtenemos que 2% | (m? + m3 — (m? + m3 — ¢)) = c¢. De todo lo anterior, obtenemos

(2) +(3) = () (ma %),

Por lo que ¢/2% € Agn-s. Note también que ¢/2% + j?n —3 € Nan-2, pues en caso

la congruencia

contrario ¢/2 + j2"3 seria suma de dos cuadrados mddulo 2”2, esto es, ¢3 + ¢ =
¢/2? + 72" (mod 2"~%) para algunos enteros q; y ¢z, multiplicamos por 2% y obtene-
mos que (2¢1)%+ (2¢2)* = ¢+ 52" (mod 27), esto es, m = c+j2"1 € Agn, lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto ¢/2% + j2"73 € Nyn-2. Asi a := ¢/2* + j2"% € Non—2

ym=c+j2" !t =22.q. O

Ahora definiremos una condicién sobre el primo p tal que la inclusion inversa en

el Lema 89 se satisfaga.

Definicién 91. Sea p un nimero primo. Decimos que un entero no negativo e es un
exponente de p en r? + 3%, si cuando p° divide a un entero de la forma m? + m3,
se tiene que el cociente (m? + m3)/p° es también de la forma ¢ + g5 para algunos

enteros q1 y go.
Lema 92. Las siguientes afirmaciones son verdaderas.

1. Sip=2o0p esun primo tal que p =1 (mod 4), entonces 1 es un exponente de

p en el polinomio x* + v>.

2. Sip esun primo y p = 3 (mod 4), entonces 2 es un exponente de p en el

polinomio x2 + 2.

Demostracién. 1. Sip=2op=1 (mod 4) y p | (m? + m2). Entonces existe un
entero s tal que m? +m3 = ps. Por otro lado si, m?3 + m3 = p{'ps? - - - p%, por
el Teorema para cada ¢ = 1,2,...,r, los p; que sean de la forma 4k; + 3
deben tener potencia par. Sin pérdida de generalidad suponemos que p; =p 'y
obtenemos que

a1—1

_ Q
s =p; B N
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sigue sucediendo que cada p; que sea de la forma 4k; 4+ 3 tiene potencia par, asi
que nuevamente, por el Teorema , s = s% + s2 para algunos enteros s; y S,

asi,
m% + m%

p

e — 2 2
=5 = 8]+ S3.

2. Supongamos ahora, que p = 3 (mod 4) con p? | (m? + m3). Entonces existe un
entero t tal que m? + m3 = pt. Por otro lado, m? +m3 = p{'ps? - - - po para p;
primos distintos y a; > 0 para cada ¢ = 1,2,...,r y por el Teorema cada p;
que sea de la forma 4k + 3 debe tener potencia par. Supongamos, sin pérdida
de generalidad, que p; = p, asi tenemos que pi* *p5* - - - p% = t. Ya que p; = p,
entonces a; es par y asi a; — 2 también es par y Por el Teorema t = v? 4 v3
para enteros vy y vs. Asi,

2 2
mi+m
71]92 2 =t =0+ 5. [

Lema 93. Sie es un exponente de un primo p en el polinomio x +y?, entonces todo

entero positivo miltiplo de e también es un exponente de p en x° + 3.

Demostracion. Sean e un exponente de p en x2 + 3%, ¢ = ek para algtin entero k.
Afirmamos que si ¢ | (m? + m3), entonces
2 2
mi+m
— =t
p

para algunos enteros t; y to. Verifiquémoslo por induccién sobre k. Si k = 1, entonces
c= ey como e es un exponente de p en x2 + y?, existen t; y t, enteros tales que

2 2

mi+m; 2 2

e (11)" + (t3)".

Supongamos que el resultado se satisface para k y que ¢ | (m?+m3) donde ¢ = e(k+1).

Luego

mit+mi _mi+mi  (mit+mg) 1 () +(5)°
pc - pek‘pe - pe pek - pek :
Finalmente como por hipétesis inductiva, ek es un exponente de z? 4 y?, entonces

existen enteros t2 + t3 tales que (1) + (t5)%)/(p%*) = 13 + 13 y asi

2 2
mi +mj

o =17 +15. O
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Lema 94. Sea p un niumero primo. Para los N—conjuntos asociados al polinomio
2% + 2 se cumple que

{p*a:a € Npn-2} C Npn
para todo n > 2.

Demostracién. Supongamos que e es un exponente del primo p en 22 + y* con e | 2.
Debemos probar que todo elemento de {p?a : a € Nyn-2} pertenece a Nyn. Vedmoslo
por reduccién al absurdo; supéngase que existe a € Npn-2 tal que p?a ¢ Ny =
Apn(p"') \ Apn. Entonces p’a € Apn. Luego, existen enteros m; y my tales que
m? +m2 = p’a (mod p"). Por el Lema [93] como e | 2 entonces 2 también es un

exponente de p en z2 + y?. Asf que,

¢ +¢3 = a (mod p"?).

En consecuencia, a € A,n-2. Esto es una contradiccién, pues por como definimos A,
a € Nyn—2 = Apn—2(p"3) \ Apn—2. Por lo tanto, se tiene que p?a € Ny, para todo
a € an72. D

Una aplicacién de los Lemas [89] y [04 nos dice que para todo n > 3 se tiene que
Nyw = {p*a:a € Nz} (4.3.4)

Para un conjunto de enteros A, mA denota el conjunto {ma : a € A}. Entonces
Npn = p*Nyn-2 para todo n > 3. Por lo tanto, si n = 2¢+r, donde ¢ > 0y r € {2,3},
tenemos que

an = pQan—Q — p4an—4 —_— = quNpT. (435)

Definamos n, := |N,-|, para r € {2,3}. Por (4.3.5) se sigue que sin > 1y
n =r (mod 2), donde r € {2, 3}, entonces |Nyn| = |Npr| = n,.
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Proposicién 95. Sea p un nimero primo. Entonces

a(p®) = pa(p"™t) = n,, (4.3.6)

para todo n > 1 tal que n = r (mod 2), donde r € {2,3}.

Demostracion. En efecto, por el Lema [85| tenemos que a(p") = pa(p™™t) — |Np|.
Como |Npn| = |Nyr| = n,, se sigue que a(p") = pa(p"') — n,. O

4.4. La funcién o asociada a 22 + 3>

En esta seccién hallamos férmulas explicitas para a(p™), donde p es primoy n > 1.

Empezamos con el siguiente resultado:
Lema 96. Para todo nimero primo p, tenemos que o(p) = p.

Demostracion. Recordemos que para p primo, A, es el conjunto de todos los a € I,
tales que la congruencia

2* +y* = a (mod p),

tiene solucién, es decir, todos los a € I, tales que a es suma de dos cuadrados moédulo
p. Mostraremos que todo elemento en [, = {0,1,...,p — 1} se puede expresar como

suma de dos cuadrados modulo p.
ptl
2
ptl
2

En efecto, sabemos que hay elementos en I, que son cuadrados moédulo p.

Entonces, para cada a € I, hay elementos s € I, tales que la congruencia

a—2® = s (mod p), (4.4.1)

tiene solucion. Note que 2% = p + 1, pero hay exactamente p elementos en [, =
{0,1,...,p — 1}, asi que existe un elemento sy en I, satisfaciendo simultdneamente
las congruencias a —z? = s (mod p) y y* = s¢ (mod p) tienen solucién para z,y € I,

Se sigue que 22 +y* = a (mod p). Esto muestra que a € A, para cualquier a € [,. O

Por el Lema [96, a(p) = p y A, = I, para todo primo p.
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4.4.1.

En esta seccién calculamos «(2") para todo n > 1. Por el Lema [92] el primo 2
tiene exponente 1 en x? + y2. Ahora, por el Lema , a(2) =2y Ay ={0,1}.
Primero calculamos los N—conjuntos y Ny y Ng. Vamos Considerar el conjunto

I, = {0,1,2,3}. En la siguiente tabla mostramos las sumas de cuadrados médulo 4:

Tabla 4.2: Suma de dos cuadrados modulo 4

De la Tabla observamos que Ay = {0,1,2}. La siguiente tabla contiene las sumas

de cuadrados mddulo &:

Calculo de «(2")

+ (|02 1% ] 22| 32
0210|101
1212|112
2200101
12012

40212223242 |52|62] 72
00|14 [1]0]1]4]1
120112521 |2]5]2
2214|5054 ]5]01|5
1252|1252
200|141 10]1]4]1
50112521252
62| 4|50 |5[4|5[0]5
7?1112 (521252

Tabla 4.3: Suma de dos cuadrados médulo 8
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Observamos que Ag = {0,1,2,4,5}. Ahora, recordando que
A2 ={a+2j:acAyje{0,1}}y As(4) ={a+4j:a€ Ay je{0,1}}

obtenemos que

Ay(2) = {0,1,2,3}, Ny = Ay(2) \ Ay = {3}

As(8) ={0,1,2,4,5,6}, Ng = Ag(4) \ As = {6}.
De este modo resulta que ny = |Ny2| = 1y ng = |Nos| = 1. Por la Proposicién
resulta que para todo n > 1, vale la formula de recurrencia
a(2") = 2a(2"71) — 1.
Ya estamos en posicién de calcular a/(2").
Lema 97. Para todon € Z*, a(2") = 2" + 1.

Demostracion. Veamoslo por induccién sobre n. En efecto, si n = 1, entonces por
el Lema , a(2l) = 2 = 2171 + 1. Supongamos que para algin k € Z' se tiene
a(2F) = 271 4+ 1. Entonces k +1 > 1 y por lo tanto

a2F) =2a(2M) —1=22" " +1)—1=2F 42 -1 =201 1
Se sigue por induccién que «(2") = 2"~ + 1, para todo n > 1. O

Ahora, daremos una descripcién explicita de los conjuntos As» para todo n > 1.
Primero que todo, determinaremos Non para todo n > 2. Note que Ny = {3} y
Ngs = {6}. Para n > 3, podemos escribir n = 2¢ + r, donde r € {2,3}. Por
tenemos que Non = {2%a:a € Ny} = {2""a : a € Nor }.

Lema 98. Para todo n > 2, Non = {32772} = {272 + 2"~ 1},

Demostracién. Probemos que {2""a : a € Nor} = {3 -2"2}. Primero, supongamos
que r = 2. Entonces Noz = {3}, asi que {2"2a:a € N2} = {2"72.3} = {3-2"2(1 +
2)}.

Por otro lado, si 7 = 3, entonces {2"3a : a € Ny} = {23 -6} = {322},

Finalmente, como 3-2"7% = (1+2)2""2 = 22 4.2""! se sigue que {2" 242771} =
{3-2"72} = Nyu. Esto termina la prueba. O
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Para n > 2 tenemos que
Agn = Agn (2 )\ Nogn = {a + 12" 1 a € Agn1,an_1 € {0,1}} \ Non.

Proposiciéon 99. Sea n € Z*, n > 2. Entonces A consiste de todos los elementos
de la forma

ap+ar-24ay-22 4+ +a,q 2" (4.4.2)

donde
1. g, A1, 02, ...,0p—1 € {07 1} Y
2. los dos primeros a;’s no nulos no son consecutivos.

Demostracion. Procedamos por induccion sobre n. Para n = 2, tenemos que Ay =

{0,1,2}, y tenemos que
0=040-2, 1=140-2y 2=04+1-2.

Claramente estas representaciones de 0,1 y 2 satisfacen las condiciones 1 y 2. Por
induccion, supongamos que la afirmacién se satisface para n y sea x € Agn+1. Luego,
x =a+a,2" donde a € Ay, a, € {0,1}. Como a € Ay, por la hipdtesis de induccién

podemos representar a a en la forma
a=ay+a-24+as-22+--+a,,-2"",

donde ag, ay, as, ...,a,_1 € {0, 1} y los dos primeros a;’s no nulos no son consecutivos.
Luego
rT=ag+ar-2+ay 22+ +an_1-2""" +a,2",

donde ag,aq,...,a,-1,a, € {0,1}. Supongamos, por reduccién al absurdo, que los
dos primeros a;’s no nulos en la representacién de x son consecutivos. Esto no puede
ocurrir con a; y a;+1 para i < n—2 por la hipdtesis de induccién. Necesariamente debe
ser a,_1 = 1y a, = 1; pero esto significaria que z = 2"~ 4 2", es decir, © € Nant1,
lo que contradice que = € Agn+1.

Veamos ahora por induccién sobre n que un elemento que tiene la forma ag + a; -

24a9-224---+a,_1-2"' y que satisface las con las condiciones y , pertenece
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a Agn. En efecto, para n = 1, sea x = ag, con ag € {0,1}. Ya que Ay = Ay = {0, 1},
se sigue inmediatamente que x € Asi. Supongamos que el resultado se cumple para n
y veamos que se cumple para n+ 1. Ahora, sea © = ag+ a2+ -+ an_1-2" " +a,-2",

donde se cumplen y . Luego
v=(ag+a -2+ - +a,1-2"" N +a, 2" =a+a,2",

donde a = ap+ay -2+ -+ a,_1 - 2""1. Como se cumple que a; € {0,1} para cada
i € {0,1,...,n}, en particular a; € {0,1}, para i € {0,1,...,n — 1}, a, € {0,1}
y los dos primeros a}s no nulos, no son consecutivos, asi que, por la hipétesis de
induccién, a € Agn y ademaés a,, € {0,1}. Ahora, observe que & ¢ Non+1, pues de ser
asi z tendria la forma 2"~! 4+ 2" y esto ocurrirfa solamente si todos los a}s son nulos
para 0 <i<n-—1ya, 1 =a, =1, lo cual contradice lo supuesto. Por lo tanto

x € Agntr. O]

Con la descripcion de Agn en la Proposicion podemos calcular «(2") como se

muestra a continuacion.
Corolario 100. Para todon € ZT, a(2") = 2" + 1.

Demostracién. Para n = 1 ya sabemos que «(2) = 271 + 1 porque A, = {0,1}.
Para n > 2, hay 2" ¢ elementos de la forma 272 + 271 4,2 + ... + a,,_12" ! para
2 <1i<n. Asi,

a2 =20 =Y 2t =" — (2" - 1) =2""" 4+ 1 O

=2
4.4.2. Célculo de «a(p") donde p es un primo impar

Ahora, calcularemos a(p™) donde p es un primo impar. Pero antes tenemos el

siguiente lema.

Lema 101. Sea p un primo impar. Consideremos los N — conjuntos asociados a x* +

2
y“, entonces,

Ny C{jp:0<j<ptyNp={jp*:j¢A,0<j<ph
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Demostracion. Sean p un primo impar y a € A,, con a # 0. Luego, existen enteros
my y my tales que m? +m3 = a (mod p), luego p | (m? + m3 — a). Observe que si
p | m1yp | ma, entonces p | (m?+m3) y en consecuencia p | a, asi que p < a. Por otro
lado, ya que a € A, C I, se tiene que 0 < a < p, lo cual es una contradiccién. De
modo que p no puede dividir simultaneamente a ambos m; y ms. Por lo que podemos
suponer sin pérdida de generalidad que p 1 m;. Luego, por el Lema , se sigue que
a+ jp € Ay, para todo 0 < j < p. Por lo tanto, si a + jp € Ny2, con 0 < j < p,
entonces a = 0y Ny C {jp:0 < j < p}. Ademds, 0 € A2, asi que 0 ¢ N2 y en
consecuencia N2 C {jp: 0 < j < p}.

Por otro lado, si j € A,, existen enteros m; y my tales que m? +m3 = j (mod p).
Multiplicando por p? en la congruencia obtenemos que (pm;y)?+(pms)? = jp* (mod p?)

y por lo tanto jp? € A,s. De donde N,z C {jp*:j ¢ A,,0 < j < p}.
m%+n%

= q? + ¢35 para algunos enteros

Finalmente si m? + m3 = jp* (mod p?) y
mi, Ma, 1 V G2, entonces en la congruencia anterior dividimos por p? y obtenemos
que ¢ + g5 = j (mod p). Asf que j € A, si y solamente si jp? € A,z y por lo tanto

Ny ={jp*:7¢ A,,0<j<p} O

Proposicién 102. Sea p un nimero primo tal que p =3 (mod 4) yn > 2. Entonces
Ny ={jp:0<j<p}yNgs=0. La formula de recurrencia para a(p™) estd dada
por

nfl)

pa(p™ ), sim es impar,

a(p’) =
pa(p"') —p+1, sin es par.

Una formula explicita para a(p™) es

"+ 1), sin es impar;

a(p®) =
zﬁ(p’”rl +1), sin es par.

Demostracion. Por lo anterior, esto se reduce a probar que {jp: 0 < j < p} C N2,
esto es, jp ¢ A2 si 0 < j < p. Supongamos por reduccién al absurdo que jp € Ape.
Entonces existen enteros my y msy tales que m% + m% = jp (mod p2). Luego existe un

entero w tal que m?4+m3 = jp+wp* = p(j+wp). Lo cual implica que p | m¥+m3. Y ya
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que p = 3 (mod 4), se tiene que el exponente de p en la descomposicién en potencias
de primos de m? +m3 debe ser par. En particular, p* | m? +m3, as{ que m? +m3 = p?c
para algin entero ¢ y p*c = jp + wp?, luego, p(c — w) = j y en consecuencia p | j,
lo cual es una contradiccion. Hemos mostrado que N2 = {jp : 0 < j < p}. Por otro
lado, note que si zg € N3 entonces o = jp> con 0 < j <py j & A, Pero A, = I,,
por o que no existe j tal que jp* € N, esto es, N3 = &. Ademds tenemos que

ne = |Np| =p—1y n3 =|Ny| =0. Por la Proposiciéon , sin > 1 es impar

n—l) n—1>.

a(p™) = pa(p™™) —ng = pa(p"*) — 0 = pa(p

Note que esta férmula también es valida para n = 1 puesto que a(p) = p. Si n es par,

entonces,
a(p") = pa(p"™') = ny = pa(p") — (p— 1) = pa(p" ) —p+ 1.
Asi obtenemos la siguiente férmula de recurrencia para a(p™):

pa(p™h), si n es impar;
a(p”) = (4.4.3)

pa(p”) —p+1, sinespar.

Veamos por induccién sobre n que si n es par, entonces a(p”) = Iﬁ(p’”rl +1)y
si n es impar, a(p™) = Zﬁ(p" +1). Sin =1, n es impar, luego,
p'+1

1 1-1
o = pa =p-1=p= .
(p) b (p ) p p pp 1

Sin =2, n es par, asi que por la féormula de recurrencia,

p+1 pP+1
p+1 p+1°

a(p®) =pa(p* ) —p+1l=p-p-p+l=pP +p+1=0p'—p+1)
Supongamos que el resultado se satisface para n + 1. Consideremos dos casos:

1. Sin + 1 es impar, n es par y por la féormula de recurrencia, tenemos que

pn—i-l + 1

n+1)
p+1

a(p"™) = pa(p") =p

2. Sin+ 1 es par, entonces n es impar y

(p"") =pa(p") —p Pl )
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y como n es impar, p" + 1 = (p+ 1)(p" ' —p" 2+ p" 3 — .- +1). Luego, la

ecuacion anterior se transforma en

a@mw:p<M@+U@”*—§jimm3—~ﬁ%»>_p+1

=pp(p" ™ =" TP T = ) —p ]

:pn+1_pn+pnfl_+p2_p+1

:p+1@+“ﬂ’+p1—~~+ﬁ—p+ﬁ

pn+2+1
p+1

Asi se deduce la férmula explicita

L_(p"+1) si n es impar;
n +1 ’ )
a(p") = 1" O

Iﬁ(pwrl +1), sinespar.

Sea p un ntmero primo tal que p = 3 (mod 4). Podemos dar una descripcion del
conjunto A, para n > 1. Recordemos, por la observacién del Lema [84] tenemos que

A,» puede representarse en la siguiente forma
Ap={a+a,1p" ' 1a € Ap-r,a,1 €{0,1,...,p—1}} \ Npn. (4.4.4)
Proposicién 103. Sea n > 2. Entonces Ayn consiste en todos los enteros de la forma
ag+ a1 -p+ag-pP 4+ an Pt (4.4.5)
donde
1. ag,ai,as,...,a,—1 € {0,1,....p—1} y
2. el primer subindice i tal que a; # 0 es par.

Demostracion. Procedamos por induccién sobre n; para n = 2, por la férmula (4.4.4)),
Ap={a+amp:acA,a €{0,1,...,p—1}}, luego, cada elemento de AIQ7 es de la

forma = = ag + a1p, donde a; = a € {0,1,...p—1}. Ademds ay no puede ser 0, pues
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de ser asi € N2 lo cual contradice que = € A,2. Supongamos que la afirmacién se

satisface para n. Ahora, sea x € A,n+1, luego, por (4.4.4)),
T =a-+ayp",

donde @ € Apn y a, € {0,1,...,p —1}. Como a € Ay, por hipétesis inductiva,
a=ag+a;-ptasi+---+a,_1p" Lasiz=ay+a-p+ay-p*+---+a,-p", donde
cada a; € {0,1,...,p—1},i=0,1,...,n.

Falta mostrar que el primer subindice ¢ tal que a; # 0 es par. Supongamos por
reduccién al absurdo que el primer subindice i, tal que a; # 0 es impar. Esto no
puede ocurrir para 0 < ¢ < n— 1 por la hipotesis de inducciéon asi que necesariamente
T = ap-p", asi que n es impar y 0 < a, < p—1 < p, es decir, v € Nynt1, lo cual
contradice el hecho de que x € A,nt1.

Veamos ahora que un elemento que tiene la forma pertenece a A,n. Ahora,
afirmamos que

, si n > 1 es impar;
Nn =

P
{jpt:0< j<p}, sinespar.

Nuevamente por induccién sobre n, para n = 3 tenemos ya probado anteriormente que

Ny =0y Ny ={jp:0<j<p}. Supongamos que la afirmacion se satisface para n.

Ahora, si n + 1 es par, entonces n — 1 también es par y Nyn—1 = {jp" 2 :0 < j < p}.

Ademés sabemos que Nyn = p?* N2 para n > 3, de donde,
an+1 = pszn—l = p2{jpn_2 0< g < p} = {jp"; 0<jy< p}.

Por otro lado, si n + 1 es impar, tenemos que n — 1 es impar y Nyn—1 = @. Asi que
Npyn+1 = p? Nyt = p*@ = &. Esto implica que un elemento de la forma (4.4.5) estdn
en Ayn siy solo si su primer elemento diferente de cero es de la forma a;p’ con i

par. O

Proposicién 104. Sea p un nimero primo impar tal que p =1 (mod 4). Entonces,

Ny =N

s = @. Mds ain, o(p™) = p" para todo n > 1.
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Demostracion. Si existiera zo € N,s entonces xg = jp* con 0 < j <py j ¢ A,. Pero
si j ¢ A, entonces j ¢ I, y por lo tanto no existe 0 < j < p tal que jp* € Nys. Por lo
tanto N,s = @. Para probar que N,2 = &, resta probar que jp € A, si 0 < j < p.
En efecto, si 0 < j < p, entonces por el Lema [96] existen enteros wi,ws y w tales
que w? + w3 = j + wp. Como p = 1 (mod 4), por el Teorema de , el producto
p(w? + w3) es suma de dos cuadrados, esto es p(w? + w3) = m? + m3. Por lo tanto
mi +m3 = p(wi +w3) = p(j + wp) = jp + wp*. Asi hemos probado A,z = I,2 y por
tanto N2 = .
Por la Proposicién [95] se sigue la féormula recurrente
(") = P, sin=1;
pa(p™l), sin>1.
Veamos que a(p") = p". Sin = 1, entonces a(p') = p'. Supongamos que la afirmacién

se satisface para n > 1. Ahora, a(p"™t) = pa(p”) = p - p" = p"*L. O

4.4.3. Célculo de a(n) y A,

Hasta este momento, en este capitulo, hemos estudiado varias cuestiones relacio-
nadas con la familia de conjuntos no vacios {4, },ecz+ asociada al polinomio x2 + 32,
y la funcién asociada a ella. Vimos que esta familia es multiplicativa, asi como la
funcién asociada y calculamos el valor de a(p™) donde p es primo, n > 1; y también
caracterizamos los elementos en A,». En esta subseccién analizaremos un poco mas
la familia de conjuntos A,,, para calcular A,,, donde n no es necesariamente potencia

de primo y mostramos algunos ejemplos.

Lema 105. Sean mq y mg enteros positivos, primos relativos tales que 1 < mymeo < n.

Entonces, An(mims) = A, (my) N An(ma).

Demostracion. Para la primera inclusion, sea y € A, (myms), luego y = a + jmyma,
donde a € A,y m, ¥ 0 < j < n/mymsy. Podemos reescribir a y como sgue, y = a+j1my
y Yy = a + joms, donde j; = jms v jo = jmy, multiplicamos por msy en la primera

desigualdad y por m; en la segunda desigualdad y obtenemos que 0 < j; < n/my
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y 0 < ja < n/my. Ademds, ya que a € Apymy, = Amyms (M1) N Amym, (M), entonces
a € Amym,(m1) y a € Apymy(m2), por lo que a = b+imy, donde b € A, 0 <i < mgy
ya=c+kmsy, concée Ay, 0<k<my,por MT1 jmy y kmy estan en A,,, v Ap,
respectivamente y por lo tanto a € A,,, y a € A,,,. Asi € A,(my) N A, (my).

Sea z € A,(m1) N A,(my). Entonces x = a + jm; = b+ imsy, donde a € A,,, y
be Apn,, con 0 <j<n/my,0<1i<n/my. Entonces, tenemos que, z = a (mod m;)
y © = b (mod my). Luego, por el teorema chino del residuo, existe un tnico ¢ con
0 < ¢ < mymgtal que ¢ = a (mod my) y ¢ = b (mod my). Ademés, x = ¢ (mod myms),
lo que quiere decir que z = ¢ + k(myms), donde 0 < k < n/(myms). Observar
que si k > n/(mymsy), entonces kmyme > n, asi que ¢ + k(mymsg) > ¢ + n, luego,
x> c+n=a+tm;+n > a+m. Por otro lado, tenemos que 0 < j < n/m;, entonces
0< my <n,asi0<a<a+ jm <a-+n,porloquea<x<a+n Demodo
que la desigualdad x > a + n no puede ocurrir. Por lo tanto 0 < k < n/(myms) y en

consecuencia x € A, (myms). O

Corolario 106. Sean mi,ms,...,m, enteros positivos, primos relativos dos a dos,

tales que 1 < mq---m, < n. Entonces,
Ap(my---m,) = Ay(mg) N Ap(m,).

Demostracion. Procedamos por induccion sobre r, para el caso base; si r = 1, tenemos
que A,(m;) = A,(my). Supongamos que la afirmacién se satisface para r y sean
My, Ma, . .., My, Myyq primos relativos dos a dos y 1 < my -+ -m,1 < n, veamos que
Ap(my - -mpyq) = Ap(my) N A, (mesq). En efecto, podemos asociar my - - - m,my 11
como sigue (my - - - m,)m,,1, llamemos m := my - - - m,.. Ahora, podemos observar que
COmo My, My, . .., M,41 son primos relativos dos a dos, entonces m y m,.,1 son primos

relativos, ademas 1 < mm,,1; < n. Luego, por el lema anterior

Ap(my - mpmyyq) = Ap(mmyy1) = Ap(m) N Ay (megq)
= An(ml T mr) N An(mr—i—l)

= A, (m1) NN A (me) N A (mygq). O
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Proposicién 107. Sea n un entero positivo, con n = pi'ps*---pt, donde los p; son

primos distintos y los a; > 0 para i =1,2,...,r. Entonces
Ap = An(p1") N An(pg?) N -+ N A (pl7)
Demostracion. Observemos que A, = A,(n), por el corolario anterior, tenemos que
Ap = An(n) = An(p'p3* - - p77) = An(p1?) N An(p3®) N -+ N An(pir). O

Ejemplo 16. Veamos que ntimeros se pueden representar como suma de dos cuadra-
dos médulo 6 y modulo 18, esto es equivalente a encontrar los elementos de Ag y Ajg
utilizando el método.

Calculemos Ag con este método. Note que 6 = 2 -3 y es mas facil hallar A y
As. Ya sabemos que Ay = {0, 1}. Para hallar A3 consideremos la siguiente tabla, que

muestra las sumas de cuadrados médulo 3:

+ |l 02| 12| 922
0210111
12122
220111212

Tabla 4.4: Suma de dos cuadrados modulo 3

Asi que Az = {0,1,2}. Ahora, por definicién, sabemos que A(2) = {a +2j : a €
Ay y0<j5j<6/2}={0+2-00+2-1,0+2-2,1+2-0,1+2-1,1+2-2}. De
manera similar Ag(3) ={a+3j:a€ A3y 0<75<6/3} ={0+3-0,0+3-1,1+3-
0,1+3-1,243-0,2+3-1}. Asi
Ag(2) = {0,1,2,3,4,5} v A(3) = {0,1,2,3,4,5}.
Finalmente
As = Ag(2) N Ag(3) = {0,1,2,3,4,5}.

Ahora, para A;g tenemos que, 18 = 9-2, ya sabemos que Ay = {0, 1}, para hallar

Az observemos la siguiente tabla
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‘+HOQ‘12‘22‘32‘42‘52‘62‘72‘82‘92‘102‘112

122 ‘ 132 ‘ 142 ‘ 152 ‘ 162 ‘ 172 ‘

0014|9167 ]0]|13/10[9]10]13| 0 7116 9 4
1|25 (10178 |1 |14[11[10] 11 | 14| 1 8 | 17 | 10 | 5
2214|5813 2114 |17|14|13]14 |17 | 4 | 11| 2 |13 ] 8
32 9(10[13]0 |7 ]16]9 |41 16 | 7 0 | 13 ] 10
4216|172 | 7145|1613 8 |13 8 |13 |16 | 5 |14 | 7 2 |17
52l 7| 8 |10|15| 4 |13 7|2 |15 15| 2 7013 4 1510 8
62|01 ]4]9|16]7]0]|13|10 16 | 9 4 1
7213|1417 4 (11| 2 |13] 8 111 4 | 17 | 14
8 1011 14| 1 |8 [15[10] 5|2 |1 2

4

DN | =

t

ot
—
i~
©

= | © | N
(S
» |5
> | o
o |~

5 | 10 | 15| 8 1 (14 ] 11
92l 9[10[13]0 |7 ]16]9 115 ]1 4 9 |16 | 7 0 | 13 ] 10
1021011141 |8 15105 |2 |1] 2 5 |10 | 15| 8 1 |14 ] 11

112131417 4 |11 2 |13 8 |5 |4 ] 5 8 13| 2 | 11| 4 | 17| 14
122001149167 |0]13]10/9|10|13] 0 7116 9 4 1
132 7|8 |10|15| 4 [13| 7| 2|15 2

14216 |17 2 | 7 |14 |5 (16|13 | 8 |13 8 | 13|16 | 5 | 14| 7 2 |17
152 9 [10[13]0 |7 [16]9|4|1|5]1 4 9 |16 | 7 0 | 13 ] 10
162 4| 58|13 2 [11|4 1714|1314 |17 | 4 | 11| 2 | 13| 8
17 125100178 |1 |[14|11|10] 11 |14 | 1 8 | 17 | 10 | 5 2

15| 2 7T 13| 4| 15|10 8

ot

Tabla 4.5: Suma de dos cuadrados moédulo 18
Podemos observar que
Aig=1{0,1,2,4,5,7,8,9,10,11,13,14,16,17}.

Consideremos la siguiente tabla para hallar los elementos que se dejan expresar como

suma dos cuadrados modulo 9,

lefelzlee]s]e]n]s)
02|fo 1407|7041
2012|5188 1]5]2
2214|584 |2|2]4[8]|5
o140 7]7]0|4]1
2071812755728
52071812 |7|5|5|7[2]8
620140 7]7]0|4]1
458|412 2]|4[8]|5
1125188152

Tabla 4.6: Suma de dos cuadrados modulo 9
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De modo que Ag = {0,1,2,4,5,7,8}. Sabemos por definicién que A;5(9) = {a +
9j:a € Agy 0 < j <2}, asi que j tiene dos opciones: 0y 1. Asi que los elementos de
A5(9) ={0+9-0,0+9-1,149-0,1+9-1,24+9-0,24+9-1,4+9-0,449-1,5+9-
0,5+9-1,74+9-0,7+9-1,8+9-0,8+9-1} = {0,9,1,10,2,11,4,13,5,14,7,16,8,17}.

De manera similar tenemos que A;5(2) = {a+2j:a € Ay y 0 < j < 9}, esto es,
Ais(2) = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, 13, 14, 15, 16, 17}
Observamos de lo anterior que
A(9)N Ag(2) =0,1,2,4,5,7,8,9,10,11,13,14,16,17 = Ajs.

Disenamos un programa sencillo en Phyton que nos permite calcular A, para
cualquier entero positivo n. Inicialmente definimos C(k, n) al conjunto de los residuos

cuadraticos de i* médulo n, cuando i recorre a I,,, (k = 2):

def C(k,n): #Calcula los residuos de i"k cuando i recorre I n
P=[]
for i in range(n):
s=(1i**k)%n
if s not in P:
P.append(s)
else:
p=P

return sorted(P)

Continuamos, definiendo ahora S(k,n) que calcula los residuos de i* + j* médulo

n, cuando ¢ y j recorren los elementos de I,,:
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def S(k,n): #Calcula los residuos de i"k+j"k
R=[]
L=C(k,n)
for i in L:
for j in L:
s=(i+j)%n
if s not in R:
R.append(s)
else:
R=R
return sorted(R)

for n in range(l, n):

print(n, (8(2,n)))

Este algoritmo calcula cudntos elementos tiene A, paran =1,2,..., pero si en la
ultima linea reemplazamos print(n,(S(2,n))), por print(n,len(S(2,n))), obtendre-
mos cuales son esos elementos.

A continuacién presentamos una taba con la informacién obtenida de A, para

n=12,14,18,22, ...

A, [[an) | A, [an) | A, |an) | A, |an) | A, |an) | A, | a(n)

Al 9 Ay | 14 | Ag | 14 | Ay | 22 | Ay | 15 | Ags | 25
Asg 26 | Aoy | 21 | Asgs | 21 | Aso | 30 | Az | 17 | Ass | 35
Asg 21 | Ag | 25 | Aso | 50 | Asg | 3D | As2 | 62 | Agz | 49
Aga 33 | Ags | 65 | Ags | 66 | Ags | DL | Agg | 69 | Az | 70
Ao 35 | A7z | 75 | A | 7T | Agp | 61 | Asq | 63 | Ass | 85
Agg 8 | Agg | 70 | Aga | 69 | Aoy | 94 | Agg | 77 | Atoo| 75
Atoo || 75 | Awgo | 105 | Aysy | 157 | Agoy | 221 | Agss | 258 | Agsgy | 213
Aggo || 290 | Asyg | 314 | Asso | 350 | Asgs | 207 | Aggo | 315 | Aggo | 469

Tabla 4.7: Elementos en A,
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Terminamos este trabajo con el siguiente teorema, que caracteriza todos los n

tales que el polinomio 2% + y? es sobreyectivo en n, es decir, que a(n) = n.

Teorema 108. Sean n € Z*. Entonces, el polinomio x* + 3> es sobreyectivo en n si

y solamente st

1. 44ny

2. sip es un nimero primo con p =3 (mod 4), entonces p*{ n.
Demostracién. Supongamos que z2 + 3 es sobreyectivo en n. Entonces

1. Si 4| n, entonces n = 4j para algin entero j. Como z? + y? es sobreyectivo en
n, se tiene que n — 1 € A, y en consecuencia existen enteros u y v tales que
u> +v*> =n —1 (mod n). Ademds n — 1 = —1 (mod n), asi que u? + v? =

—1 (mod n). Luego, existe un entero [ tal que
w0t =—1+In=—1+1(4)) =4jl —4+3 =4(j1 — 1) + 3 = 4k + 3,

donde k := jl—1 € Z. Pero esto es imposible ya que por el Corolario[69] ningin
numero de la forma 4k + 3 puede expresarse como suma de dos cuadrados. En

consecuencia 4 {1 n.

2. Sea p un primo con p | n, p = 3 (mod 4) y supongamos por reduccién al absurdo
que p* | n. Como 2 + y? es sobreyectivo en n, se tiene que la congruencia
2?2 +1y? = p (mod n) tiene solucién, digamos, que existen a y b enteros tales que
a’ + b* = p (mod n). De este modo a* + b? = p + nt para algin entero t. Por

otro lado, como p? | n, entonces n = p*s para algin entero s y asi
a’> +b* =p+nt=p+p’st =p(l+pst) = pr,

donde r := 1 + st € Z. Asi que si m := pr, tenemos que p*> { m y m se puede

representar como suma de dos cuadrados, pero esto contradice el Teorema [66}
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ai, as

Reciprocamente, supongamos que se satisfacen y y sea n = 29pi'py® - por
donde los p;’s son primos impares distintos y a; > 0 para cada i € {1,2,...,r}.

Veamos que a(n) =n . Como a(n) es multiplicativa, tenemos que
a(n) = a(2%pi'ps* - - pi) = a(2)a(pi)a(ps?) - - a(pir).

Para los p; que son de la forma 4k; + 1, por la Proposicién tenemos que a(p;’) =
pit. Para 2% por el Lema , a(2%) = 2%~ 4+ 1, pero como 4 { n, entonces ag = 0
0 ag = 1;si ap = 0, entonces a(2) = (2°) = a(1) = 1 = 2% y si aqy = 1, entonces
a(2%) = (2) = 2 = 2%. Y para los p; que son la forma 4k; + 3, como p? { n, se tiene

que a; = 1. Por el Lema [96] a(p{") = au(p;) = pi = p'. Ast

a(n) = a2?)a(p )a(py?) - - a(py) = 2"p'py? - - pim = n. O
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Futuros estudios

En este trabajo hemos estudiado, entre otras cosas, la representacién de enteros como
suma de dos cuadrados modulo n, para cualquier entero positivo n. En el futuro se
podra estudiar la representacion de enteros como imagen de cualquier polinomio de
grado k& > 2. Siguiendo [1], serd interesante estudiar el comportamiento de «a(n)
cuando A, es el conjunto de, por ejemplo, todos los enteros de forma a® 4 b3 médulo
n, entre otros. Ademads, se puede estudiar el comportamiento del cociente a(n)/n
cuando n tiende a infinito y A, es el conjunto de todos los enteros positivos que se

pueden expresar como imagen de un polinomio moédulo n.
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