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Resumen

En el presente trabajo se llevo a cabo la definicién de los espacios de Modulacion, los cuales se repre-
sentaron con el simbolo M ;,q' Dichos espacios se aplicarén primeramente a la teorfa de ecuaciones
diferenciales parciales a principios del siglo XXI, desde ese entonces los estudios se han desarrollado
rapidamente, por esta razoén se incluyeron diversos resultados que permitieron un analisis detallado
de su comportamiento, con la finalidad de aplicar la teoria al célculo de estimativos M ;7(1 - M ;/’q a
algunas ecuaciones dispersivas lineales, tales como la Ecuacién Schrodinger y Schréodinger de Orden
4 e igualmente a la ecuacion Korteweg-de Vries (KdV).
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Introduccion

Los espacios de modulacién fueron introducidos por Hans G. Feichtinger en su articulo [28|. Origi-
nalmente defini6 los espacios de modulacion usando la Trasformada de Fourier de Tiempo Corto,
que es un tipo de técnica para analizar la informaciéon de tiempo-frecuencia como sonidos, voz,
etc. Los espacios de modulacién no habfan sido estudiados tan cuidadosamente durante los tltimos
veinte afios después de la primera introduccion. Sin embargo, dado que los espacios de modulacion
se aplicaron primero a la teoria de ecuaciones diferenciales parciales a principios del siglo XXI, los
estudios para estos se han desarrollado rapidamente y con ello han fijado su lugar en el conjunto
de los espacios de Banach de funciones y distribuciones. Tienen relevancia especifica para casi todos
los temas centrales del andlisis de tiempo-frecuencia, y en particular al andlisis de Gabor. Segun
las descripciones de Karlheinz Grochenig [21], en este campo el anélisis de tiempo-frecuencia puede
caracterizarse como esa parte del anélisis matematico para lo cual el uso de operadores de cambio

de tiempo-frecuencia juega un papel central. Ademas, los espacios de modulacion junto con la teoria
S

P'q
tales como la ecuacion Schrodinger, Schrodinger de Orden 4 y la ecuacion Korteweg-de Vries (KdV).

presente en este trabajo se utilizé para el calculo de estimativos M, , — M7, = a algunas ecuaciones,
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se introduciran definiciones y teoremas que son de gran importancia en el desarrollo
del trabajo, dado que seran utilizados en las demostraciones de los siguientes capitulos;

Definicion 1.1. Una coleccién &7 de subconjuntos de un conjunto no vacio X, se dice que es una
o-dlgebra en X, si of tiene las siguientes propiedades:

i) Xed.
ii) Si A € &, entonces A° € .
iii) Si A, € & para todo n € N, entonces A =J,2 | A, € &.
Si 7 es una o-algebra en X, entonces se dice que (X, .o7) es un espacio medible y a los elementos se

les llama conjuntos medibles en X.

Definicién 1.2. Sea (X, /) un espacio medible. Una medida positiva es una funcién p definida en
o/ y cuyo rango esta en [0, 00| y la cual es numerablemente aditiva, es decir, si { A, } es una coleccion
numerable disjunta de elementos de o7, entonces

H (U An) = ZM(An)
n=1 n=1

Para evitar casos triviales, supondremos ademéas que p(A) < oo para algin A € &7.

Se llama espacio de medida a un espacio medible en el que hay definida una medida positiva, es
decir, la terna (X, .o/, u) es un espacio de medida. Ademés, se le llamara funcién medible a toda
aquella que preserva la estructura entre dos espacios de medida.

Definiciéon 1.3. Sea LP = LP(X, .o/, 1) donde 1 < p < oo denota el espacio de todas las funciones

11lzr = ( /. f(:C)!pdu) Y

En ocaciones, se utiliza la notacion || f|[z» := || f]]p-

medibles, que cumplen:

Definicion 1.4. Sean a,b € R
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i) a < b, entonces existe una constante C' > 1, tal que a < Cb.

ii) a b, entonces a Sbyb<a.

Teorema 1.5 (Desigualdad de Young). Sean p € [1,00], f € LP(R?) y g € LY(R?), entonces
i) f*xg€ LP(RY).
i) |f o glle < I fllze llgllzr-

Demostracion: Vease [1], pag. 164. O

Teorema 1.6 (Desigualdad de Holder). Sean p,p’ > 1 tales que %4— % =1y sean f € LP(RY),
g € LY (RY). Entonces fg € L'(RY) y

gl < [ fllpllgllp-

Teorema 1.7 (Estimacion del Multiplicador de Bernstein). Sea @ C R? un conjunto compacto,
0 <r<oo.Sedenota o, =d(1/(r A1) —1/2) y se considera s > o,. Entonces existe una constante
C >0, tal que

1)l < CIA+ 167 Blla 1 fllr, (1.1)

para todo f € L§, == {f € L : suppfc Q}. Por otra parte, si v > 1, entonces (1.1) se tiene para
todo f € L.

Demostracion: Veéase [18], pag. 26. O

Teorema 1.8. C°(R?) es denso en LP(R?) para cada 1 < p < co.

Demostracion: Vease [7], pag. 20. O
Teorema 1.9 (Teorema de Fubini). Sea f: R™* — R una funcion. Si f € L'(R™?), entonces se
tiene que:

i) f(x,-) es Lebesgue integrable en RY en casi toda parte, para todo x € R y f(-,y) es Lebesgue

integrable en R™ en casi toda parte, para todo y € R,

i) La funcion v : R™ — R dado por
()= [ flz,)dy,
R4
es Lebesgue integrable en R™ y la funcion ¢y : R™ +— R definida por

(@) = [ f(y)de,

]Rm

es Lebesque integrable en RY.



ii1) Adicionalmente, se cumple que

| fewdedy= [ [ /. f<w,y>dy] o= [ [ N f(x,y)dx] ay

Demostracion: Veéase [1], pag. 145. O

Teorema 1.10 (Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue). Supongamos que { f,}nen €s
una sucesion de funciones complejas medibles sobre X, tal que f(x) = lim fn(x) existe para todo
n o

r € X. Si eriste una funcion g € LY (X) tal que
(@) <g(z)  (n=12,...; zeX),

entonces f € LY(X), y ademds se cumple que

i [ 1f-fldu=0 y i [ fade= [ fin
X X X

n—oo

Demostracion: Vease [13], pag. 26. O

Teorema 1.11 (Teorema de Acotamiento Uniforme). Sean X un espacio de Banach, Y un espacio
normado y A una familia de operadores lineales y acotados de X en Y. Si para todo x € X,
sup ||[Tz|| < oo, entonces sup ||T]| < oo.

TeA TeA

Demostracion: Vease [9], pag. 249. O

Teorema 1.12 (Teorema de la Grafica Cerrada). Sean X, Y espacios de Banach y T un operador
lineal cerrado de X en'Y. Entonces, si D(T') es cerrado en X, el operador T' es acotado.

Demostracion: Veéase [9], pag. 292. O

Teorema 1.13. Para 1 < p < 00, el conjunto de las funciones simples

n
f = Z anEjv
7=1

donde p(E;) < 0o para todo j, es denso en LP(RY).

Demostracion: Véase [14], pag. 292. O

Teorema 1.14 (Van Der Corput). Sean k € Zt y A € R\ {0}. Si ¢ es una funcion suave en (a,b)
y ademds |¢*) ()| > 1 para todo = € (a,b), entonces

b .
/ M) gy

< CRlA| 7V, (1.2)

se cumple cuando:

i)k>2¢
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i) k=1vy ¢ (x) es mondtona.

Donde la cota Cy no depende de a, ni de b.

Demostracion: Veéase [15], pag. 19. O

Teorema 1.15 (Convexidad de Riezs-Thorin). Sean pg # p1 y qo # q1. Considerando T un ope-
rador lineal acotado de LP°(X, o/ ) hacia L9(Y,B,v) con norma My y de LP*(X, </, u) hacia
LYY, B,v) con norma M. Entonces T es acotado de LP?(X, o/, ) en LY (Y, B,v) con norma My
tal que

My < M3=9MY

donde 1 1-60 60 1 1-0 ¢
— = 4 —, — ="+ — para 0 (0,1).
Po Po pP1 qo do q
Demostracion: Veéase [15], pag. 22. O

Para enunciar el siguiente teorema se utlizara la operacion A+ B := {c=wv; + vy : v] € A, vy € B}
entre dos espacios.

Teorema 1.16 (Interpolacion de Riesz-Torin). Sean 1 < pg,p1,q0,q1 < 00, 0 < 0 < 00 y p,q, tal
que

1 1-9 6 1 1-6 ¢

P P P 4 Q@ @
S1 T es un operador de LP0 4 LPt en L9 4 L9 tal que,

1T fllgy < Mollfllpe  para todo  f € L7 (RY).

ITfllgy < Millfllp,  para todo  f € LP(RY).

Entonces:
ITfllg < Mo~ Millfllp para todo f € LP(RY). (13)
Definicién 1.17. Sea f € L'(R?). La transformada de Fourier de f es la funciéon
f©) = | flo)e ™" da, (14)
Rd

donde = = (x1,...,1q), £ = (£&1,...,&) ERY y - € = Z;lzl z;¢; es el producto punto usual en RY.

Teorema 1.18 (Desigualdad de Hausdorff-Young). Si f € LP(R?) con 1 < p < 2, entonces fe
LP(RY) donde 1% + % =1y

IF I < I fll, para todo  f € LP(RY).

Demostracion: Vease [26], pag. 42. O



Capitulo 2

Transformada de Fourier y
Distribuciones Temperadas

En este capitulo se estudiara la transformada de Fourier en el espacio L' (RY), y también en el espacio

de Schwartz .% (Rd), el cual servira de soporte para abordar el concepto de transformada de Fourier

en L2(R?) y el espacio de las distribuciones temperadas .7’ (R?). Los resultados a continuacién de

los teoremas y definiciones se tomaron en su mayoria del documento [15].

2.1. Transformada de Fourier

A continuacién exhibimos algunas propiedades de la transformada de Fourier en L'(R%).

Teorema 2.1. Sea f € L'(R?). Entonces:

1. f+s f define una transformacion lineal de LY (RY) en L>®(R?) con

FOI<If I < Ifll1,  para todo € € R

2. f es continua en R?,

3. Sea g € LY(R?) y f % g la convolucién de f y g. Entonces:

~

(f = 9)"(€) = F(£) (&)

4. Sea g € L*(RY). Entonces:

| J© 9@ ds = | 756 de.

Rd

5. lim f( ) =0 (Riemann-Lebesgue).

€] =00

(2.1)

(2.2)

(2.3)

6. Si Thf( ) := f(x — h) denota la traslacion por h € R?, entonces (1, f)"\(€) = e 27i¢ f(ﬁ) Y

Tnf(€) = (70 PN(E).
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7. Si d.f(x) := f(ax) denota la dilatacién por a > 0, entonces (8o.f)"(€) = a_dcsl/af(g).

o~

8. Si f(x) := f(—=x), entonces f = ;;\ ?: fE
Demostracion: 1. Para cada & € R?,
Fo=| [ s@e=tan < [ |f@)lds = 1F)u
R4 R4

y por lo tanto,
O < N Mz < fller para todo ¢ € R?.

La desigualdad anterior implica que la transformada de Fourier estd bien definida para cada
¢ eRL Sean c € Ry g € L'(R?), entonces

(O = [+ eola)e e da
fa)e ot e [ gla)e e do = F() + c(6)
Rd

Rd
Ast, (f +cg) = f+ .
2. Sean ¢ € R? fijo y h € R% Como
[ @ [ gyt
Rd Rd
< [ Jf@lle et 1] da,
R4

Fle+m—Fe)| =

f(.’E) 6—27rim~§ (6—27rz'z-h _ 1) dx

Entonces, por el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue permite concluir que

~

tim |+ ) = Fie)| < Jim [ @)l < 1] da =0,
h—0

Luego, f es continua en &.

3. Sea g € LY(R?) y ¢ € R Por el Teorema 1.5, f * g € L'(RY), luego

Fe90© = [ (o e =ar— [

Rd

= /Rd [ Rdf(y)g(x — y) e 2z dy] dr = /Rd [ Rdf(y)g(x —y) e T g | dy

= / fly)e e [ / g(z — y) e 2milew)¢ dm] dy
Rd Rd

[ ate -] =<
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4. Sea g € L*(R?), entonces

/Rdf(S)g(ﬁ) ¢ = » { Rdf(g;) o= 2mia€ dx] g(&)de = /Rd {/Ide(:E)g(f) it g e

- { [ gt dg} o= [ 1©3(6)de.

5. Sea € > 0 dado. Para & # 0,

. —omit- (a4 =15
f 727T’LI-§ dr — / . f(l‘) e 2mi€ ( +2|£\2£> dx
d R4

L) orica
/Rd (x e e

Fo = [ 5 |r@ -1 (o= &) e can (2.4

Si f es continua, de (2.4) y el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue, se tiene

o
5

Luego

|£1|1m fl&) = (2.5)

Si f € LY(R?), por el Teorema 1.8, existe g € C° tal que ||f — g|/z: < 5. Ademaés, por (2.5)
existe M > 0 tal que -
9(€)l <5 siempre que  [¢] > M,

asi,

1< I(f = 9NOI GO < I = 9) M + GO < [If = gllzr + G| < &
siempre que M < []. Por consiguiente lim¢| o f({) =0.

6. Notemos que
()" / flw—hye?m ot de = | fla)e D da
= ¢ 2mihe @) e 2 g = 72 E f(g).
Ademas,

Tfh,]/f\(f) _ /Rdf(x) e—27rix~(§+h) dr = / (f(.l‘) e—27ria:-h) e—27ria:~§ dr — (6—27rih~(-) f)/\(f)

Ra
7. Por la definicién de &, f y de la transformada de Fourier, se sigue
(5 f / f aﬂj 27T’L$£d$ _ f(%) 672a_17rim-£ ‘a7d| dx
Rd

J(@) e dp = af(a7'€) = a1 (€).
Ra
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8. Sea ¢ € R?, entonces

FO= [ o= [ f@)e = flog = F©

Rd

=P
o
Il
SR
U
Y
—
&
N—
Q)
.
3
2
S
ISH
53
Il
T
U
=
2
ml
[\~
3
2
T
o
QU
S
Il
=
|
782"
N—
Il
ptl
™

2.2. Espacio de Schwartz

En esta seccién introducimos el espacio de Schwartz, pero primero estableceremos algunas notaciones
convencionales. Un multi-indice o = (ay, ..., aq) es un elemento de Nd, donde Ny = N U {0}, y el

d
la| = Z aj.
j=1

Adicionalmente, introducimos las siguientes notaciones:

orden del multi-indice « es el numero

e =t af? gyt siox = (21,...,24),
o
0% == 03! 032 - -+ 03¢, donde 0y denota el operador pyas
7
J@ =007,
siempre que las derivadas de f existan. En caso de que z; = a; = 0 para algtn ¢ € {1,...,d}, por

conveniencia supondremos que en la expresién z el término z;* es igual a 1.

Definicion 2.2 (Espacio de Schwartz). El espacio de Schwartz, denotado por .#(R?), es el conjunto
formado por todas las funciones f € C*°(R%), tal que

| flla,8 == sup )xo‘ f(ﬁ)(x)’ < oo paratodo a3 e NI
zeR

El espacio de Schwartz también es conocido como el espacio de las funciones infinitamente diferen-
ciables de decrecimiento rapido y en el se establece lo siguiente:

= Dado que C°(R?) es subespacio vectorial de .7 (R%), pero C°(R%) # .7 (R?), puesto que la
funcion ~, definida por ~v(z) = ele*/2 para todo x € R%, es un elemento de .#(R%) y su
soporte es R?, es decir, v € .7 (R?) \ C(R?).

» .7 (R%) es un subespacio vectorial de LP(R?) para cada 1 < p < oo.
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s CX(RY) c Z(RY) € LP(RY) y O (R?) es denso en LP(R?) para cada 1 < p < oo, se sigue que
Z(R?) es denso en LP(R?) para cada 1 < p < oo.

= Si p € S (RY), también 2 ¥ € .#(R?) para cada o, § € N¢.
Teorema 2.3. Sean p € .7 (R?). Entonces p € . (R?) y

(02 ©)N(&) = (2mi)l (&)* B(€), (2.6)
(08 )(&) = (—2mi)l L ()™ )" (€). (2.7)

Demostracion: Primero probaremos (2.6). Sea ¢ € 7 (R%), entonces existe C,p € R, tal que

sup (1 + ’$|2) xago(ﬁ)(x)) < Cap < 00.

zeRd
Asi,

Ca
2% B ()] < ﬁ, para todo x € R%.
Por tanto
lim 2% ¢ ¥ (z) = 0. (2.8)
|z]—o0

Ahora, por el Teorema de Fubinni

(aa(p)/\(é-) — /Rd(aagp)(x) e—27rix‘§ dx

:/ 67271"[;5/.5/ |:/ (8:?11 (x)) e~ 2miz1 &1 dml] dzodxs -« - dzg,
Rd-1 R

donde 2’ = (z2,3,...,24), & = (£2,&s,...,&a), ¥y ¥ = 092093 .- 0% € (R?). Integrando por

d
partes ag veces y usando (2.8) obtenemos que

/(8?11 (x)) e 2mIELEL (o) — (2mi&) ™! / Y(x) e 2mIELEL o
R R
Luego
(0%9)"(©) = riga) | w(w) e do = (2miga)™ (953057 -+ 051) " (6).
Aplicando el procedimiento anterior a (992993 - - - 0% gp)/\ (€) obtenemos
(D305 -+ 0)" (6) = (2mita)™ (953 -+ O5d0) " (),

se sigue aplicando iteradamente este proceso obtenemos las formula dada en (2.6).

A continuacién, probaremos la féormula dada en (2.7). En efecto, sean & = (£1,...,&) € Rl y
ke{l,...,d} fijosy {f,(cn)}neN una sucesion estrictamente creciente de nimeros reales que converge

a la k—ésima componente de £, es decir, a &,. Definamos la sucesion {&, }nen en R? por

fn = (517"')€]E;n))"')£d)
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y a la sucesion de funciones {hy, }nen por

—2miz-&y 6727ri:p-§

ho(z) = —
5;2 ¢

Notemos que

—2mix-&
i hn(w) = 2 ) origge

—2mix-&

Si aplicamos el Teorema del Valor Medio a h,(x) en el intervalo abierto (§k,£,(gn)), obtenemos que
existen n,, 0, € R tales

e miwEn o T2mwE cos(2mx - &) — cos(2mx - €)  sen(27x - &) — sen (27 - €)
= i

& — & & — & v &
= 27y sen(n,) — 2wixy cos(0,) = —2mag(sen(n,) + i cos(6y)).
Luego,
|hn(z)p(z)| < |27x1 ©(x)| paratodo z € RY, (2.9)

donde la funcién definida en el lado derecho de (2.9) pertenece a L'(R?). Por el Teorema de la
Convergencia Dominada de Lebesgue tenemos que

0 ~ _ s @(én) - (’5(5) 14 _ . —2mix-
g, 7 _$ﬂaéﬁx%%_JﬁgéﬁAﬂwwwx—A;_%“%M@eQ € da 210)
= —2mi((-) ) "\(€).

Donde (+); denota la funciéon que envia a = en su componente k-ésima. Haciendo uso reiterado de
(2.10) obtenemos la formula dada en (2.7). Ahora probaremos que @ € .#(R%). La formula (2.7) nos
dice que § € C>(R?), por tanto, s6lo nos resta probar que

[@llas = sup |€*$P(€)| <00 paratodo o, B €N,
§eR

Usando las formulas (2.6) y (2.7) se obtiene
£ 30(€) = (=2mi)?1 ()7 ) (€) = (=) 2mi) P11 D2 ()7 )" (€).

Las reglas de derivacion de Leibniz implican que 02((-)? ¢) es una combinacion lineal de términos
de la forma 2% o) con u,v € Ng, por tanto, cada uno de estos términos z* ¢(*) son elementos de
Z(R9). De la formula (2.9) concluimos que

(=1)Pl2ri) @2 ()P o) € L2RY) vy (|@llag = sup €D (€)] < o0 para todo o, § € NG.
£eR

O

Definicion 2.4. Sean ¢ € .7 (R%) y a(k), k = 1,...,d, el multi-indice cuya componente k-ésima es
2 y las demés componentes cero. Definimos el Laplaciano de ¢ como

d
Ayp = Z 8O‘(k)g0.
k=1
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Corolario 2.5. Sea ¢ € .7(R%). Entonces

(Do) \€) = —4m2IE2 B(€), (2.11)
Aep(€) = =42 (|- Po)" (€). (2.12)

Demostracion: Sea & € RY, entonces por (2.6) v (2.7)

d d
(As)" (&) = D (0P p)&) = Y _(2mi)l*Wi(¢ Z —4m*E33(€) = —4m|EPB(€).
k=1 k=1
d d N d A
Ap(e) =Y o :Z —2mi) 2 ()20 (¢) = —an? (Z(-)M’“%@) ()
k=1 k=1 k=1

Lema 2.6. Sean a >0 y b € R, entonces

/ e~ ot gy — / e dy = \/Z

Demostracion: Sea R un numero real positivo. Consideremos el camino cerrado W en el plano
complejo que consiste en los segmentos de linea de —R a R (camino k), de R a R+ ib (camino k»),
de R+ iba —R+ ib (camino k3) y de —R + ib a —R (camino ky).

70,22

L — 2 s
Como e es analitica en z, entonces por el Teorema de Cauchy fW e~ %" dz = 0. Analicemos esta

integral en cuatro partes. Primeramente notemos que

R R
/ e 4y = / e—ae’ dx, y / e dz = —/ emalt+ib)® gy
k1 —R k3 —R

Parametrizando ke con v(t) = R + it, tenemos que

b
/ P Z/ e~ a(BHiD)? gy
ko 0

Como
‘e—a(R+it)2 — e—a(R2—t2) < 6—a(R2—b2) (CL <t< |b|),
entonces b
/ e~ a(R+it)? ‘< |b‘ —a(R%— b2).
0
Luego,
2
lim e % dz=0.
R—o0 k2
De manera analoga obtenemos que
2
lim e % dz=0.

R—o0 ks
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/ e~ gt = / e dr = \ﬁ
oo PN a

Definiciéon 2.7 (Transformada de Fourier Inversa). Sea f € L'(R?). La transformada de Fourier

Por lo tanto

O]

inversa de f, es la funcion
fY(z):= | f(&)e*™@Cde, para z € R
Rd

Notemos que para todo & € R?, se obtiene la siguiente igualdad

~

1) = f(=9). (2.13)

Corolario 2.8. Sea p € .7(R%). Entonces
(Ba)”(€) = —4m*|El2¢" (€). (2.14)
Demostracion: Consecuencia inmediata de (2.13) y (2.11). O

Teorema 2.9. Si f € .7 (R%), entonces (]?)V =f=U")"

Demostracion: Veamos primero que (f)v = f. Consideremos ¢ : R? — R dada por ¢(z) = e~ lal?
para todo = € R%. Sean x € R? fijo y m € N, entonces por el Teorema de Fubini

/ B(E/m) (&) € de = / B(E/m) F(y) e 2T de dy, (2.15)
Rd R2d

Consideremos el cambio de variable (1, z) = ({/m, (y —x)m), por el Teorema de Cambio de Variable
v el Teorema de Fubini

/ 1/1(£/m)f 27rzx§d£ / ’QZJ ZE + z/m) —2mizm d77 dz
Rd

— /R fat2fm) { /R () e dn] dz = /R e+ z/m) (=) dz

~

Jim g (€/m) F©) T = (0) @) M con [u(&/m) F(©) T < [F©)]

Dado que

T [+ 2/m)B() = [@) D) con[f@+2/m) @) < |9 )]

entonces por el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue

v(O) | JOm g = tim [ u(e/m) f©em e = lim | flatz/m)vz) dz

m—0o0 Rd
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Como para todo z = (21, ...,2q) € R?
H/ 77T$k727m$kzk d{L’k H e TI'Zk/ —m(zg+izy)? d]?k H e 7'er _ efﬂ-‘ |2
entonces 4
-~ 2
Y(z)dz = H / e "k dz, = 1.
Rd i1 /R
Asi,

flz) = ]?(5) 2T Je = (]?)V(:B), para todo x € R.
Rd
Ahora veamos que (f¥)" = f. En efecto:

Sea z € R%. Como fE L'(R%), entonces por Teorema 2.2 se obtiene que

(fﬂA@>=<f)Am>=(?)Am>=(?)vva>=f@w>:fw»

Luego (f¥)" = f. O

2.3. Transformada de Fourier en L?(RY)

Para definir la transformada de Fourier en L2(R?), usaremos el hecho de que .#(R?) es un subcon-
junto denso en LP(R?).

Teorema 2.10 (Plancherel). Sea f € .7(R%), entonces fe L2RY) y || fll 2 = ||f||L2

Demostracion: Sea g = f . Como

76) = ﬁmwwmz/

Flayemietds = [ gla)e et o = ic).

R R¢
Entonces por Teorema 2.1 inciso (4) se sigue que
I = [ FOF©de = /f gds = [ Foa©dc= [ FOT©de =713
Luego [|fllzz = 11 2- O

Sea f € L2(RY). Dado que .7 (R?) es un subespacio denso de L?(R%), existe una sucesion {@y, nen
en . (R%) tal que ||f — ¢nllz2 — 0 cuando n — co. Como {p, tnen es una sucesion de Cauchy en
L%*(R%), entonces por el Teorema de Plancherel {3, }neny C 7 (R9) es una sucesion de Cauchy en
L?*(R%). De esta manera, dado que L?(R%) es un espacio métrico completo, existe ® € L2(R?) tal
que ¢ = nl;ngo @n en L2(R?). Definiremos a ® como la transformada de Fourier de f en L2(R?).
Probemos que ® depende sélo de f y no de las sucesiones {¢y, }nen. Sea {1y, }nen una sucesion en
S (R9) tal que || f — ¥nllz2 — 0 cuando n — co y sea ¥ el limite de la sucesion {z/p;}neN en L?(RY).
Por la desigualdad triangular tenemos que

1@ =Wz < |[® = @nllrz + 180 — Unllrz + llbn — |12

y como lim ||y — tnllz2 = lim [lon — ¥nllf2 = 0, entonces & = U.
n—oo n—oo
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Definicién 2.11. Sea f € L?>(R?). La transformada de Fourier de f, esta dada por

f=1lim &  (en L*(R%),

n—oo

donde {¢, }nen en una sucesion en .7 (R?) que converge a f en L?(R%).

Todas las propiedades de la transformada de Fourier en L'(R?) son vélidas en L%(R%) debido a que

estas propiedades se heredan por el proceso de limite en la definicién de la transformada de Fourier
en L?(RY).

Usando el Teorema de Plancherel es facil mostrar que la anterior definicién no depende la sucesiéon
que se escoja.

2.4. Distribuciones Temperadas

Una distribucién temperada es un funcional lineal continuo en .#(R%). El conjunto de todas las
distribuciones temperadas serd denotado por .#/(R?).

Definicién 2.12. Sea f € .%/(R%) y o un multi-indice. La derivada en el sentido de las distribuciones
0“ f se define como

(0% f, @) = (—1)‘°‘| (f, 0%¢p), paratodo ¢ € y(Rd).

Definicién 2.13. Sea f € .#/(R%) una distribuciéon temperada. La transformada de Fourier de f
y la transformada de Fourier inversa de f, denotadas por f y fV respectivamente, estan definidas
respectivamente por

~

(f, o) =(f. @) y (fY. ) = (f, ), paratodo ¢ € .7(R%).

Definicién 2.14. La traslacion 7,(f), la dilatacion d,(f) y la reflexion fde la distribucién tempe-
rada f € ./(R%) estan definidas respectivamente por

(tn fs @) =(f, T-n ),
<6af7 (P> = <f7 a_dél/ag0>,
(f, ) =(f. @),

para todo ¢ € .7(R%).

Definicién 2.15. Denotaremos por O (R?) el espacio de todas las funciones ¢ € C>°(R9) tal que
para cada o € Ng existe un polinomio P, que satisface

6 (@)] < |Pa(a)]  para todo x € R,

El espacio vectorial Oy;(R?) es llamado el espacio de las funciones infinitamente diferenciables que
crecen lentamente en el infinito.
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A continuacion exhibimos un par de funciones que pertenecen a Oy (R?). Sean € € R?, 3 € Ng,
ccRy f, g: R — C funciones definidas por f(z) = cx? y g(x) = €"¢® respectivamente. Entonces,
fy g € Op(RY). En efecto, sea o € N¢. Entonces los polinomios P, y Q, definidos por P,(z) =
fD(x) y Qalz) = ¢'¥ () e "7 verifican que

’f(a)(iﬁﬂ < |Pa(z)] v |g(a)(:€)| < Qa ()] para todo z € R%.

Teorema 2.16. Sean ¢ € Oy (RY) y o € .7 (RY), entonces p¢ € . (R?).

Demostracion: Claramente ¢ € C°(R?). Sean «, 8 € N4, luego veamos que ||pd||os < co. Por
las reglas de derivacion, sabemos que (-)*(¢$)®) es la combinacion lineal de términos de la forma
()%™ ) donde u, v € N4. Notemos que para cada término ()%™ () existe un polinomio P,
tal que

10 ()| < |Py(2)] para todo = € R%.

Como ¢P, € .7 (R%) tenemos que

sup 220" ()¢ (z)| < sup |20 (2) P,(z)] < oo,
z€R4 z€R4

es decir, cada uno de los términos (-)*p™ @) pertenece a L= (R%), luego (-)*(p¢)® también per-
tenece a L°(R?), es decir |¢¢|lag < 0o. Asf, hemos mostrado que p¢ € .7(R?). O

Definicién 2.17. Sea f € .7/(R?) y ¢ € Op(R?). Entonces el producto de ¢ y f, denotado por
¢f, es la distribucién dada por

(6f, @) = (f, ¢p), paratodo p € #(RY).

Teorema 2.18. Sean f € 7' (R?), g € Z(R?), h € R, o un multi-indice y a > 0. Entonces

B
—~
(S5
Q
~
SN—
>
|
—~
[\]
3
-~
~
2
~—~
N~—
Q
~

(=)}
N
=)
N—
<
1
~
|
—~
kﬁ
\5
.>

Demostracion: Sea ¢ € ./ (RY), entonces
L (Foo) =G o)1=t 8y =11 8= 1R =(F.¢).
2 (D) 0y = f. B) = (. 7 B) = (J (70 ) = (F, e2mih0) ),

3. (0 ) s 0) = (Gufs ) = (£, 07010 B) = (£, Ga)") = (F, duie) = a8 (3110 F. )
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O]

Definicién 2.19. Sea f € .7/(R%) y a(k) con k € {1,...,d} el multi-indice cuya componente
k-ésima es 2 y las demdas componentes cero. Definimos el Laplaciano de f como

d
Af=) 0"y

k=1

Notemos que para todo ¢ € .7 (R%)

d d d
(Af, @) =D ("0 £, ) = S (~)leBI (£, 02 ) = <f, Zé’gkw> =(f.A¢).  (216)
k= k=1

1 k=1

Corolario 2.20. Sea f € .7/ (RY), entonces (A f)" = —4x?| - |? 7.
Demostracion: Sea p € . (R?), entonces por (2.12)
(AN",0) = (AF.3) = (£,88) = (f,—an? (|- 20)") = (—4n?F| - o) = (—an?| - 2F.0)

Esto implica que, (A f)" = —4rx?| - |? J? -



Capitulo 3

Definicién de los Espacios de Modulacion

En este capitulo se incluye las caracteristicas que deben ser satisfechas por un espacio para llamarlo
de modulacién; y se presentaran resultados que permiten entender el comportamiento de dichos
espacios.

3.1. Espacios de Modulacién M

Sea p : RY — [0, 1] una funcién del espacio de Schwartz y satisface:

_ ) LSl < (Vd)/2,
P(f)—{ 0, si ‘§|2\/g

v pr una traslacion de p definida de la siguiente forma

pr(&) = p(§— k), keZ’ (3.1)

Figura 3.1: Funcién p

17



18 Capitulo 3. Definicién de los Espacios de Modulacién

Tomando el dominio de las traslaciones de la funcién p en el mismo plano se obtiene

4 5

Ahora, utilizando la herramienta MATLAB se puede generar una representacion de la figura anterior
en R3.

L.

Figura 3.2: Traslaciones de p



3.1. Espacios de Modulacion M 19

Sea Qo = {¢ € RY : & € [-1/2,1/2), para algtn i = 1,2,...,d} v se define Q; = k + Qo, con
k € Z¢, entonces la suma de pj, sobre todos los elementos k € Z¢ cumple

Z pr(€) >1, paratodo €& eRY
kezd

De lo anterior se permite establecer condiciones para la funciéon

-1

k(&) = (&) | Y pm(&)

meZd

i) |ok(&)] > ¢, paratodo & € Qy,
i) suppop C {€€RY: € — k| <Vd}, deNkeZ,
iii) > pegaor(§) =1, paratodo &€ R?,

iv) |D%p(£)| < Clo, paratodo £ €RY, |a € Z1.
Ademés, el conjunto Y := {{o} }reza : {0k }reza satisface las condiciones anteriores}.

Demostracion. i) Sea pp(€) = p(¢ — k) para todo £ € Qy, v k € Z4

-1 -1 -1

0k = 1or@I | D | =1 Do @ | =] D pml©)

mecZd meZ4 mecZd

Notemos que ), 74 pm(&) < 4, entonces

Z pm(g) < 4.

meZzZd

Multiplicando por pg (§) = 1 > 0 al inverso multiplicativo de la suma de pj sobre todos los
elementos k € Z¢

-1

meZ4

ii) Sea pi(&) = p(€ — k), con las siguientes condiciones

_ 1’ ﬁ‘g"k|§'vﬁ/l
%@_{O,ﬂ§Mzﬁt

Ahora, por la definicién de la funcion anterior se tiene que
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-1
or(§) =0 (pk(f) ( > pm(§)> ) =0& pp(§) =0 & [E -k > Vd.

mecZd

Entonces, para £ € R?, existe r := v/d, tal que

{ﬁeRd:ak;«éo}C{feRd:\f—k1<\/ﬁ}.

Por lo tanto,

{£eRl:0, £0} C {geRd:|§—k|<\/ﬁ}
suppor C {fE]Rd:]{—MS\/&}.

iii) Sea 0%(&) = pr(&) (X meza pm(f))_l, para todo & € RY, entonces

IEAGEDY (Pk(‘f) (Z pm(ﬁ)) ) = (Z pk(&)) (Z pm(ﬁ)) =1.

kezd kezd meZd kezd meZd

iv) Dado o} € 7 (R%), entonces existe C,5 € R, con o, 8 € N, tal que

sup [(1+ [€]%) {’BDaak(f)‘ < Cyp < 0,

¢£eRd

(14 [€P) €D0r(€)| < Cap

Dado que |€]2 +1 > 1,

[€9D°0(6)] < Cup.
Sea ¢ € (0,1]7 ¢ R?, tal que & # 0, para algin j = 1,2,3,...,d, entonces

Cup Cup

D~ < = '
| Uk(§)|_|£11652£33...§§d! [€0]Pr1€2]%2 5] - - - |€al %

Luego, para j € {1,2,3...,d}, existe €; > 0, tal que

& > e
152’[32 > €2

P > €q.
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Entonces,

€117 1€a] 2 |€5175 - - |€alPt > ereneg - eq =€

Por lo cual,

Caﬁ Caﬁ
o < — <
|D Gk(§>| = ’£B| = ¢

= C|a‘.

Ahora, para el caso en el que £ € (0,1]%, se tienen en cuenta las siguientes desigualdades

&t > 1
&l >1
‘gd‘ﬁd Z 17

con lo que se obtiene

1€5] = [€2]P1|2]%2 (€555 - - - €0 > 1.

Por lo tanto,

o
D%, (¢)] < ﬁ — Cup = Clq|-

O

Por consiguiente, los espacios de modulaciéon M, , tienen una representaciéon en términos de lo
K
establecido previamente

1/q

M, =< e ®RY | fllas, = | D Q+ED Y@ )| <oop,
kezd

donde |k| := |k1| + |ka| + - + |kn|, con k € Z. Por simplicidad se escribe M, , = M%q.

S
p,q

en un problema respecto a cuanto se puede o se debe estirar la terminologia, y en particular qué

Debido a que existen diversas generalizaciones de los espacios de modulacién M, . se ha convertido

caracteristicas deben ser satisfechas por un espacio para llamarlo espacio de modulacion.

Definicion 3.1. La Trasformada de Fourier de Tiempo Corto de una funcién f con respecto a g
del espacio Schwartz . (R?) se define como
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Vifww) = [ TG f @ para ow e R,
Rd

donde g es una funcién ventana, es decir, una funcién que ayuda a evitar discontinuidades al principio
v al final de intervalos.

Definicién 3.2. Sean g € .(R?) una funcién no nula, y 0 < p,q < oo, el espacio de modulacion
M;q(Rd) que consiste de todas las distribuciones temperadas f € .#/(R%). La norma en M;q(Rd)
es:

q/p 1/p
HfH?w;q = HquHM;q = </]Rd (/]Rd ‘ng(x,’w)]pdx> (14 |wl])®™ dw) _

Lo cual permitira obtener de manera factible embebimientos, equivalencias, isomorfismos y otras
propiedades que muestra el comportamiento de los espacios de modulaciéon. Algunos resultados son
los siguientes:

Teorema 3.3. Sean 0 < p,q < 0o, s € R. Entonces || - H?\/I;q y I llags,, son normas equivalentes en
el espacio de modulacion M, .

Demostracion: Primero se mostrara la equivalencia para 0 < p,q < 1, y luego para 1 < p,q < oo.

Caso 1. Sea g € .7(R%) una funcién no nula, 0 < p,q¢ < 1,y f € #/(R%), entonces

~

Vo () ~ €270 (Vy flw, —z) ) = e72miee /R G w) ftyde= e (G —w)f ) ()

Supongamos que f € . (R%), y por el teorema del valor medio, existe wy € Q) (wy, una traslacion),
tal que

q 1/q
(3 - w7i)’ dw) (3.2)

1Al = ( JCERTOR

1/q
~ [ S as | (a6 -wi) (33)
kezd P

Ahora, supongamos que supp § C B(0,100v/d ) y §(¢) = 1 en B(0,3v/d), entonces por Teorema
1.17, se tiene

lloxd*ly = | (x5 - w0 ) (3.4

5| (e -wor)|

Se sigue de (3.4) y (3.5) que ||f|lazs, S| fl|4gs - Por otro lado, es facil ver que supp g(- —wy,) cubre
P,q

p,q

a O(V/d) como maximo, mas que el supp 0. Por Teorema 1.17, se tiene
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(g5
p LeA

donde A = {¢£ € Z? : B(¢,v/2d) N B(0,v/2d) # 1)} tiene como méaximo O(v/d) elementos. Por (3.6)
se concluye ||f%7: . S 1 fllarg, -

Caso 2. Véase 28], pag. 33.

(oneeF) | (35)

p

(@~ wof)’

2
p LEA

Teorema 3.4. Para cualquier s € R, 0 < p,q < 00, se tiene

» S(RY) C M, C ' (RY).

= M;q es un espacio cuasi-Banach. Ademds, si 1 < p,q < 00, entonces M;q €5 UM espacio
b
Banach.

= Si0<p,q< oo, entonces (R es denso en M .

Notemos que un espacio cuasi-Banach es un espacios de Banach que cumple los axiomas de una
norma, excepto que la desigualdad triangular se reemplaza por

[l +yll < K ([l +llyll), con K >0.

Demostracion. Para el caso 1 < p, ¢ < oo véase [28] pag. 18, y para el caso 0 < p, ¢ < oo véase
[18], pag. 193 y [20], pag 12, 19. O

Teorema 3.5. Sean {0y}, {px} € Y. Entonces {0k} y {¢r} inducen normas equivalentes en M, .

Demostracion: Se considera la siguiente identidad

Vv

(mF) " (@) = e (ml-+ W @) (@) (36)

Por Teorema 1.17, se tiene

Por (3.6) reemplazamos y se obtiene

\

H (‘Pk-ﬁ-f ((ka)v)A) )

(o Bt (4 s0) )

p p
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Ahora, considerando si Q = (J,c, B(£, v2n) en el Teorema 1.17, se obtiene

[t (o))

Por la cuarta condicion, ||(1 + |£]?)

= [Goselwrr)) ] <o real, )

s/2

p

ok|l2 es uniformemente acotada en Z?, por lo tanto de las
ecuaciones anteriores se obtiene

A\ V A\ V
(n7)"]| =3 (oeeeF)
P el P
Por lo tanto, [|fII375" < IFIR7:! .
P,q
O
Teorema 3.6. Embebimientos:
_ st d d
i) Mp1q1 CMPQqQ, St qL > qo, S1 > S9, S — 89 > — — —.
2 q
i) My, C M2 . sis1>s2,0<p <p,0<q <qo.
Demostracion: i) Por la condicion
suppoy, C {€ e RY: |€ — k| < Vd},
se considera la desigualdad de Holder,
1/g2 (a1—a2)/q1q2
I llagzz, = | Do CHED=E )] < Uflagy, | Do (L+ [k])esrne/lore)
kezd kezd

Notemos que

o0
Z (1+ |k:|) s2—51)q192/(q1—q2) Z +| | d 14+(s2—s1)q192/(91—q2)
kezd i=1

y la serie en el lado derecho converge cuando s; —s2 > d/qa — d/q;. Por lo tanto, se tiene lo deseado.
Para ii) véase 28] pag. 36, parael caso 1 < p;, ¢; < ooy [20] pag. 13, parael caso 0 < p;, ¢; < 00. [



Capitulo 4

Aplicaciones

En este capitulo aplicaremos la teorfa expuesta de los espacios M,

estimativas LP — LY existentes y propiedades de los espacios de modulacién, para ese objetiivo

— M, , v se utilizaran los
K

primeramente es hallar y comprobar las soluciones de cada una de las ecuaciones estudiadas, por
medio de la transformada de Fourier y por ultimo se aplicard los teoremas de interpolaciéon para
obtener estimativas de estas soluciones.

4.1. Ecuacién Lineal de Schrodinger

Consideremos el problema de valor inicial (PVI) para la ecuacion lineal de Schrédinger

ou(z,t) = iAu(z,t), xR teR
u(z,0) = ug(z), r e R

Aplicando la transformada de Fourier con respecto a la variable espacial x, obtenemos

D€, ) = Du(é,t) = iDu(, t) = —4n?il€2a(E, 1) (4.1)
(¢, 0) = w(E) . 4

De (4.1), tenemos
(&, t) = —Amil¢ (S, 1),

entonces

0

P (@, 1)) + 4n2il€*a(E,t) = 0. (4.3)

Asi, el factor integrante es
p(t) = oS AmPilgPdt _ jamitlgl?

Luego, la solucion general de la EDO dada en (4.3) es

[ el . 0gy 1 ¢ .
—4n2it|€]?
A6 1) = L = Ce e

Por la condicién inicial (4.2) del PVI, se sigue que

w(€) =1(¢,0) = Ce OK = ¢ (1) = C.

25
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Asi, la solucién de esta familia de EDO’s con parametro &, puede ser escrita como

(e, t) = e T (6)

Por tanto, aplicando transformada inversa de Fourier, se tiene que la solucién es

t) = (@(,0)" <—4“ (€)Y = (e TE) s (@ €)Y

/
/ H — (472 'Lt£ 2ﬂizk§k)dé‘k> * uo(x)
R™

%
E
:< i [ BT g

zkz/4t 2d n ezzi/4t \/»
Yk * = *
27“/» Vi up(x) 161_[127”/2? T up(x)

eZhi/4t e4t(z1+22+ +22)
*ug(r) = .
(VAmit)"

* Ul
4m (@)

l|| /4t ilx—y|? /4t
= e F @) = /R iz W)y
Luego
ei|w—y\2/4t

lu(z,t)] = (amit)y 2

uo(y)| dy

ez|a} y|¢/4t
L. G| < |

[uo(y) —n/2(4— /2/
= d = 4 n t n d
/Rn ()2 |(4m) |72 ¢ . [uo(y)|dy
= Colt]™™?|Juo()]|1 -

Tomando el supremo, se sigue entonces que

lu(z, oo < Cult] ™2 uo(@)]1 (4.4)

Por otro lado, haciendo uso del teorema Plancherel tenemos

(P e)) = H ((ewitlg,z = (§)>V) |
-k 6_4#“5'2%(5)‘2@)1/2 -(L '%(5)'2@)1/2 = 1@E)l, = o)l -

En conclusién, se mostré que

A
[u(z,t)]l2 =

— Helefrzit\ﬂzﬂa(g) H

2

[uz, t)]l2 = lluo(@)[l; - (4.5)
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Notemos que
u(z,t) = (@, 1) = (e PG (©)Y = (4 MY woug () .

Si el operador T': L>®(R™) — L'(R") dado por T(t)f = (e~4™"#¢*)V « f y por (4.4) tenemos que

1T () flloo < Cult| "2 £, t€R\{0}.

Ahora, considerando el operador T : L?(R™) — L?(R") por (4.5) se cumple que ||T(¢)f|l2 = || f]|2-

En consecuencia por Convexidad de Riezs-Thorin se puede definir

T: LP(R") — LY(R"),

tal que
1-6
IT@ g < (Calt ™) PN Sl = Cl— 202 1,
donde 1 0 1 1-6 0 6
=Y 0 v Y 0c(0,1).
=3 Y g T t3 5 € (0,1)
De lo anterior, se sigue que
1 1 6 0 2 1 1 2 1 1
C4m=l41l-—2=1y 1-0=1-"=-4--"=-_—-.
p g 2 2 P p ¢ p P q

Asi, se obtiene que
_n/2(1_1
170 fllg < G011, (1.6)

Por (4.6), aplicado a la solucién de la ecuacion de Schrédinger deducimos que
_n/2(i_1 n
Jute. Bl = [TOuo()ly < ™26 fuo(@)ll, . vae R vie R {0},

Lema 4.1. Sean 2 <p < oo, 0<g<ooyseR, para todo f € MZ/,q se cumple

170 gy, < C QU+ 1) 1 Fllass,

p.qa —

Donde%+}%:1y)\:n/2<}%—%).

Demostracion: Por la definicién de espacios de modulacién

1/q
1T fllnaz, = | D A+ KD (oxT () )Y
kezd
Por la ecuacion (4.6) se tiene lo siguiente
1@ TOF ) llp = ITE (@ ) llp < Crlt M (onF )l < CrlEA Y onref VWl (A7)
LeA

Notemos que 01(§) = > ycp Ok(§)or4e(§). Entonces
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Z O'kO'k+£T

LeA

< Z Hakak—i-(T( )f

/

p/

[(oxT(t)F )" llp = '

(Z 010 e () )

leA

p p

1@ T @)l < 3 [osonneTOF ||

le

1 1 1 1 1
Sean 1 <r<2<p l=-+—-y— = = + 7 Por la desigualdad de Hélder y Hausdorff-Young, se
rorp

tiene

1@ TOF )N < D NowF IllonseTOln < lowf D lonieT @) ln < llowf I D lowrelln < low©)F -

leA e leA

—

(o @) )1 < Nl owf ) [lr-
Entonces, existe una constante ¢, tal que

(T &))"l < > N orpef )Yl (4.8)

leA

Ahora, consideremos los casos [t| < 1y [t| > 1.

» Si|t| <1, entonces

it < 1
1+t < 2
L+ < 2
1< 2+

Ahora, por la ecuacion (4.7)

1@ T F )Vl < C L+ )Y ke )Vl

leA
donde C := 2*c.
= Si [¢| > 1. Entonces,
1
I+— < 2
2]
14t
il
i
1T+t < 2
(L) < 2P
< 22+
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Ahora, por la ecuacion (4.8)

1T F) Ny < It lonred )Vl < C A+ DY N0k f )Vl

LeA LeA

Donde C := 2*C1, en cualquiera de los casos se obtiene

1@ TOF )Vllp < C 1+ )Y 1 0kref )Vl

e

Multiplicando por (1 + |k|)®, y luego tomando la norma [? en ambos lados de la desigualdad, se
obtiene el resultado deseado. En efecto,

1/q 1/q
> @+ ED | (on T(t)f )13 < [CTAHENTMY (14 [k (ZH st ) Hp>
kezd kezd leA

r q11/4
< CA+)M| DD+ k)™ (ZH st ) Hp>
| kezd LeA
1/q
< c@a+pp Z(lﬂk!)sq\\(akf)v\lif

kezd

Por lo tanto,

—A
1T Iar, < €+ 1) 1l

Ahora, aplicado a la solucion de la ecuacion de Schréodinger, se obtiene lo deseado

-2
. 1) lags,, < € (14 [6) 7 o)l ass,

4.2. Ecuacién Lineal de Schrodinger de Orden 4

Consideremos el problema de valor inicial para la ecuacion lineal siguiente

i0pu(x,t) + A%u(x, t) + Au(x,t) =0, x€R"teR
u(z,0) = ug(x), xeR"
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Antes que todo veamos que es A%y

0%u 0%u 0%u 0%u
A%u(z,t) = A(Au(z,t)) = A <8$% (x,t)+ -+ o2 (z, t)> A (8:52 (a:,t)) +-- 4+ A (8:62 (x,t)

o o ot
873411(%15) + W(%t) +-- 4+ W(ﬂ%t)

feg (O (xt)—i—ﬂ(xt)—i—---—i-@(xt)
Ox30x2 0z20x2 " dxd ™
" 9 R " 9l G 0
= (x7t)+ (l’,t)—l— + ( ) ) = (l‘,t)
pt Oz} 0z} ; Oz} 03 ; Oz 022 — ; Oz} 0x?

Ademas, si le aplicamos la transformada de Féurier, obtenemos

B n /\_ n n 84’& , /\_ n o on 84u . A
= Zzaﬁax =2\ 2 5292 —Zkz<axkax< )

i=1 k=1 i=1 \k=1

= <2m ‘6l —16%422&6 —167*‘25 Zf
=1k 1=1 k=1 =1 =
= 167 Z§> (Z@) = 167(¢|?[¢)? = 167 [¢[*
=1 k=1

= fkgl c 167t Y DG =16mME Y G4+ 16mME D> &

k= k=1 k=1 k=1

Aplicando la transformada de Fourier a la ecuaciéon dada, con respecto a la variable espacial ,
tenemos

0 = (iOsu(x, t) + A2u(z, t) + Au(z, 1) NE,£) = idu(€, 1) + A2u(é, t) + Au(é, t)
= i04u(&, t) + 167 u(E, t) — Am?|EPu(E, ) -

De lo anterior, se obtiene la EDO siguiente

gt(a(g,t)) + (=167%i|¢]* + 4n?il¢)?) (g, t) = 0. (4.9)

Ademas, si aplicamos la transformada a la condicion inicial se sigue
u(z,0) = up(z) . (4.10)
Asi, el factor integrante es
u(t) = o (F16mhile[ v anilg]?)dt _ —16mtit|€| +amit|€|? 7
luego, la solucién general de la EDO dada en (4.9) es

—16mtit|e| - an2it|¢|?
det) - e mhit|g[*+aritle]? | 0z + O — (Celomtitlelt—anitle]?
e—16mit|¢|4+4m2it|¢|?
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Por la condicion inicial (4.10) del PVI, se sigue que
(&) = A(€,0) = Celbm ORI —4m*iOE — ¢ (1) = C.
Asi, la solucién de esta familia de EDO’s con parametro &, puede ser escrita como

~ L1 14— 4254 €]2 o~
u(é’,t) _ 6167r it]E|* —4m2it|€| Uo(f) )

Por lo tanto, se sigue que

‘U(]),t” —_ <6167'r4it|§‘474ﬂ2it|£|2ﬂ6(§))V / 6167T4it|£447r2it|£|2’l/j,a(§)€2ﬂ-ix§d£)

= / 6167r4it|£‘4_47r2it|£|2+27rix€ </ () (y)e_zﬂ—lyé_dy) dé.l

:/ / uO(y)€167r4it|§|4—47r2it£|2+27ri(x—y)£dyd£‘

_ / (1) ( / ez’t[167r4|a4+47r25|2?(wym%) dy’

S/ luo ()| - / o it[=16m[¢|* +am €] — 2 (2~ yf]dg‘dy

= [ Tt

= [ ol T

k=1

/ H =it 167 R (€4 €0+ R — T (mr—un)ér] g | gy

/ it 16T (€] D) AT~ 2 (w8l g, | 4
R

Consideremos para cada k € {1,2,--- ,n} la funcion de fase

B(&) = —16m X + -+ ) + 476 — T (ak — )6

Luego, derivando se tiene lo siguiente

#(6) = —32mI6(E + -+ €) — 32neh + 8726 — T ok — )

¢" (&) = =32 (& + - + &) — 64m ¢ — 967 R + 877 = =327 (¢ + - - + &2) — 16077¢] + 8
o) (&) = —64mg, — 320m, = —384r%¢,

D(&) = —384nt .

n

Asi, se sigue que |¢>(4) (fk)| = 3847* > 1 y ahora utilizando el teorema de Van der Corput obtenemos
)l < [ ol T]

/ e—ité(ﬁk)dfk
k=1 1/R

= [ TuoI(Ca ey = Colt ™ [ Juw)ldy = Coult ™ o)

dy < /R o)l - [ Calt 4y, t R\ {0}
" k=1

Ahora tomando supremo, lo anterior implica que

e, )loo < Colt]™*|Juo ()1 (4.11)
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De otro modo, en virtud del teorema de Plancherel obtenemos

_ H ( (6167r4it\§|4—47r2it|§\2a6(€>> v) :
2

1/2
451614 A 2it| ]2~ it €14 — A 2it]€]2 o~ 2
Helﬁﬂ it|&|* —4m?it|€] UO(f)H (/ 16 it|&|* —4m2it|]| UO(S)) dy)

(L 2

Hu(:n,t)Hz _ ’ (6167r4it\§|4—47r2it\$|2a5(£))v

2

1/2 1/2
RTL
= [[o(§)lly = l[uo(@)]l; -

De aqui que
[u(z, t)ll2 = [luo(x)ll; - (4.12)

Notemos que

u(x,t) — (a(&t))\/ — (6167r4it\§|4747r2it|£\266(£))V — (616Tr4it|§|4747r2it\§|2)\/ " UO(.T)
Si consideramos el operador T : L2(R") — L2(R") dado por T(t)f = (el6m"itlel*—an2itlg?)v ¢
por (4.12) se tiene que || T(t) f|l2 = || f]l2- Ademés, si tomamos T : L>°(R") — LY(R") por (4.11) se

cumple que
IT(O)flloo < Cult ™I fl, ¢ € R\ {0}.

En consecuencia, por Convexidad de Riezs-Thorin se puede definir

T : LP(R™) — LY(R™)

Tal que
1-6
IT@ g < (Calt ™) @11, = ClI— =D 1],
donde L g . p

De lo anterior se sigue que

11 11
S4=1y 1-0=-—-.
p g poq

Asi, se obtiene que
_n/4(1_1
170 fllg < G0 11, (4.13)

Por (4.13), aplicandoselo a la solucion de la ecuacion de Schrodinger
,n/4<1,1> n
Ju(z, )llq = IT()uo(x)llq < Cle[ 7 @ uo(z)]lp,  VzeR",VEeR\{0}.
Teorema 4.2. Sean 2 <p < o0, 0 < g < oo ys€R, para todo f € My, , se cumple
Y
17 gy, < C A+ 1) Fllase,

Donde%+}%:1y)\:n/4<}%—%).
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Demostracion: Analogo a la demostracion del Lema 4.1. Tomando A = n/4 (1% = %) y teniendo
encuenta la desiguadad 4.13.

O
4.3. Ecuacion Korteweg-de Vries (KdV)
Consideremos el problema de valor inicial para la ecuacion KdV dada por
O(x,t) + 03v(z,t) =0, z€RtER
v(x,0) = vo(x), x e R.
Aplicando la transformada de Fourier con respecto a la variable espacial x, obtenemos
Dru(&,t) = BB(E,1) = —(B3v)(&.1) = 87%i%D(E 1) (4.14)
0(£,0) = 10(§)- (4.15)
De (4.14), tenemos
Ov(€,t) = 8m°iE0(E, 1),
entonces 9
— (0(&, 1) — 8n%iE>0(¢, 1) = 0. (4.16)

ot

Asi, el factor integrante es
p(t) = o) —8mtigtdt _ —8mditg®

Luego, la solucion general de la EDO dada en (4.16) es

_ [e 8 ode - C

(e, t) = 83ite3 = CeSmHE,
P

Por la condicién inicial (4.15) del PVI, se sigue que
W(E) = 8(&,0) = Ce™*™ O =0 (1) = C
Asi, la solucién de esta familia de EDO’s con pardametro &, puede ser escrita como

(€, t) = ST HE G (€).

Ahora, tenemos que

v(z, t)| = <687r3it5366(€))\/ /IReSw3it§3%(£)e2mx§d£‘

_ /egﬂ:sitgfhrzﬂ—mg </ vo(y)eZTriyédy> d¢
R R

_ / / vo(y)687r3it§3+27ri(x—y)§dyd€’
RJR

- / vo(y) < / e4t[_8ﬁ3£3_?(m_yk}d£> dy
R R

R R
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Consideremos la funcién de fase dada por ¢(¢) = —8m3¢3 — 27”($ — y)&. Luego si derivamos resulta

que

¢/(§) = —24m°¢" — 27”(9% —uk), ¢ =487y (€)= 8.

Asi, se sigue que ‘(b(?’) (§)‘ = 4873 > 1 y ahora por medio del teorema de Van Der Corput se obtiene
w0l < [lal| [ e dea < [l o Pay, 1R\ )
R R R
= Calt ™ [ Joo(w)ldy = Caltl (@) .

Ahora tomando supremo, lo anterior implica que

lo(@, £)l|oo < Cslt| ™% |lug() (4.17)

Por otro lado, utilizando el teorema de Plancherel tenemos

, = He&r%tg“?o(é)HQ = </R ‘68ﬂ3it63%(§)’2dy> 1/2

1/2
=</W@@n%w> — %) = (@),
R

o0l = | (4 9)

De lo anterior, obtenemos
[o(z, D)2 = [lvo(2)]]; - (4.18)

Noétese que, la soluciéon puede ser reescrita como

v, t) = (B(E,1)Y = (¥ 5(€))Y = (37w vp(2).

Si consideramos el operador T : L2(R) — L%(R) dado por T(t)f = (8" « f v por (4.18) se
tiene que || T(t)f|l2 = || fll2. Ademés, si tomamos T : L=(R) — L*(R) por (4.17) se cumple que

1T Flloo < CaltIIf N, ¢ € RN {0},
En consecuencia, por Convexidad de Riezs -Thorin se puede definir
T :LP(R) — LYR),

tal que
1-6
IT@ g < (Calt1 ™) QI = ClI 200 11,

De forma anéloga al operador definido anteriormente

De lo anterior se sigue que
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Asi, obtenemos que
—n/3(1-1
171, < el ™G 71, (4.19)

Por (4.19), aplicandoselo a la solucion de la ecuacion KdV
py3(i_1
o)l = [TOu(.0)ll, < G fog(@)l, Vo e R YR (0}
Teorema 4.3. Sean 2 < p < oo, 0<g< oo y s €R, para todo f € M;/g se cumple
DY
1T lary, < C 1+ 1) Il

1,1 - 1_1
Dondeg—i—pfly/\fn/?)(p, p).

Demostracion: Analogo al Lema 4.1. Considerando A = n/3 (z% — %) y la desigualdad 4.19. O
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