Existencia de soluciones periddicas para un
sistema dindmico discreto auténomo no lineal

Reinel Luis Galue Espitia

UNIVERSIDAD DE CORDOBA
FACULTAD DE CIENCIAS BASICAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS Y ESTADISTICA
MONTERIA
2023



Existencia de soluciones periddicas para un
sistema dindmico discreto auténomo no lineal

Reinel Luis Galue Espitia

Trabajo presentado como requisito parcial para optar al titulo de

Matematico

Asesor:

M. Sc. Jorge Armando Reyes Vasquez

UNIVERSIDAD DE CORDOBA
FACULTAD DE CIENCIAS BASICAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS Y ESTADISTICA
MONTERIA
2023



UNIVERSIDAD DE CORDOBA
FACULTAD DE CIENCIAS BASICAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS Y ESTADISTICA

Los jurados abajo firmantes certifican que han leido y que aprueban el trabajo de
grado titulado: Existencia de soluciones periddicas para un sistema dinamico
discreto auténomo no lineal, el cual es presentado por la estudiante Reinel Luis

Galue Espitia.

Fecha: julio de 2023

Asesor:
M. Sc. Jorge Armando Reyes Vasquez

Jurado:
Profesor Revisor 1

Jurado:

Profesor Revisor 2



Resumen

El objetivo del presente trabajo es presentar algunas soluciones periédicas para un
sistema dinamico discreto auténomo no lineal, por ser un tema relativamente nuevo,
este trabajo puede servir como introduccion a la teoria de sistemas dindamicos discre-
tos auténomo no lineal. Aunque el estudiante del grado de Matematicas de nuestra
universidad no se encuentra familiarizado con este tema, su relativa sencillez y el
interés cientifico que despierta la convierten, segin nuestra opinién, en una excelente

eleccién para un trabajo como el presente.

Comenzaremos este trabajo con una breve introduccién a los sistemas dinamicos,
algunas definiciones, teoremas y mas, continuamos con el estudio para encontrar

existencia de soluciones peridédicas para la ecuacion de tiempo discreto

Tni1 = Py, — g(T,),

con un parametro 5 > 0 y g una funcién no lineal. En el primer caso donde g es la
funcién de McCulloch-Pitts podemos investigar la existencia de soluciones perio-
dicas para la ecuacién de tiempo discreto y algunos valores con respecto al parametro
p € (0,00). Ya para el segundo caso que es un poco més general, encontraremos
soluciones arbitrarias para la ecuacion de tiempo discreto con ¢ una funcion sig-
moidea y € (H—Z‘/g, oo).

Palabras claves: Sistemas Dinamicos, soluciones peridédicas, ecuacion de tiempo

discreto.



Abstract

The objective of the present work is to present some periodic solutions for a nonlinear
discrete autonomous nonlinear dynamical system. Being a relatively new topic, this
work can serve as an introduction to the theory of nonlinear discrete autonomous
nonlinear dynamical systems. Although the undergraduate student of Mathematics
students at our university are not familiar with this topic, its relative simplicity and
the scientific interest it arouses make it, in our opinion, an excellent choice for a paper

such as the present one.

We will start this work with a short introduction to dynamical systems, some
definitions, theorems and more. We continue with the study to find existence of

periodic solutions for the discrete time equation

Tni1 = Py, — g(T,),

with a parameter S > 0 and ¢ a nonlinear function. In the first case where g is the
McCulloch-Pitts function we can investigate the existence of periodic solutions for
the discrete time equation and some values with respect to the parameter 5 € (0, c0).

Already for the second case which is a little more general, we will find arbitrary so-

lutions for the discrete time equation with g a sigmoid function and § € (”2*/5, oo).

Keywords: Dynamic Systems, periodic solutions, discrete time equation.
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Introduccion

Un sistema dinamico es un sistema que evoluciona con el tiempo, el cual puede mo-
delarse por un sistema de ecuaciones diferenciales, si el tiempo es continuo, o por un
sistema de ecuaciones en diferencias, si el tiempo es discreto.

Muchas veces el interés no estda en encontrar soluciones exactas a las ecuaciones que
tienen dichos sistemas dinamicos, sino mas bien en poder contestar preguntas como si
el sistema se estabiliza a largo plazo o si el comportamiento de sistema a largo plazo
depende de las condiciones iniciales. Es decir, el foco esta puesto en hacer un analisis
cualitativo del sistema en muchas oportunidades porque es dificil o imposible hallar

explicitamente las soluciones.

En esta monografia se pretende estudiar la existencia de soluciones periddicas
para un sistema dindmico discreto auténomo no lineal, considerando la ecuaciéon de
tiempo discreto

Tpi1 = By, —g(x,), con n e NU{0}, (0.1)

donde /5 € (0,00), g es una funcién no lineal.

En el primer Capitulo se enuncian definiciones y teoremas que resultan ser nece-

sarios en el desarrollo de este trabajo como lo es el Teorema del valor intermedio

(1.2.1]), Teorema del punto fijo ((1.2.2]), entre otros.

En el segundo capitulo se hace un estudio méas profundo en cuanto a la funciéon ¢

y al pardmetro .



Con respecto a la funcién g de la ecuacion (0.1)), a continuacion profundizaremos

en los siguientes casos.

1. g es la funcién de McCulloch-Pitts; en este caso g estd definida por

1 st x>0
g(x) =
-1 st <0,

y estudiaremos la existencia de soluciones periddicas de (0.1]) para g € (0,1),

2. g es una funcién sigmoidea, es decir; g : R — R tal que existen r, eooR™

que cumplen:

lg(z) =1 <e si x>,

lg(z)+ 1] <e si x<—r.
Bajo cierta condiciéon encontraremos soluciones arbitrarias para (0.1).
Ejemplo 1. La grafica de la funcién g. dada por g.(x) = %, para ¢ > 0.

Graficaremos g.(x) con ¢ = 0,01, c =1y ¢ = 10.

Y
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Mas adelante mostraremos que g.(x) es una funcién sigmoidea



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan algunas definiciones y se enuncian algunos teoremas
que seran usados en algunos resultados més adelante. Los temas principales de este
capitulo son los sistemas dindmicos discretos que denotaremos {I , f} y sus respecti-

vas soluciones, punto fijo, punto fijo estable y érbitas periddicas.

1.1. Conceptos basicos de los sistemas dinamicos

A continuacion se enuncian algunas definiciones de sistemas dinamicos, solo enun-
ciaremos las definiciones mas relevantes para la realizacién de este trabajo, cualquier
otras definiciones sobre este tema pueden encontrarse en otros textos, por ejemplo

ver [2

Definicién 1.1.1. Un sistema dindmico es una terna (S, 7', ®) formada por un espacio
topolégico S, llamado espacio de fase, un semigrupo aditivo 7" de R (con elemento

neutro), llamado espacio de tiempo y una funcién
P:TxS—S8

que satiface:

1 ® es una funcién continua.



2 ®(0,z) = x, para todo x € S.
3 O(t,P(s,x)) = P(t + s,z), para todo t,s € T, y todo z € S.
A la funcién @ se le conoce como evoluciéon del sistema.

De una manera menos formal, un sistema dindmico es una manera de describir la
evolucion en el tiempo de todos los puntos de un sistema S. Un semigrupo aditivo
T de R es un subconjunto de R cerrado para la suma que contiene al 0. Con esta
definicion, el espacio de tiempos T puede ser tanto un subconjunto discreto de R
(los ntimeros naturales, por ejemplo) como un intervalo o unién de intervalos de R.
La funcién ® determina la evolucion del sistema con respecto al tiempo, propiciando

todos los cambios que desarrolle el sistema en un futuro.

Una clasificacién béasica de los sistemas dinamicos se obtiene segiin la naturaleza
del espacio de tiempo 1. Diremos que un sistema dindamico es continuo cuando su
espacio de tiempo es R, R* U {0} o R~ U {0}, principalmente. Un sistema dindmico
se considerard discreto cuando el espacio de tiempo 7" es Z, ZT U {0} o Z~ U {0}. Es

facil ver que el flujo de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales auténomas
Y' = AY,

con A € M,,,,(R) genera un sistema dindmico continuo, donde el espacio de fase es
R™, el espacio de tiempos es R y el flujo del sistema diferencial es la evolucion del
sistema dindmico. Se puede mejorar este resultado para un sistema Y’ = F(Y’), con
F:QCR"— R"y F € C'(Q), anadiendo hipdtesis sobre el dominio de definicién
de las soluciones. Esto ultimo establece un primer contacto entre la teoria de ecua-

ciones diferenciales y los sistemas dinamicos.

Los sistemas dinamicos discretos en los que centraremos nuestra atencion son
aquellos en los que el espacio de tiempo es numerable. Mas especificamente, nos
centraremos en sistemas en donde el espacio de tiempo serd N U {0}. Un sistema

dindmico de este tipo puede ser visto, equivalentemente, como generado por una

4



funcién continua f : S — S, ya que si tomamos f(z) = ®(1, ), definimos

fr=fofofoof
| Sy —

n—veces
y consideremos f° como la identidad, entonces ®(n,z) = f"(x) para todo x € Sy

n>0

Definicién 1.1.2. Sea f : I — I una funcién, donde I es un intervalo de R. Las

iteraciones de x € I bajo la funciéon f son

o)==

fi@) = f(x) = f(f'(2))

Fa) = (fof)lx) = f(f'(x))
fg(x) (fofolf)(@)=f(f*(z))

fi(@)=(fofofo--of)(x)=f(f"'(x))

n—uveces

Donde f™(z) denota la n-ésima iteracién de x bajo la funcién f, y la sucesion

{, f(), f2 (@), (@) ...} = {f"(z0) :n € NU{0}},
describe la evolucion del estado x en el tiempo, la cual se llama la orbita de zy € 1

bajo la funcién f que la denotaremos O(x).

Definicién 1.1.3. Sea I un intervalo contenido en R que contiene al menos dos pun-
tos distintos y sea f : I — I una funcién continua. La dupla {I, f} se conoce como

sistema dinamico discreto sobre I de primer orden.

Un sistema dindmico discreto es de orden k si xp = f(x,, 21, Z2,..., 25 1), 0, de

forma mas general,

Lp+k = f(xny Lp+1y Lp+2y - - - 7xn+k71)-

5



Podemos clasificar los sistemas dindmicos discretos en funcién del tipo de aplica-
cién que los define. Asi, diremos que un sistema dinamico discreto es lineal si f es

lineal; y no lineal si f es no lineal.

Decimos también que el sistema es auténomo si el tiempo no influye de forma

explicita en la definiciéon de la funcién de evolucion f. El sistema es no auténomo si

f=fn,z).

Hay muchos problemas que pueden describirse, al menos con una aproximaciéon bur-

da, mediante una simple ecuacion en diferencias de primer orden.

() = 2pgy = flay,), n=0,1,2,... (1.1)

Los estudios de las propiedades dindmicas de tales modelos pueden proporcionarnos
informacion util. Existen muchos trabajos en esta area, desde que Li, Yorke y May
notaron que incluso los modelos matematicos simples pueden mostrar dinamicas muy
complicadas, vease ﬂﬁﬂ Algunos investigadores han prestado més atencién a las solu-
ciones periddicas y al comportamiento “cadtico” de los sistemas dinamicos discretos.
Sin embargo, la mayoria de los trabajos sobre se basan en el supuesto que f es
continua, pero, en algunos modelos de redes neuronales, f no es continua. En este

trabajo, consideramos la siguiente ecuacién de tiempo discreto:

Tp+1 :an_g(xn)7 TL:O,]_,Q,... (12)

donde /5 € (0,00), g es una funcién no lineal.

La ecuacién (|1.2) surge como una red en tiempo discreto de una sola neurona donde
B es la desintegracion interna, g una funcién continua no lineal. Consideramos dos

casos de la funcién de senal:

1. g es la funcion de McCulloch-Pitts,



2. g es una funcién sigmoidea.

A continuacién daremos las definiciones mas relevantes para la realizacion de este

trabajo

Definicién 1.1.4. Un punto z, se llama punto fijo de (|1.1)) si

f(xs) =T

Definicién 1.1.5. Un punto fijo z, de (|L.1]) es estable si para todo € > 0, existe § > 0
tal que

|zg — xs| < ¢ implica que |z, — x4| < € para todon > 1
donde x,, = f"(xq)

Un punto fijo x5 que no es estable, se dice que es inestable.

Definicién 1.1.6. Una 6rbita O(xg) = {xg, 1,22, ...} de (1.1) se dice que es perié-

dica de periodo p > 2, si cumple la siguiente condicion.
Tp = Tp v xT; # xg con 1<i<p-1.

Ejemplo 2. La funcién h : R — R dada por h(x) = 4z(1 — x) tiene un punto fijo en

0, es decir h(0) = 0. El punto 1 no esta fijo, pero h(1) = 0, por lo que después de una

iteracion, 1 esta fijo en 0. Ademas, h (%) =1yh? (%) = 0 por lo que después de dos

iteraciones 3 se fija en 0. También, h (%‘/ﬁ) =1 n (%‘/ﬁ) =1yh? (#) =0,
242

por lo que después de tres iteraciones == se fija en 0. Asf

o) ={1,0,...}

()= (310.-)

O<21ﬁ>:{2i\/§,1,1,0,...}.

4 4 2

Con suficiente paciencia, es posible encontrar puntos que estén fijados por h después

de cualquier niimero de iteraciones.



Definicién 1.1.7. Una 6rbita periédica {zo, z1, 2, ...2p_1,...} de periodo p es es-
table si cada punto x;, con ¢ = 0,1,2,...,p — 1 es un punto fijo estable del sistema
dindmico z,4+1 = fP(x,). Una érbita periddica {xg,x1,22,...2p_1,...} de periodo p

que no es estable se dice que es inestable.

Definicién 1.1.8. Se dice que un punto z es un punto limite de O(x) si existe una
subsucesion {z,, : k =0,1,2,...} de O(zo) tal que |z,, — 2| — 0 cudndo k — oco. El
conjunto limite L(zg) de la érbita O(xg) es el conjunto de todos los puntos limite de

la 6rbita.

Definicién 1.1.9. Se dice que una 6rbita O(xg) es asintéticamente periddica si su
limite establecido es una 6rbita periddica. Una 6rbita O(x) tal que x4, = z,, para

algunos n > 1 y algunos p > 2 se dice que es eventualmente peridédica, de periodo p.

1.2. Teorema del valor intermedio y Teorema del
punto fijo

En esta seccién enunciaremos y demostraremos tres de los Teoremas mas influ-
yentes para que se den los resultados deseados en este trabajo, como lo es el Teorema
del valor intermedio, del punto fijo, y por tltimo y no menos importante el Teorema

de puntos periédico con periodo arbitrario.

Teorema 1.2.1 (Teorema del valor intermedio). SeaI = [a, b)) CRy f: I —1
una funcién continua en I. Si f(a) < f(b) y ¢ es un nimero tal que f(a) < ¢ < f(b),

entonces existe un punto = € (a,b) tal que f(x) = c.

Este resultado también se da para f(a) > f(b).

Demostracion. Véase [§] Teorema 5.3.7 pagina 138. O



Teorema 1.2.2 (Teorema del punto fijo). Sea I = [a,b] C R un intervalo cerrado
y f: I — I una funcién continua en I. Entonces f tiene por lo menos un punto fijo,

esto es que existe xg € I tal que f(xg) = xg

Demostracion. Supongamos que f(z) € [a,b] para todo = € [a,b], y definamos la
funcién g(z) = f(z) — = que es continua por ser diferencia de funciones continuas.
Ahora, si f(xz) € [a,b] para todo z € [a,b], entonces a < f(z) < b, sin perdida
de generalidad suponemos que a < f(a) y f(b) < b para todo f(z) € [a,b]. Si
f(a) = a o f(b) = b se cumple, luego 0 < f(a) —a y f(b) —b < 0 se sigue que
g(b) = f(b)—b <0< f(a)—a = g(a), de donde g(b) < 0 < g(a) y por ser g continua,
entonces por Teorema tenemos que existe xg € [a, b] tal que g(zq) = 0, por lo
tanto g(zo) = f(xo) — xo = 0 entonces f(xg) — xg = 0. Asi f(zo) = 0.

O

Un punto fijo no es mas que la interseccion de la grafica de la funcién con la recta

y = x como se muestra en la siguiente figura.

=
S

T R s -

(b, f (b))

[}
1
1
1
1
1
L}
L}
L}
L}
L}
L}
1
1
Lo|----a------——=
1
1
L}
L}
L}
L}
L}
1
1
1
1
1

[ICEEET EPER
8
o
[REEEEE FEEE

IS
S



Lema 1.2.3. Sean J = [a,b] y I = [c, d] intervalos cerrados y acotados. Sea f : J — R
una funcién continua en J que satiface f(J) D I. Entonces existe un intervalo .J, tal

que Jo C Jy f(Jo) = 1.

Demostracion. Dado que f estd definida en J e I C f(J), entonces existe z, € J tal
que f(xg) = c. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que existe yo € (zo, b,
tal que f(yo) = d.

Ahora, sea o = min A, donde A = {y € [x0,b] : f(y) = d}, y sea ;1 = max B con
B = {x € [z, x2] : f(x) = c}. Asi, existe Jy = [x1, 23] C J.

Veamos que f(Jy) = I. En efecto. Supongamos que ¢ < d y sea p € f(Jy), entonces
existe ¢ € Jy tal que f(q) =p. Si g =11 6 ¢ = x9, listo ya que 1 € By x9 € A.
Supongamos que q € (z1,x3) y veamos que p € (¢,d).

Razonemos por reduccién al absurdo, esto es que q € (z1,22) v p ¢ (¢, d), entonces
rn<qg<aayp<cdp>d.

Sip < ¢, ydado que p= f(q) < ¢ < f(x2) = d, por Teorema [L.2.1] tenemos que
existe h € (q,x2) C [zo,x2], tal que f(h) = ¢, esto es que h € B y ademés z; < h
absurdo, ya que xry; = max B.

Si p > d, razonando de la misma manera se tiene que existe hg € Ay hy < o9,
absurdo ya que x5 = min A.

Por lo tanto p € I. De donde f(Jy) C I.

Sea y € I, dado que I C f(J) y f estd definida en J, se tiene que existe z € J tal
que f(x) =y. Siy=coy=d, entonces tomamos r = xr; 0 T = Io.

Seay € (¢,d) y dado que zy € By x9 € A, entonces ¢ = f(z1) <y < f(z2) = d, luego
por Teorema existe z, € [r1,x5], tal que f(x,) = y, dado que y es arbitrario
se tiene que I C f(Jp).

De todo lo anterior tenemos que f(.Jy) = I.

]

Teorema 1.2.4. Sea f : R — R una funcién continua. Supongamos que f tiene un

punto periédico de periodo tres. Entonces, para cada m € N, f tiene punto periédico

10



de periodo m, es decir, de periodo arbitrario.

Demostracion. Sean {a,b, c} una orbita periddica de periodo tres de f. Sin pérdida
de generalidad supongamos que a < b < ¢, con f(a) = b, f(b) =cy f(c) = a. (El

caso f(a) = ces andlogo, considerando otros intervalos e invirtiendo el razonamiento).

Sean Iy = [a,b], I = [b, ¢, luego por el Teorema implica que I; C f(Iy),
I, ¢ f(I;) y Ip € f(I;). Como I C f(I,), entonces por Teorema existe

xo € Iy, tal que f(xg) = xo, es decir, encontramos un punto fijo en I;.

Sea n > 1. Supongamos que existen una sucesion de intervalos cerrados
A()DAlDAQ:)"'DAn,

verifiquemos las siguientes propiedades:

Ay =14; (1.3)
f(Ay) =Ap_1 para k=1,2,3...,n—2; (1.4)
fA) =1, para k=1,23,...,n—2; (1.5)
fTH AR ) = 1o (1.6)
AL =1,. (1.7)

Como A,, C I por (1.7) y el Teorema se tiene que f" tiene un punto fijo en
A, o lo que es lo mismo, f tiene un punto periédico de periodo menor o igual que n
en A,. Veamos que tiene peridodo n. En efecto

Supongaos que f"(z) = x, con x € A,. Entonces (1.5)) implica que

{z, f(@), f*(@),.... " (@)} C L= [b,d]

y (1.6) implica que f*!(z) € Iy = [a,b]. Si z = ¢, entonces f(z) = a ¢ I;. Como

f"1(x) es la tnica de las n primeras iteradas de x bajo la funcién f que no esta en

11



I, entonces n = 2. Pero esto contradice el hecho de que c es de periodo tres, de donde

x € [b,c).

Si # = b, entonces n = 3 ya que f%(r) = a ¢ I y la tnica iterada que no se

encuentra en I, es f"1(x).

Supongamos que n # 3, luego x ha de estar en el intervalo abierto (b, c). Como
[ Yx) € Iy = [a, b], entonces "1 (z) # .
Si el periodo de z fuera menor que n — 1, entonces y el hecho de que = ¢ {b, c}
implica que la d6rbita de x estd completamente contenido en (b, ¢), lo que contradice

a (1.6). Como f"~!(x) ¢ (b, c), entonces x tiene forzadamente periodo n.

Para completar la demostracion de este teorema, demostraremos que tal secuencia
de conjuntos cerrados existe para cada nimero natural mayor que 1. Obviamente,
podemos elegir Ag de modo que Ay = I; y se satisfaga la propiedad . Para el
resto de las propiedades usaremos la siguiente

Como Ay =1; vy f(I;) D Ij, entonces f(Ag) D Ay, luego por Lema existe
A; C A tal que f(A;) = Ag. De donde A; C Ay = f(A;). Nuevamente por Lema
existe Ay C A; de modo que f(A;) = A;. Repitiendo este proceso de esta
manera, podemos definir Ay para k = 1,2,...,n — 2 de tal forma que satiface A, C

Ak—1y f(Ag) = Ag_1, de donde se obtiene (1.4). Dado que f(Ax) D Ay, por Lema
f(Ag) = Ap_q para cada k, entonces

FP(Ax) = F(F(AR) = f(Ar—1) = Ar—s
(A = F(f2(AR) = [(Ak—2) = Ars

FEHAR) = FUF72(AR) = fArmp-y) = A2 = Ay
FEAR) = FUHA) = F(A) = A =1,

12



Para cada k =1,2,...,n — 2, obteniendo (1.5). Ahora, dado que

S An) = f("*(Anse)) = f(I) D Iy,

Asi, por Lema existe obtenemos la existencia de A,,_; C A,,_o tal que
Y A,-1) = I, que equivale a ([1.6)). Por tltimo

S A) = F(f"H(Anm) = f(Io) D 1y,

nuevamente por Lema existe A, C A,,_; tal que f"(A,)) = I;, donde se obtiene
(1.7). Esto concluye la demostracién.
]

El Teorema del punto fijo también se cumple para algtinos subconjutos de R”
como se encuentra a continuacién como (Teorema generalizado del punto fijo

de Brouwer).

Teorema 1.2.5 (Teorema generalizado del punto fijo de Brouwer). Sea () un
subconjunto no vacio, compacto y convexo de R™. Toda funcién f : Q — @) continua

tiene al menos un punto fijo.

Demostracion. Véase |7| Teorema 3.2 pagina 19. n
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Capitulo 2

Existencia de soluciones periddicas

para {I, [}

En este Capitulo se pretende estudiar la existencia de soluciones periddicas para
un sistema dinamico discreto auténomo no lineal, considerando la ecuacién de tiempo

discreto.

Tpa1 = Brp — g(Ty), n=20,1,2,.... (2.1)

Donde el parametro g € R y ¢ una funcion definida en cada seccién.

2.1. g es la funcién de McCulloch-Pitts;

En estd seccién asumiremos que 8 € (0,00) y g es la no linealidad McCulloch-

Pitts definida por.

g(x) = (2.2)
-1 st x<0O.

Primero consideramos ([2.1)) cuando § € (0, 1).

14



Lema 2.1.1. Supongamos que 5 € (0,1), zp € Ry f(z) = fz—g(z) con g la funcién

dada por (2.2)). Si

1
0 < |xg — < ,
0 B+1| B+1
entonces
an(xo)_il =B xo—i1 Vn € N.
g+1 b+1
Demostracion. Notemos que.
0< < L
x_
T B+1| T B+1
1 1 1
= - <1y — < 2.3
B+1 7" B4+1 " B+1 (2:3)
2
= 0<rg< —.
0 3+1

Si g < 1, se tiene que 28 < 1+ 3, luego ﬁ < % Por podemos decir que
0<xg< % Razonemos por induccion. Para n = 1.

Dado que o > 0 entonces f1(xq) = f(xo) = Bro— g(x0) = Bxo— 1. Luego, si 79 < %,
entonces Sxy < 1 esto es fzg—1 <0y asi f(zg) = frg— 1 < 0. Ahora,

FA (o) = f(f(w0)) = f(Bxg — 1) = B(Bzo — 1) — g(Bzo — 1) = B2mg — B — (—1).

Por lo tanto f?(zg) = 8%wg — 3+ 1. Asi

‘fQ(xo)—ﬁlﬂ=52xo—ﬁ+1—51+1=52xo—<ﬁ—1+51+1>’
_ a2 BP=1+1] | B
6%_5%—1‘_5%_5%-1’
252%_541‘1‘7 ya que 3% > 0.

Supongamos que se cumple para n = k. Puesto que 8 € (0,1), etnoces 3?* > 0 para
todo k € N, esto es

1
l‘_i
O B+1

ka(Q;O) — ﬁl—l—l’ — 5%

Y

15



y veamos que se cumple para n = k + 1. En efecto, como

1

2k 1 — 2k - -
f (%)_ﬁ—i—l‘_ﬁ B+1|
Entonces
2k Q2% 1 1
Phan) =202 (20— )+
Si
2k 22k _ 1 1
PHan) = % (20— 50 ) 5y
notemos que
1 1
°"B+1° Bt1
o 1 ﬁQk
= F <_6+1> TBr1
ok B 1 1 _52’“ 1
= P (550 6+1>+ﬁ+1> B+l 341
ok 1 1 _1—62"“
= B (33’0 5+1>+B+1> 11 >0
= fzk(x):ﬁ%(r— ! )—l— B >0
o 0 B‘f‘]- B‘i‘l )

luego g (f%(xo)) =1, de donde

N 2,) = B (6% (xo — 6i1> + 5i1> 1

_ ok ! B _
_@2+1<x0 5+1>+5+1 1

o 1 1
_62+1<$0—5+1>—B+1.

Ahora, dado que 8 € (0,1) y

11
B+1  B+1

Zo

16



entonces

Lo
‘/E —_—
T BT B+l
1 ﬁ2k+1
2k+1
= To — <
p (0 6+1> B+1

1 1 62]6-"-1 1
- B2k+l<x0_ﬁ—|—1>_ﬁ—|—1<5—|—1_ﬁ—|—1

1 1 52k+1_1
2k . .
= F (xo 6+1> 51~ 11 Y

1 62]’6
- FH%%%:§MJGb_ﬂ+1>_B+1<O’

esto es g (f%“(xo)) =—1,y

. - . )

I “(xo)—ﬁ(ﬂ? = (a: 5“) 6“)“
% 1 B
_62+2<x0 5+1> 5+1+1

_ A2k+2 1 1
=p ﬁ“ B+1>+6+r

Asi

—

1)y _ gy (1
f2 +1(x0) ﬁ+1_52k+1 <$0 5+1>'

Ahora, si

J— _l’_ ,
B+1)  B+1

y razonando de forma analoga al caso anterior podemos verificar que

f2k($0) — _62]6 (5150 1 ) 1

fzk(fUO):—ﬁ%(ﬂ?o—ﬁ_li_l)ﬂLﬁil>0
= f2k+1(x0>:_52k+1 <x0_ﬁ—1i_1>_5—1i_1<0
i a2 1 1

Asi
1

_ ey (L
Gr1- 7 Gm 6+1>'

17
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De donde

1 1
2%k _ 2%k _
¥ (xo) = £p (mo B+1>+6+1, Vk € N.
Por lo tanto
f2n($0)—71 =" gg — —— Vn € N
g+1 g+1 ’ '

]

Lema 2.1.2. Supongamos que 5 € (0,1), zp € Ry f(z) = fz—g(z) con g la funcién
dada por (2.2)). Si

1
0 < |xg+ < .
T BT g1

Entonces
1
2n 2n
To) + ——| = To+ ——|, Vn € N.
P (a0) + g | = B e g

Demostracion. Razonando de forma analoga al Lema tenemos que

1
B

Para n = 1. Si 7y < 0 entonces f!(zg) = f(xo) = Bro — g(xo) = Pfwo + 1. Luego, si

< x9 < 0. Luego usando induccion.

—% < xg, entonces —1 < g esto es fxg+ 1 > 0y asi f(xg) = frg+ 1> 0.

Ahora,

F2 (o) = f(f(w0)) = f(Bxo+ 1) = B(Bro + 1) — g(Bao + 1) = foxo+ 5 — 1.

Por lo tanto, f2(zg) = B%xo + 8 — 1. Asi

f%%)+ﬁi1w=6%m+ﬁ—1+ﬁi¢:zk%m+<ﬁ—1+ﬁilﬂ
e B—-1+1] |, 2
5“+5+1w—5%+5+ﬂ
:62x°+6~1%1 ya que 32 > 0.

Supongamos que se cumple para n = k, esto es,

P + 5] =

1
B+l TR

B+1

Y
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y veamos que se cumple para n = k + 1. En efecto, como

2k 2k
PH@) + 5] = o+ 5]
entonces
2k _ 2k 1 . 1
[ (wo) = £ <$0+6+1> i1
Luego

- 1y
f2@®_52<%+6+1> B+l

De manera andoga al Lema podemos verificar que

f%@wzﬁ%(%+ﬁi1)_ﬁi1<o

1 1
2k+1 A%+l
= P a) = 5 () 4 g >0
1 1
2642 _ n2k+2 _
= [T (w) =8 <m+6+1> S
Asi
f2(k+1) (x(]) + L BQ(kJrl) To + L
B+1 B+1
Ahora, si
f2k($0) — _52]{? Zo + 1 . 1
g+1 B+1
entonces

f%@@__ﬂ%6%+ﬁil>_ﬂi1<o

2%+1 %kl 1 1

~ f+<%%_/3+<%+ﬁ+1>+ﬁ+1>0
242 %2 1 1

- f+w%%_/3+<%+6+1> B+l

en consecuencia

2(k+1) 1 2(k+1) 1
o) + A G:+B+1>

de donde
1

ﬁ+1>_6+1

19
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Por lo tanto

Fna0) + o ‘ =B

511 , Vn € N.

1
To+
0 ﬁ‘l‘l
[

Lema 2.1.3. Supongamos que § € (0,1) y sea g la funcién dada por (2.2), entonces
para cada zy > 0 existe ng € NU {0} tal que fi(xy) = x; > 0, para 0 < i < ng y

St (wo) = Tng1 < 0.

1
5

Por tanto, si 0 < xp < % podemos tomar ny = 0. Supongamos que xy > % Noétese

Demostracion. Sea xo > 0, entonces x1 = Pxg — 1, luego x1 < 0 si y solo si xg <

que si z; > 0 con 0 < 5 < ng entonces

$1:5$0_1>
1’2:621}0—5—1,

vy = Pro — 7 = B — 1,

v =Frg - - =51,
Ty = BM0mg — B0 — BrO2 i it _gir g
Como xg > %, entonces 1 = g — 1 >0y a9 = B2x9 — 8 — 1, luego x5 < 0 si y solo

si % <z < % + %, podemos tomar ng = 1.
Si w5 > 0, se tiene que z3 = Bxg — 2 — B — 1, de donde x5 < 0 si y solo si
%+é§m0<%—k%—kﬂ%ysepuedetomarn():Q.

De forma recursiva tomamos ng = k si

we[56) - E(G)) -

esto es

20



£~

entonces

BEzg > Bt 4 B2 g B

xp = Braog -t =g - - p—1>0.

Por lo tanto

T = B — 86— B = B g g,

Pero
MO\ /1 1\ /1) 1\ /1"
w3 (5) = () (5) () =+ () < ()
entonces
BkJrle <ﬁk_i_ﬁkfl+5k72+6k73+'”5+1’
y

Thit :BkJrle_ﬁk_ﬂkfl_ﬁk72_5k73_n_ﬂ_1 < 0.

Asi, x;11 < 0. Ahora solo nos resta probar que

- -
0,) Ufk:[O,oo)
L B 5
En efecto. Claramente )
1 oo
O,) U U [k - [0,00)
L B 5

Sea € [0,00), si 0 < & < L, se cumple. Supongamos que % < x < 0o, entonces

podemos tomar k = [A(g4)], ¥ veamos que

_ In(z - Bxr+1)
)\(5155) - _ 111(6) > 1.
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En efecto. Ya que si Ag,) < 1, como 3 < 1, se tiene que —In(5) > 0 y ademas

In(zx — pz+1) < —In(p)

In(z — Bz +1) <In <1>

B
x—ﬁx+1<;
xﬂ—ﬂ)<;—1
xa—m<1;5
:13<5(11__6ﬁ) vaque 1—73>0
r<t
57

lo cual es absurdo, ya que % < z. Por lo tanto Agy) > 1.

Ahora, si k = [Ag)], entonces

In(z — Bz +1)

k< “Tn(B) <k+1
E+1< ln@_ﬁfg(%_ln(ﬁ) < k42

—(k+1)In(p) <In(z — Pz +1) —In(B) < —(k + 2) In(B)

In <ﬂk1+1> <In <x_ﬁﬁz+1> <In <5k1+2>

1 T 1 1
ﬁk+1—g_x+5<5k+2
1 1 x 1 1
— -
B+l 3= 3 grt2 3
1 1 x<1 1
B_Bk+2<x B—E_ﬁkﬂ
1 1 - 1 1 1
JR— x — R —
BB ) =B
L 1\ ) 1\ k+2
5= () <x<3—(ﬂ 1L
1 < T ya que <0
1—5 1—3 16
1



Por lo tanto x € I),. Asi
1 o
[0,) U U ]k: = [0,00)
B
O

Lema 2.1.4. Supongamos que § € (0,1) y sea g la funcién dada por (2.2), entonces
para cada zy < 0 existe ng € NU {0} tal que f'(zo) = 2; < 0 para 0 < i < ny y

frt (o) = Tng1 2 0.

Demostracion. La demostracion es totalmente andloga a la del Lema [2.1.3]

Si0>xg> —%, tomamos ng = 0. Si zg < —% tomamos ng = k con

we 505 0))-n

de forma andloga al lema anterior se tiene que para x; < 0 coni € {0,1,2,...,np},

entonces x,,+1 > 0. Y ademés
° [ 1
U IkU —,O) = (—O0,0).
= Lo

En efecto. Claramente

() 1, —;,0> C (—00,0).
k=1

Sea © € (—00,0), si —% < x < 0. se cumple. Supongamos que xr € (—oo,—%),

entonces podemos tomar £ como la parte entera superior de ¢(3,) donde

~ In(zf -z +1)
()

> 0,

luego
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In(zf6 —z+1)

k< “Tn(3) <k+1
In(zf —x +1) — In(B)
k+1< “Tn(B) <k+2

1 T 1< 1
5k+1<x_B+B—Bk+2
1 1 T 1 1

5k+1 6 6 ﬁk+2 B

1 k+2 1 1 k+1 1

3 — 3 B 3 1
1-1 1-1 3

Por lo tanto x € I),. Asi

Ej Ik U [—;,0) = (—O0,0).

k=1
O]

Teorema 2.1.5. Supongamos que 3 € (0, 1). Entonces la 6rbita O (ﬁ) es periddica

y estable con periodo 2. Ademés para cada zg € R, la érbita O(xg) es asintéticamente

periodica con

1 1
L(xg) = — )
Demostracion. Primero consideremos f(z) = Sz — g(x), entonces a (2.1)), la podemos

reescribir de la siguiente manera

Ty = f(22), n € NU{0}.

24



Ahora, si > 0, entonces 5“ >0yyg (ﬁ) = 1. De donde

1 1 1 1
1) =2 () o () =2 (55 - o
_(ﬂ>_<5+1)_5—5—1__1 |
S \B+1 B+1) B+1  B+1
De forma anéaloga, si 5 > 0, entonces — B+1 <Oyg( %) —1. Asi
LI N N S Y (R p _
f<_5+1)_”8( 6+1> g( 6+1> (5 ) - (25)
_(—6>+<B+1> —B+6+1 1 '
S \B+1 B41 B+1 B+l

Luego, de (2.4) y (2.5) se tiene que

1 1 1 1
f<5+1> RS f<_6+1> RSN

Notese que
0 1 1
d <6+1>_ +1’
1 1 1
Mom) = (o) =i 29)
1

(o)1 () 15t

Esto implica que
o(- )=+ L
p+1 g+1 B+1

es una 6rbita periddica de ([2.1)) con periodo 2.

Mostremos que O (ﬁ) es estable. Sea ¢ > 0 dado y 6 = min {ﬁ, e}. Veamos
que
1

Ty — >

B+1
} por Lema |2.1.1| y dado que

si 0<|rg— —=——|<J entonces <e. VneN (2.7)

p+1

’<6 Con5—m1n{

1

En efecto, si 0 < ‘xo — FD

B—I—l

(5§ﬁy(5§esetiene
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n 1 — n _ 1,
f? ($0)—5+1‘—52 Zo 511

es un punto fijo estable de la dindmica z, 1 = f2(z,).

<pi<d<e (2.8)

1

Esto muestra que 5l

Razonando de forma analoga tenemos que —ﬁ es un punto fijo estable de la

dindmica 2,1 = f*(z,). Sea 6 = min {ﬁ, e}. Entonces
1
o+ o

1
Tn — —_—— =
° ( B+1>‘ B+1
Puesto que 6 < =+ v § < ¢, por Lema [2.1.2|se tiene que
B+1

si 0< < 6. (2.9)

1 1 1
2n 2n
o)+ 5——| = To+—|<|vo+——=| < <Le 2.10

(a0 + 5| = 6 oo+ 5| < ot | <6< (210)
Esto muestra que —ﬁ es un punto fijo estable de la dindmica x, 1 = f*(z,).
Ahora si g € R, entonces zg > 0 0 x < 0.
e Si xyp > 0, podemos probar la siguiente afirmacion.

Afirmacién 2.1.1.
1 9 1
noton — —— = B | Xpy — —— Vn € N.
Tng+2 5+ 1 B (l’ 0 5—1— 1) n

En efecto. Por Lema tenemos que para cada xg > 0 existe ng € N tal
que z; > 0, para cada 0 < 7 < ng y Tpy+1 < 0, entonces z,, > 0, de donde
g(mno-i-l) =—ly Tno+1 = 5‘@710 —1<0.

Por induccién, si n = 1 entonces

Tnot2 = BTpgr1 — 9(Tng11) = B(Brn, — 1) — (=1) = 5233”0 —p+1

entonces
T _Lzﬁ% _54_1_#:5% — 5_1_‘_#
w2 " B+1 " f+1
a2 62—14—1 02 ﬁ2 02 o 1
—5%10—(6_‘_1)—59%0—(6_'_1)—5 (fng m
(2.11)
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Ahora supongamos que se cumple para n = k, esto es

1 2%k 1
Tno+2k — 5 1 =0 <$n0 - B"‘l> )

y veamos que se cumple para n = k + 1. En efecto. Notemos que

1 1
Tno+2k = ﬂQk <xn0 - B + 1) + ﬁ I 17 por H.I

Como z,, > 0, entonces

N ﬁ%( B >> 52kz
p+1)— [+
ok 1 1 sz 1
= b <I ﬂ+1>+ G+1° B+1 A+1
. 1 L1

de donde x,,,or > 0. Entonces g(z,,+2r) = 1. Por tanto

1
Tpo+2k+1 :B (ﬁQk (xno - B‘li‘1> + 6"‘1) -1

— 62k+1 (xno . 1 ) + 6 1

B+1 B+1

_ 2%kl 1 1
=0 <%° 6+1> B+l

Ahora, como fx,, —1 < 0, entonces z,, < %, esto es B2 i, < B?F. Asf

B, (B +1) < B8 +1) (%).

Dado que 3 < 1 se tiene que 3%¢ < 1, luego %+ + B2 < 1 + 8%*1 por tanto

B2(B+1) < 1+ %+ (x,%). Luego por () y (x,*), se tiene que
52k+1$n0(5+ 1) <1 +62k+1

= 62k+1xn0(5 + 1) _ /62k+1 o 1 < 07

2k+1 B%—H 1
= Tng — - < 07
B ° B4+1 B+1
1 1
— 2k+1 T, — _ < 0.
B ° B+1 B+1
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Esto es x,y40r01 < 0, de donde g(zp,12r41) = —1. Se sigue que

1 1
Tno+2k+2 = 5 (62k+1 (Ino - ﬁ‘i‘ 1> - ﬁ‘i‘ 1) +1

)

_ 2k+2 . 1 1
=0 (a;no 5‘1‘1)4—54‘1'

De lo anterior tenemos que

1 1
Tro+2(k+1) — m — ﬁ2(k+1) (-Tno — +> , Vk € N.

Asi,

1 i 1
Tno+2n — ﬁ = /62 (Qj’no — ) s Vn € N.

Queda demostrada la afirmacion.

Ahora tomando limites en ambos lados tenemos que

) 1 o 1
g, (M - M) =l 6 (% - 5“)

Por lo tanto,
1

nli—>nolo Tno+2n = m (212)

Ahora, mostremos la siguiente afirmacion.

Afirmacion 2.1.2.

1 2n+1 1
noition + —— =" 20 ——— ], VneN.
Trotitn T 3T b (xo ﬁ+1> "
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En efecto. Para n = 1, por Lema [2.1.3] si z,,, > 0 para algin ny € N, entonces

Tposr1 = Bn, — 1 < 0, luego xpy10 = 3°Tn, — f+1 >0, ya que f%z,, >0y

—0B+1 >0, entonces
xno+1+2 == 6‘%‘”04*2 - g(xn0+2> = 6(62xn0 - /8 + 1) - 1 = 63xn0 - /B2 + /6 - 1

Luego,
Paorisa + o = By~ B4 B 1 = B, — (B2 f b1 —
no+1+42 B"’l no 5+1 no 5_{_1
63—52+6+62—6+1—1>_53x B

= 10— 57

:53%(’_( B+1

1
:53 <xn0 _B—i—l>

Ahora supongamos que se cumple para n = k, esto es
1 >

L ok
Tno+142k T 311 =p Tng 341

y veamos que se cumple para n = k + 1. En efecto. notemos que

1 1
Tpg+142k = 62k+1 (xno — I 1) — 11 por H.I.

Razonando de manera similar a la afirmacion anterior podemos verificar que

1 1
2k+1
" = e — — <0
Tpg+1t2k = O (xo ﬂ+1> 5+1
= Tpgrogon = B2 (2 — ! + ! > 0,
0 0 /6 + 1 5 + 1
1 1
2k+3
= n == nog - .
Tno+aezk = (330 ﬂ+1> B+1
De lo anterior tenemos que
1 2(k+1)+1 1
= o — ———1, VkeN.
& o T BT

T —
o+1+2(k+1) T 511



En consecuencia

B+1 CB+1

De esta manera, queda demostrada la afirmacién.

1 1
Tpg+ld42n + 55— = 52n+1 (Ino ) ) Vn € N.

Luego, de manera similar a (2,12)) obtenemos

lim =z = ——
el no+1+2n

B+1

De donde,
1 1

L(x(J):{ﬁ—i-l’_ﬁ—l—l} para xg > 0.

Si 9 < 0, por Lema la prueba es totalmente analoga al caso anterior,

estoes z; <0conie€ {0,1,2,--- ,ngp} tal que x,, <0y x,,41 > 1, entonces
1 . 1
Tno+2n + m - 62 <$no + ﬂ“) ) (213)
1 o 1
$n0+2n+1 — ﬁ = 5 an + m . (214)

Por (2,13)) v (2,14) respectivamente, se tiene que

If S
nheo Trot2n = g
, 1
A Tngnin = 5oy
Asi
L(zo) ! ! <0
X = e R — ara X .
0 5 + 1 9 B + 1 p 0

De lo anterior tenemos que para zy € R, se tiene que

1 1

]

Teorema 2.1.6. Supongamos que 3 = 1. Entonces, para cada xo € R, la orbita

O(xg) de (2.1) es eventualmente periédica con periodo 2. Esto es que exite nyg > 1

tal que x,, = Tp,42 vy ademas

O(l’o) = {xo, L1y -3 Tngs Lng+1s Tngs Tng+1y Tngy Tng+1;s - - - }
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Demostracion. Sea xq € R, entonces xg > 0 0 o < 0.

e Sizg >0y S =1,existe ng € NU{0} donde fi(xg) =z; > 0 con 0 <i < ny
tal que z,, > 0y 2,41 < 0. En efecto. Sea xyp > 0 y S = 1, entonces para

fi(wg) = x; > 0 con 0 < i < ny, se tiene que g(z;) =1y

=(xg—1)—1=20—-22>0
= (v0 —2) —
=(20—3)—-1=20-42>0
= ( )

To—4)—1=20—5>0
Tng = BTng—1 — §(Tng—1) = (xo — (no — 1)) = 1 = ;-1 — np > 0.

Ahora, tomemos ng = [zo], esto es ng < xy < ng + 1, luego ,,, = 9 —ng > 0

Y Tpo+1 = To — np — 1 < 0. Por lo tanto,

Tpgt2 = Tngt1 — 9(Tng) = Tpgp1 + 1= —no— 1+ 1 =129 — ng = xp,.

As X420 = T, para algin ng € NU {0}

e Sizg <0y =1,existe ng € NU{0} donde f'(x¢) = x; < 0 con 0 < i < ng

tal que z,, < 0y Zp,41 > 0. En efecto. Sea zp < 0 y S = 1, entonces para
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[ (zg) = z; <0 con 0 < i < ng, se tiene que g(z;) = —1 y ademéds

x1=Prg—g(xg) =20+1<0

(o)
oy =Pr;—g(x) =(xo+1)+1=20+2<0
3= Pry—g(xe) =(vo+2)+1=20+3<0
g =Prs—g(xs) =(ro+3)+1=20+4<0
x5 = Pryg—g(xy) = (o +4)+1=20+5<0

Ty = BTng—1 — §(Tpe—1) = (xo + (R0 — 1)) + 1 = xy—1 + 1o < 0.

Ahora, tomemos ng como la parte entera superior de —x, esto es

nyg < —x9 < no+1, luego x,, = xo+n0 <0y Tpy+1 = xo+n0+1 > 0. Es decir,

Trg+2 = Tng+1 — 9(Tng) = Tngr1 — L =20+ 19+ 1 =1 =20 +ng = Tp,.

Luego p,12 = @p, para algun ny € NU {0}.

Por lo tanto, para cada zp € R existe un entero ng € NU{0} tal que z,,,12 = Zp,-

Asi, la 6rbita

O(:L‘O) - {.’L'(), L1553 Tngs Lng+1s Tngy Tng+1y Tngy Tng+1y - - - }

de (2,1]) es eventualmente periddica con periodo 2.

Ahora consideramos el caso cuando > 1.

Teorema 2.1.7. Sea 5 € (1,00). Entonces (2.1 tiene un punto fijo, y érbitas perio-

dicas de periodos 2 y 4. Suponga que hay un entero positivo k tal que

pH — 2522 41 >0, (2.15)
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entonces, (2.1) tiene una orbita peridédica de periodo 2k. Suponga que hay un entero
positivo k tal que

52k‘+1 _ 252]6—1 -1 Z 0’ (216)

entonces, (12.1) tiene una 6rbita periédica de periodo 2k + 1.

Demostracion. Sea f(x) = px — g(z). Notemos que si > 1, entonces f —1 > 0, lo

que implica que ﬁ > 0, por lo tanto g (ﬁ) = 1. Asi

1 B 1 1 B 153 _
f<6—1>‘5<ﬁ—1>‘9<6—1>‘(6—1) !
B 15} ﬁ—l_ﬁ—ﬁ—f-l_ 1
S B—-1 p—-1  p—-1  p-1

De lo anterior, tenemos que ﬁ es un punto fijo de 1} como en la prueba del Teo-

rema [2.1.5| (véase , y ) tenemos que O (ﬁ) es una Orbita periodica

de periodo 2 de (2.1)).

Ahora, nétese que,

£ B+1Y\  pB+1
62_*_1 _62+1

Dado que 3 > 1, entonces 32 > 3, luego %2 +1 > B3+ 1, de donde 0 < 5@111 < 1, por
B+1

52 +1
B+1\ _ ,(B+1\_ (B+1) [(B+1 B+1Y
fl<ﬁ2+1>f<ﬁ2+1>ﬁ<ﬂ2+1> g<62+1> (ﬁ +1> !
—1
2+1

Bl
_(62+6>_<62+1>_ (62+6—62—1> B
AP+ g2+1) B2 +1 B

lo tanto g < > = 1. De lo anterior se tiene lo siguiente.

Como 3 > 1, entonces 5 —1 >0y 2+1 > 0, por tanto &= > 0, lo que implica que

[EEES]
g (;é;ll) = 1. Asi
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Similar al caso anterior tenemos lo siguiente 5 4+ 1 > 0, entonces —(3 + 1) < 0, de

donde ij:ll < 0, por lo tanto g( 5(2;11)> = —1. Luego

) = (75)) - (éfif))=ﬂ(‘éfil”)—g(‘éfi1”>
() 0= (G )+ ()
()

Puesto que 8 > 1, entonces 1 — 3 < 0, luego —=

) = -1

62+1 < 0, por lo tanto g (

Luego

p+1
f4<ﬁ2+1>

B+1 B 1-8Y\ _ _,(1-08) 1-3
f<f3<62+1>> f<ﬁ2+1>_6<52+1>_9<62+1>

B _(B=p? %41
5(52“) (_1)—<52+1>+<ﬁ2+1>
B-p+p2+1\  [+1

B +1 CEES

, por lo tanto,

B+1>_ B+1

De lo anterior se tiene que f4 <B2 1) T Ead

1)\ Bl Pal Brl Pl Eel
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es una orbita periddica de periodo 4 de (2.1)).

Sea xg € R, entonces xg > 0 0 2y < 0.

e Sizy > 0ysuponemos que (2.15)) se cumple. Construiremos una érbita periddica
O(xg) de periodo 2k tal que

10>0, >0, 22<0, 23<0, (=1)'z;>0

(2.17)
Vi=4,5,...,2k—1, x9p = 2.
Entonces
1= Prg—12>0,
Ty = Pro—f—1<0,
13 = fPrg— - B+1<0,
ry=pag - - +B+1>0,
w5 = fPwg— 1 = P+ B+ B -1<0,
Topq = [ my — B2 _ g3 4 g2k—d | g2k g2k—6
Top = BPmy — BPFL G2 4 g2k | gk goke5 | g2k—6

Nétese que 3 > 1, entonces 82 > 1, de donde 3% — 1 > 0 para Vk € N.

Como 9 = 2, se sigue que

Top = ﬁQkxO o BQk—l o 52k—2 + ﬁ2k_3 + 52k—4 o ﬁ?k—f) R 1

Ty = 62k$0 o BQk—l _ 62k_2 4 ﬁ2k—3 4 BQk—4 _ 62k—5 I |

To — ﬁQkxO —_ _ﬁQkfl . 52]@‘72 + ﬁ2k73 4 /82](?74 . 52]@‘75 + 62k76 S |
BQkxO — X = 62]@—1 + BQk—2 o 52143—3 . 52]{?—4 + /82](:—5 o 62k—6 N |
$0<ﬂ2k . 1) _ 62.%—1 + B2k—2 . B2k—3 o 52k—4 + B2k_5 o 5216—6 N |
621@—1 + BQk—2 _ B2k—3 _ /62]{?—4 + 52k_5 _ /62’6—6 E—

Ty = 52k 1 .
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Asi, tenemos que

621@—1 + 5%_2 o sz—S o 5%—4 4 521@—5 o B%_G 4=
Lo = B2k — 1
(ﬂ + 1)6%71 + 52k72 _ B2k73 _ B2k74 + 6%75 _ 621976 R ——
- (B =1)(B+1)
- 6% + /82]4)71 _ 62k72 _ 62k73 R B + 52k71 + /62k72 _ ﬁ2k73 E—

(B =1)(B+1)
- 62k + 25%71 _ 2B2k73 -1

(6% = 1) (6 +1)

(2.18)

Dado que 3 > 1, entonces 3%* > 1, ademés 252~ > 23%%=3 con k > 3, esto es
[ 423261 2323 _ 1 > (. Por lo tanto

5% + 2B2k71 _ 2/6%73 -1
= DG D) > 0. (2.19)

De lo anterior tenemos que g(x¢) = 1y x1 = fxg— 1, reemplazando xy tenemos

que

Zo

- 6 <B2k) + 252]@‘71 _ 252]{73 _ 1) _1
o FF=1)(E+1)
- 52k+1 + 25% N 2621@72 —B— (52k+1 + 5% —B- 1)
- (6% =1)(B+1)
_ ﬁQk—i—l 4 2B2k . 26%_2 - ﬁ o ﬂ2k+1 o 5% 4 6 41 (2.20)
(6% =1)(B+1)
B /62]6 _ 252k—2 +1
(-1 +)

> 0.

Noétese que si 3 > 1, entonces 23271 > 2y 28262 > 23273 con k > 3, esto es

2B2k—1 + 2ﬁ2k—2 > 2B2k—3 4 27
262]671 o 252]673 1> _262]672 4 1’

52]4: + 262]6—1 o 2/82/{:—3 1> BQk - 252k’—2 + 1
52]{ + 2/82’{)71 _ 252]’673 -1 ﬁZk _ 252]{‘72 +1
I GRS I = VR
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De donde x; < zp. Andlogamente a ([2.18)

Top_1 = BQk—le . 62k_2 . /82](:—3 + 52]{:—4 + BQk—E) o BQk—G Ep——
Sea
>‘,B _ _521@—2 _ sz—s + 5%—4 + 5%_5 . 5213—6 41
entonces
.- (5 + 1)(_5%—2 N 5%—3 +ﬁ2k—4 + 5%—5 B 5%—6 4= 1)
g B+1
_ —5%_1 . ﬁ2k—2 + sz—:a + 62k—4 — B sz—z i 62k—3 + ﬁQk—AL 41
g+1

_52]@‘71 _ 252]?72 + 252k74 -1
B+1
(BQk—l)(_B%—l _ 26%_2 + 252]@—4 _ 1)
(B+1)(B* —1)
_ _64k_1 _ 264k_2 + 2ﬁ4k_4 _ 5% + 52k—1 + 2ﬂ2k_2 _ 2ﬁ2k_4 +1
N (B +1)(5% — 1) '

Luego, za_1 = B2 1zy + g, esto es

okt /82’6 + 2/62]671 o 2/82]{?73 -1
a1 =0 < (5% —1)(B+ 1) ) + e

64k71 + 254k72 _ 2B4k74 _ 5%71
- (B = 1)(5+1)
N _64k_1 _ 254k—2 + 2B4k_4 _ 5% + 62k_1 + 252]4—2 _ 2B2k_4 +1

+

(B+1)(B* —1)
B _5216 + 2521@—2 . 26%_4 +1
B (B+1)(6%* —1)

< 0.

(2.21)

Puesto que por (2.15) 0 < 8?* —24%~2 41, entonces —3% +28%"2 <1 (x),y
dado que B > 1, se tiene que 23%*~* > 2 para todo k > 3, luego —23%*~* < —2.

Asf —28%=4 41 < —1 (#%), sumando en las inecuaciones (%), (**) miembro

a miembro tenemos que —B% 4 2822 — 25%~4 1 1 < 0, y dado que
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(B+1)(B* —1)) > 0, se sigue que zop_; < 0.

Haciendo el mismo razonamiento para xe; o v xg9;_1 con i € {3,4,5,6,--- ,k}

k > 3, se tiene que

_ﬁZk + 2621'72 _ 2521'74 +1
(B+1)(6%* —1)
2k i— i—
x%_2:6 "’252 3_252 5_1
(B+1)(B* —1)

Ahora, como 1 < 3, entonces para k > 3, se tiene que 2 < 23%72 y
23275 < 3273 con i € {3,4,5,6,--- , k}, luego

< 0,

X2i—1 =

> 0,

2/82/671’ +2 < BQk*i +252k72’

ﬁ2k - 2/62k2—2 +1< ﬁ2k + 521’—3 o 2B2i—5 o 17
v — B% _ 26%72 +1 _ 6% + 527;73 _ 2&22‘75 -1 —
(B =1)(B+1) (B =1)(B+1)

Asi, 1 < w99 con k >3yi€{3,4,56,---,k}. Dado que 21 < ¢, entonces
x1 = min {xo, T1, T4, T, , Top—2}-

De manera analoga se prueba que xo < Top_1 V T9;_3 < T9;_1 para

i€{3,4,5,6,---,k} y k> 3. De donde

Top—1 = Max {$2,$3,$5,$7, T ,$2k—1}-

Por lo tanto, si se se cumple (2.15)), la érbita O(xy) donde x( estd definida por
(2.19) satisface a (2.17)) y es una 6rbita peridédica de periodo 2k para ({2.1)).

De forma similar al caso anterior, supongamos que xy > 0y (2.16) se cumple.

Construiremos una 6rbita periddica O(zg) de periodo 2k + 1 tal que
9 >0, 21<0, z9 <0, (—1)233'1 <0,

(2.22)
Vi=3,4,5,--- 2k
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Entonces

x1 = fPreg—1<0,

Ty = (g — f+1<0,

r3= 19— +B+1>0,
xy=Blog - B+ +B-1<0,

x5 =Bry— B+ B+ -B+1>0,

Top = /82]61,0 . 62k71 4 /82]672 + 62k73 _ 52k74 4 62]@‘75 . 1’

Lokl = 52k+1$0 _ ﬁ2k 4 62]{?—1 + BQk—2 _ ﬁ2k—3 =+ 62]{2—4 o BZk—5 S |

Puesto que zox11 = x¢. De forma similar al caso anterior podemos verificar que

para k > 2y i€ {2,3,4,5,--- ,k} se tiene que

B 62k+1 _ 2/62]671 -1

RENCE i
B _B2k+1 _ 2/82]6 + 1
n=GryEraog <
k41 i3
52 +1 2/62 3 1 - 0,

P T (BT (B 1)
vy — _B2k+1 _ 262172 +1
(B —1)(B+1)

Dado que —28%7! < —23% 3 para k > 2y i € {2,3,4,5,--- ,k}, entonces

< 0.

To < Tog—1,y

To = mm{xo, T3, L5, Ly - 71‘21'—1}'

De forma similar podemos ver que x; < x9; o < Tg9;, para k > 2y

i€{2,3,4,5,--+ ,k} esto es,
Lo = maX{iL‘l, Loy Ty, Ty« - 7‘1'2]6}'

Por lo tanto, se cumple (2.16]). La érbita O(zy) satisface a (2.22]) y es una érbita
periédica de periodo 2k + 1 para (2.1)).
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e Sizy < 0, totalmente andlogo al caso anterior. Supongamos que (2.15)) se cum-

ple. Construiremos una érbita periédica O(xg) de periodo 2k tal que

o <0, 21 <0, 29>0, z3>0, (—1)1371 <0,
(2.23)

Vi:4,5,...,2k—1, Top = X.

_ 6% + 26%_1 _ 2/82]6—3 -1
2o = ( TG ) < 0, (2.24)
B _(/62]6 _ 252]{72 + 1)
ey 229

/82’6 - 2/62]672 + 2/62]{?74 -1

Tok—1 = (ﬁ n 1)(62k — 1) > 0. (226)
También se puede verificar que
Ty = méX{l’o,l’h L2, Tgy L6y ™" ,1’2k—2}7
Togp—1 = mfﬂ{@, L3, L5y Ly 7x2k71}-

Por lo tanto, se verifica (2.15]). La érbita O(zg) donde z estd definida por ([2.24])
satisface (2.23) y es una orbita peridédica de periodo 2k para (2.1).

De forma similar al caso anterior, supongamos que xy < 0 y (2.16) se cumple.

Construiremos una 6rbita periddica O(zy) de periodo 2k + 1 tal que

90 <0, x>0, 23>0, (=1)a; >0,
(2.27)

Vi=3,4,5,---,2k.

También podemos verificar que

B _<62k+1 o 25%—1 o 1)

o —

Gy =

B _62k+1 _ 25%—2 +1

Lok = (B DB+ 1) > 0.
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y ademaés

To = max{xo,xg, T5, L7, L9, """ ,$2k—1}
Tor = min{xy, 2o, Ty, T, - -+, Top )

Por lo tanto, se satiface ([2.16)). La érbita O(xy) cumple con (2.27)) y es una
6rbita periddica de periodo 2k + 1 para ([2.1)).

O
Observacién 1. Si § > 1, entonces ([2.15)) siempre se cumple para k = 1, 2.
Consideremos el siguiente polinomio
Pu(z) =2 -22"*2+1=0 Vk>3. (2.28)

Luego, por un simple calculo podemos ver que

pk( 2_;)_<2_;)’“_2(2_;)’“+1

Ahora veamos que

P 2—g <0 VkE>3 +— <2—2>k_1>k k>3
AUV Tk = k 2 =
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En efecto. Para k = 3, tenemos que

7 N N
[\ (=)
| wl |

[GCRN ) [\

— —

w w
Lot
V vV

Ahora, supongamos que se cumple para k = n y veamos que se cumple para k = n+1.
En efecto. Por H.I tenemos que
2\" ! n
2—— > — Vn >3 2.29
( n> 2 "= ( )

Notese que para n > 3, se tiene que 2 — % > 0 multiplicamos este nimero en la

desigualdad ([2.29)), lo cual permite

(2 B fz) (2 B Z);:L i <2 B f) g (2.30)
(2-5) »n-t

Ahora bién, tenemos que

n >3,
2n—2>n+1,
(2.31)
2(n—1) >n+1,
n—12n+1.

Luego por (2.30) v (2.31)) se tiene que

2\" 1
(2—) )
n 2

42



Asi

/ 2

Es facil ver que Py(v/2) = 1 > 0, luego por Teorema [1.2.1|existe oy, € (\/ % \/_)
tal que Py(ax) = 0. Ademas

lim 2—— \/——llm\/_ = klimozk.:\/ﬁ.
— 00

k—o0

De todo lo anterior, se concluye que (2.15)) siempre se cumple para 3 > v/2.

Ahora, consideremos el siguiente polinomio

Es facil ver que Qx(v/2) = —1 < 0. También podemos calcular @y, (H

Qu(x) = 221 — 2221 _ 1,

5) , esto es

2k+1 2k—1
1
Ly ( + \/5> .

Claramente

De lo anterior tenemos que si k = 1, entonces ()4 (

- 2

Qk<1+2\/5>20, VkeN <1+2V5>2k1><1+\/5>.

)—OyQ <1+‘f)>0para

todo k > 2. Luego Q1(v/2) < 0 < Qy (H‘[) para todo k£ > 2, entonces por Teorema

1.2.1

existe \, € <\/§, HT\@) tal que Qr(A\x) = 0, para todo k > 2. Se quiere probar

que Qx(B) > 0si 5 > A\x. Notemos que

Qi (x) = (2k + 1) — 2(2k — 1)2*2
= 372k_2[l’2(2k + 1) . (4]{ B 2)]
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Si k > 2 entonces

Qi(x) =0 & =0 o z=+

Como nos interesa las raices positivas, podemos considerar

:L‘k:\/4k_2: 2—i con k> 2.
2k +1 2k +1

Es facil verificar que Q) () < 0siz € (0,z5) y Q)(z) > 0 si x € (24, +00) para todo

k > 2. Por lo tanto Qx(z) es creciente en (z,+00) para todo k > 2, en particular en

(\/ﬁ, 1+72\/5) C (xg, +00). Como N\ € (\/5, 1+2\/5), entonces Qi () > Qr(Ax) para todo
1+v5
2.

x > M. De todo lo anterior, se concluye que ([2.16)) siempre se cumple para 5 >

Con base en la Observacion [I]y el Teorema [2.1.7tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.1.8. Si se cumple, tiene orbitas periddicas de periodo
2k, 2k — 2,2k — 4,...,4,2 y un punto fijo. Si (2.16)) se cumple tiene orbitas
periddicas de periodo 2k + 1,2k + 3,2k + 5, . ... Especificamente para § € [\/5, 00),
tiene 6rbita periddica de periodos pares arbitrarios; para S € [HT‘/g, oo), 1’

tiene Orbita periddica de periodos impares arbitrarios

Demostracion. Supongamos que 3 € [v/2,00), por la Observacién [1] se tiene que
[ > ay para todo k € N y ([2.15)) siempre se cumple para todo k € N, en particular

para i € {1,2,3,...,k}. Luego por Teorema se sigue que (2.1]) tiene érbitas
periddicas de periodo 2i, es decir ([2.1]) tiene érbita periddica de periodos pares arbi-

trarios, y ﬁ es un punto fijo de 1}

1+5
2

Supongamos que € [ , oo) , por la Observaciénse tiene que 3 > \; para
todo k € Ny (12,16) siempre se cumple para todo k € N, en particular para
i€41,2,3,...,k}. Luego por Teorema [2.1.7] se sigue que (2.1)) tiene 6rbita peri6-

dica de periodos impares arbitrarios. O
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2.2. ¢ es una funcién sigmoidea

En esta seccion trabajaremos con una no linealidad g sigmoidea, es decir, una

funcion tal que existen constantes positivas r y € tales que

lg(x) = 1| <e si x>,
(2.32)
lg(z)+ 1] <e si o< —r.

2

Lema 2.2.1. Sean 3 € (<1+\/5> ,oo) y g(z) la funcién dada por . Entonces la

orbita O (B Zﬁ Il> es periddica con periodo tres.

Demostracion. En efecto. Dado que 3 > 1, entonces 32 > 3 > 1, de donde

B2+ 5 —1>0,y puesto que 82 —1 > 0, se sigue que zg = ﬂ;ﬁle > 0. Asi

2 . 3 2 __n_ Q3 2 _
f(xo>:5<ﬁ+61>_1:<5+6 B 6+1>:B B+1

F -1 -1 F—1

5 B —-p+1 - B-p+p-p24+1\ - +p+1
B B -1 I T

Ahora, dado que 5 > 12—‘/5, entonces

= 28-1>+5,

— 48 _48+1>5,
= 4% —48—-4>0,
= F-p5-1>0,
= —f+5+1<0.
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-+ pB+1

Y puesto que zz—; > 0, entonces 2 (xo) = 55 < 0, de donde
Pl =g (22BN (S4B Frs-1
AR B F -1 I T

Esto es

B-p+1

f(fL’(]) = ﬁ > 0,
-2+ 6+1
o =g <0
2+p-1
fP (o) = %$0>0-
Por lo tanto, la érbita O (5 i;f Il) es una orbita periddica de periodo tres.
O

Teorema 2.2.2. Supongamos que [ € <1+2\/5 , oo), re (0 , (’6;;?;)1)) , g es continua
en R y satisface ([2.32)). Si

1 1 32 —pB-1 S 4 4 2 1

62<1+62+54><53—1 T) +;2<3+6+52+63+64>
% 1 2 1 82— 8 B2_8—1 2
w( 5*@*@*&)(@—1‘0§</ﬁﬂ ‘ﬁ

para cada m € N, entonces la ecuacién ([2.1)) tiene una érbita periédica de periodo m.

(2.33)

Demostracion. Primero probaremos que ([2.1)) tiene una érbita peridédica de periodo

3. En efecto, reescribimos ([2.1]) como

Tpy1 = 61‘71 - g(ZEn)

= Bz, = Tpp1 + g(a:n),

2.34
N — Tn+1 —0—9(1377,)7 ( )
B
= ! + L ()
Ty = =Ty *g Tn)-
gt g

Ahora, mostremos que
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1 1

Ynt1 = Byn + Bg(yn—2), (2.35)

tiene una solucion {y;} de periodo 3. Entonces O(yy) es una orbita periédica de

periodo 3 de ({2.1)).
Si y_a, Y_1, Yo estan dados por (2.35)), tenemos

1 1

Y1 = Byo + 59(9—2)7
1 1 1
Y2 = @yo + @9(2/—2) + Bg(yq), (2.36)

1 1 1 1
Yz = E?Jo + @g(y_z) + @g(y—l) + BQ(?JO)-

Luego, definimos una funcién H : R® — R3, dada por H(y1, y2, y3) = (21, 22, 23)

donde

5= gus + 59()
1—593 59917

Z = 51293 + BIQQ(%) + ;9(312)7 (2.37)
23 = 5133/3 + 5139(%) + ;29(92) + ;g(yg)-

Ahora, sea § = (7, . J3), dada por

a2
?Jl:fQ(mO):ﬁﬁ:—_ﬁl—H<0a

2 _
y2:f(370):ﬁﬂgfl+l>0a

2 _
SEREEITE

Del Lema podemos reescribir a 7, ¥, vy U3 de la siguiente manera

BB —1) BB —1) BB —1)

=Y.

1 1 1(p*+p-1 -1 =B +p+B  B(=P+B8+1)
ﬁy3_5‘5< F -1 )‘ B
A+
=51
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De manera similar para 7, y 73. Asi

_ 1_ 1
I = Bys B
_ 1_ 1 1
Y = @93 - @—'_Ba (2.38)
_ 1_ 1 1 1
BT Eh T E T \BR )
Si 3 — 07 + (92— 2 + (95 — Fa)? < 80 = Z581 — 1, entonces
(1 = 50)° + (g2 = 72)° + (3 = 73)* < & (2.39)

Y puesto que y» # Y € Y3 7 U, entonces (ya — Gp)* + (Y3 — J3)* > 0, de donde

(yl _yl)Q < 637
= 11 — Y < oo,
= y1<y1+50,
—+p+1 F-p-1
+ -,
B -1 F -1

= Yy < —r.

= 1y <

De manera similar para vy, e ys, esto es.

_ F-=p+1 p-p-1 2
Y2 > Yy — 0 = I R +r:ﬁ3_1+7“27", (2.40)
2 -1 2 p—1 2
y3293—50255—§€1 —65361 +T=B3€1+T2T7

En vista de (2.37)), (2.38]), obtenemos

g =L +1()_<1_J>_1 B
1= Y1 = 2Ys hn ﬁyg 3 —53/3 5y3 5991 3



Luego por (2.39)) se tiene que |ys — Ts| < dp. Y notando (2.32)), tenemos que

erJZ;@rwﬂ+
1
f5 il
=gt ge

De forma anéloga

;wm+w

1
\ys — 3| + B' g(y1) + 1

1 1
Zo — yz‘_ﬁzéo—i‘(ﬁ 52>

1 1 1
. yﬂ—@%+<6+w+69

Notese que

1 200€ 1 €2 2 1
=52 0
5°+x%<ﬁ @) &G’ﬂ BJ
1 1 1 2
(25 —73)* < ( 50+<ﬁ+ﬁ2+53>>

152+250€< +1+1> 62<1+2+3+2+1>
- pr\p poopt) B g prop g
Luegopor

(=1 —?1)2 + (22 — ?2)2 + (23 — 53) _512 (1 + 512 + 514> 5§+

€2< 4+4+2+1>
2 poprp B

250€ 1 2 1 1
B L

_|_

e\ s
g-p-1_ Y
(")
— 5.
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Entonces ‘H mapea

N(?? 60) = {(y17y27y3) € R3 : (yl - ?1)2 + (y2 - y2)2 + <y3 - y3>2 S 5(2)}7

en N(7,dg). Luego, por el Teorema H tiene un punto fijo (y5, y5,v3) € N(7, do).

Ast (yf,u5,y5) = (21, 22, 23) sty solo si y_o =¥}, y-1 = ¥a ¥ Yo = vs, esto es

y1—6y3 69?/1,

1 1 1
Y2 = @93 + @g(yl) + 59(92)»

1 1 1 1
Ys = @Z/rs + @g(yﬁ + EQ(%) + Eg(ya)-

Lo cual implica que es una solucién periédica de periodo 3 de (2.35]). Se sigue que
para 0 < n < 3, tenemos que

1 1
Ynt1 = Byn + Bg(ynﬂ),

5yn+1 = Un + g(yn-i-l)a (2'41)

Yn = BYns1 — 9<yn+1)'

Por lo tanto podemos ver la equivalencia que tiene (2.41)) con (2.1)) ya que yo = y3 y
y1 = Py2 — g(y2) mientras que x3 = frz — g(z2).

Y2 = PByo — g(yo) mientras que x1 = fzo — g(xo).
ys = By1 — g(y1) mientras que x2 = Py — g(z1).
Como v, y x, estan bajo las mismas condiciones de g y 3, ademas y; = x3 = o,
Yo = T1 Y Y3 = T, entonces la solucion de (2.41]) también es es una solucién de (2.1))

periddica de periodo 3 de (2.1). Luego por Teorema se tiene que, para cada
m € N la ecuacién (2.1)) tiene una 6rbita periédica de periodo m.

O
Ejemplo 3. Sea g.(z) la funcién dada en el Ejemplo [1] entonces
l—e®—-1—-e“ —2e™ " 20
() — 1] = _ - . 2.42
D e R = v =

20



Ahora, si z,¢,7 € R tal que x > r > 0 con ¢ > 0, y dado que (1 + e~ ") > 1, entonces

—cx < —cr

e—CCﬂ S 6—07‘

efcz S efcr(l _'_ efca:) (243>
26—03/‘ S 26—67‘(1 + e—ca:)
2 —CT
67 S 2€_CT'
1+ece

Asi, de (2.42) y (2.45)), se tiene que |g.(x) — 1] < 2e " six >r > 0.

Razonando de forma analoga, tenemos que

B 2
1 4eer’

1_€—cx+ 1+e—CCE

c 1=
|ge() + 1 =

(2.44)

_' 2
14

Sixz < —r <0, entonces

cr < —cx

e < e

e’ <14+e ™ (2.45)
2e7 < 2(1+e )

2 _
<2
T4ee =

Luego, por (2.42)) y (2.45)), se tiene que |g.(z) + 1] < 2e " six < —r < 0.

Ahora, tomemos 0 < € < 2, entonces 1 < %, se sigue que In (%) > 0, y dado que

r > 0, de donde % > 0. Sea ¢ > %ln (2) > 0, luego

€



Luego, por ([2.46)), se tiene que

ge(z) — 1| <€, si x>

’gc<x) + 1‘ <e si z<—r

Asumiremos que 3 € ((1+2\/5) , oo)7 re (O , (ﬂfﬁ;%)”) y claramente g.(z) es conti-

nua en R, entonces por (2.32)) podemos decir que g. = ¢g. Y por Teorema
Tny1 = BTn — ge(Tn), n=20,1,2...,

tiene 6rbitas periddicas de periodos arbitrarios, siempre que ([2.33) se cumpla.

Veamos que si tomamos 5 = 2, ¢ = 12 y 2y = 0.434 del ejemplo anterior, tenemos
que T,11 = Br, — go(Tn), n=0,1,2..., tiene Orbitas periddicas de periodo 56,

como se muestra en la siguiente gréfica.

g(x)=2x - («*(12x) - Iterate Reset Ener yﬂ%gaﬁe nere Movg: 39 0.1778 B
. 40  0.4326
X=0.434 D Show details = | == 4 01237
é ) 42 0.3831
oom:

0, 43 -0.2138
44 04296
03 45 -0.1292
46  0.3916
47 -0.1988
02 48 0.4339
49 -0.1214
50  0.3793
o 51 -0.2208
52 0.4265
5 53 -0.1351
] 08 06 04 | 02 n 06 08 54  0.3997
55 -0.1841

o 56 0.434

= ‘\
Figura 2.1:
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Ahora, tomemos = 4, ¢ = 15 y xg = 0.166 del ejemplo anterior, tenemos que
Tt = Brn — ge(Tn), n=20,1,2..., tiene érbitas periddicas de periodo 39, como

se muestra en la siguiente grafica.

g(x)= 4x - (M(15x) - lterate | Reset Enter your name “e'e! ! Move: 25  0.1391 *
. 26 -0.2228
x(=0.166 D Show details 0.25 / - — 27  0.0408
* - 1
28 -0.133
y Zoom:
/ s 29 0.2286
/ 30 -0.0229
o 31 0.0784
v 32 -0.2148
/’ 33 0.064
] il > 34 -0.1903
v 4 35 0.1298
/ L X 36 -0.231
05 04 03 I E K o[t 0 [ 03 04 05 06 07 08 37  0.0153
i || A RN 38 -0.053
#0.0
39 0.1659
y
# 01
/ -
// -0.15
/"/
)i
g 02

Figura 2.2:

23
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