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Resumen

En el presente trabajo hacemos uso de uno de los operadores mas importantes en
el andlisis de Fourier, el cual recibe el nombre de la Transformada de Fourier y
mostramos algunas de sus propiedades. Luego, extendemos el operador transformada
de Fourier a funcionales lineales continuos definidos sobre espacios de prueba, cuyos
funcionales reciben el nombre de distribuciones, centraremos nuestro estudio en el
caso particular de las denominadas distribuciones temperadas, ya que a través de
estas distribuciones y los espacios LP definiremos nuestro objetivo que son los llamados
espacios de Sobolev y junto con ello demostraremos algunas de sus propiedades mas
importantes.

Palabras claves: Clase de Schwartz, distribuciones temperadas y espacios de

Sobolev.
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Abstract

In the present work we make use of one of the most important operators in Fourier
analysis, which receives the name of Fourier Transform and we show some proper-
ties. Then, we extend the Fourier transform operator to continuous linear functionals
defined on test spaces, whose functionals are called distributions, we will focus our
study on the particular case of the so-called tempered distributions, since through
these distributions and the spaces LP we will define our objective, which are the so-
called Sobolev spaces, and together with this we will demonstrate some of its most
important properties.

Keywords: Schwartz class, tempered distributions and Sobolev spaces..
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Introduccion

El estudio realizado por Lebesgue y Borel, trajo consigo una clase de espacios de
funciones muy importantes en areas como el andlisis funcional y las EDPs, llamado
espacios de Lebesgue LP. La riqueza en propiedades de estos espacios les ha permi-
tido a los matematicos idear nuevas estructuras de espacios de funciones tutiles en el
estudio de EDPs.

Uno de los operadores méas importante en el andalisis de Fourier, recibe el nombre de
transformada de Fourier, que debido a su avance a las distribuciones tuvo un creci-
miento notorio, tanto que, con las propiedades fundamentales de la transformada de
Fourier de distribuciones y los espacios L, se llega a la introducciéon de la definicién
de los espacios de Sobolev H*. Espacios que al pasar del tiempo han mostrado ser los
que reunen las condiciones necesarias para hallar soluciones de EDPs no lineales, fue-
ron introducidos por Sergei L’vovich Sobolev (1930). Al definir las normas de Sobolev
obtenemos estimaciones muy buenas que son herramientas muy usuales para probar

la existencia y regularidad de soluciones para ecuaciones con derivadas parciales.

En el primer Capitulo, se enuncian definiciones y teoremas que resultan ser necesarios
en el desarrollo de este trabajo. En el Capitulo 2, definimos el operador transformada
de Fourier y mostramos algunas propiedades. Seguidamente, en el Capitulo 3, se in-
troducen las funciones de Prueba y las distribuciones, nos centraremos en el estudio
de las distribuciones temperadas, extendiendo asi la transformada de Fourier para
distribuciones temperadas. Finalmente, en el Capitulo 4, se da la definiciéon de los

espacios de Sobolev, y mostramos algunas de sus propiedades mas importantes.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se daran algunas definiciones y se enunciaran algunos teoremas
que seran de gran utilidad a lo largo de este trabajo, no se incluyen las demostraciones
por ser temas clasicos del andlisis matematico; sin embargo, daremos las referencias

adecuadas donde se pueda consultar cualquier demostracion.

1.1. Resultados de la Integral de Lebesgue

En esta seccién introduciremos algunos resultados considerados muy usuales sobre
la integral de Lebesgue.

Empezaremos dando la definiciéon de una funciéon Lebesgue medible.

Definicién 1.1.1. Si f : (R", L(R")) — (R, B(R)) es una funcién medible, diremos
que f es una funcién Lebesgue medible. Donde, £(R") y B(R) denotan la o—algebra

de Lebesgue en R™ y la o—algebra de Borel en R respectivamente.

Lema 1.1.1. (Lema de Fatou). Sea {fx}ren una sucesiéon de funciones Lebesgue

medibles en R", tal que f; : R"™ — [0, co] para todo k € N. Entonces

/ <lim inf fk) dz < lfm fnf / Fodz
in k—ro0 k—ro0 in

Demostracion. Véase Jones [2], Pag 129]. O



Teorema 1.1.2. (Teorema Convergencia Dominada Lebesgue). Sea { fi }reny una su-
cesion de funciones Lebesgue medibles en R", tal que fj, : R" — [—00, 00| para todo
k € N. Suponga que la sucesiéon converge puntualmente en c.t.p. de R" a la funcién

f. Esto es
f=1lim fy en ctp. de R".
k—o00
Si existe una funcién g € L'(R™) con g > 0 tal que
|fel <g en ctp. de R"; paratodo k€N,

entonces f € L'(R") y

/ fde = lim / fud.
n k—o0

Rn

Demostracion. Véase Jones [[2 Pg 133]. O

Definicién 1.1.2. Si f : R" xR™ — R es una funcién y y € R" fijo, definiremos la

funcién f, : R" — R por
fy(x) = f(z,y), paratodo ze€R"

a la cual llamaremos seccién de f determinada por y.

Para més informacién ver Jones [2/, Pag 180].

Teorema 1.1.3. (Teorema de Fubini). Sea f una funcién en L'(R™ x R"). Entonces
la funcién f, € L*(R"), y
F(y) = [ fy(a)de
Rn

existe en c.t.p. y € R". Ademds, F € L'(R") y

[Fway= [ e

R" R" X R"
Demostracion. Véase Jones [2|, Pag 189]. O
Teorema 1.1.4. (Teorema del Cambio de Variable). Sean A y B subconjuntos abier-

tosen R"y ® : A — B una funcién biyectiva, tal que ®, ! € C'(R"). Supongamos

3



que f es una funciéon Lebesgue medible sobre B. Entonces f o ® es una funcién Le-

besgue medible sobre A y

[ fwdy = [ f(@()|I(x)ldr. (1)

B A

Aqui, |J(z)| es el determinante Jacobiano de ® en x.

Demostracion. Véase Jones [2|, Pag 502]. O]
La formula (1.1) es se satisface en dos sentidos:

1. Si f > 0 entonces (1.1) se cumple,

2. En el caso general, f € L'(B) siy sélosi fo® € L'(A), y entonces la férmula es

valida.

Teorema 1.1.5. Si f : [a,b] C R — R es continua en [a, b] y diferenciable en (a, b),

entonces existe ¢ € (a,b) tal que,
f() = f(a) = f'(e)(b - a).
Una generalizacion del teorema anterior para funciones de R" en R es la siguiente:

Teorema 1.1.6. (Teorema del valor medio en R"). Sea ¥ : A C R" — R una
funcién diferenciable en A un subconjunto abierto en R". Sean a € Ay a + h € A.

Si A contiene al segmento
I{a;a+h) ={a+th:te0,1]}
que une a con a + h. Entonces existe ¢ € I(a;a + h) tal que,
U(a+h)—V(a) =VY(c) - h.

Demostracion. Véase Bredon [12] Pag 63.] ]



1.2. Espacios LY(R") y Convolucién

Denotaremos por (R", L, 1) el espacio de Lebesgue donde £ = L(R") es la
o—algebra de Lebesgue y i la medida de Lebesgue.

Definicién 1.2.1. Sean p € [1,00) y f : R” — R una funcién Lebesgue medible en

R™. Diremos que f € LP(R") o f € LP(R", L, u) si
/ |f|Pdz < oco.
Rn

Si f € LP(R"™), la norma de f en LP(R") es el nimero

1/p
11l = (R/ \f|pda:)

Definicién 1.2.2. Si p = co. Denotamos por L>*(R"™) o L*(R", L, i) al conjunto de
todas las funciones Lebesgue medibles esencialmente acotadas sobre R"™ . Ademas, la

norma de una funcién f € L>*(R") es el nimero
| fllo =mf{M >0:|f(x)] <M para ctp. zeR"}.
Si f es una funcién continua sobre R" definimos || || = sup{|f(z)|: z € R"}.
Para p € [1, 00|, denotamos por p’ al conjugado de Hoélder de p el cual satisface

-+ - — 1
p p

Teorema 1.2.1. (Desigualdad de Hoélder). Sean p € [1,00], f € LP(R") y

g € LP (R™). Entonces fg € L'(R") y ademés

L/ f(@)g(a)da

Demostracion. Véase M. Ruzhansky ﬂg], Pég 230]. O

< 17 lpllgllp-

Como consecuencia de la desigualdad de Holder tenemos el siguiente resultado

Corolario 1.2.2. Sean p,q,r € [1,00] con * = %4— %. Si felP(R")yge LYR")

entonces fg € L"(R"). Ademas se tiene la estimacion

1Fgllr < [ f1lpllgllg- (1.2)

5



Demostracion. Note que, 1 = ﬁ + # y por desigualdad de Holder

[1rardz = [1fFlglde < IFF lplllal e = 1 £ 5l0l;
R™ R™

Por lo que se satisface (1.2). O

Corolario 1.2.3. Si 1 < p <r < o0, entonces LP(R") N L>*(R™) C L"(R"). Ademas,
si f € LP(R") N L*(R"), entonces

LA < AU LA™
Demostracion. Véase Jones [2 Pag 242.] O

Teorema 1.2.4. (Teorema Riesz-Fischer). Para 1 < p < oo, LP(R", L, 1) es un

espacio de Banach.

Demostracién. Véase [[2], Pag 232]. O
Teorema 1.2.5. (Densidad). Para 1 < p < oo. Entonces C2°(R"™) es denso LP(R").
Demostracidn. Véase [[2], Pag 245]. O

Definicién 1.2.3. Sean f y g funciones Lebesgue medibles sobre R" denotamos por

f * g ala convolucion de f y g definida como sigue

(f #9)@) = [ Jz = p)g(y)dy, paratodo € R".
J

El operador convolucion es conmutativo, asociativo y distributivo con respecto a la

suma. Es decir,

1. frg=gx/.

2. (fxg)xh=fx(g*h)

3. frlg+h)=(f*g)+(fxh)

Como consecuencia de la definicién anterior tenemos los siguientes resultados.



Teorema 1.2.6. (Teorema de Young). Sean p, q,r € [1, 00| tales que

Si f e LP(R") y g € LY(R"), entonces f * g existe en c.t.p. y f*g € L"(R"). Ademés

1 * gl < [ £llpllgllq-
Demostracion. Véase F. Linares, G.Ponce , Pag 28]. O

Teorema 1.2.7. (Identidad Aproximada). Sea {¢y }ren una sucesion de funciones

en L'(R") tal que

1. lim /qbkdx = ¢ existe;

k—00
Rn
2. Para todo k € N, [ |¢x|dx < M para alguna constante finita M > 0;
Rn

3. para todo r > 0,

k—o0
|z =7

lim / \6p(z)|dz = 0.
Entonces para cada f € LP(R"), con 1 < p < o0,

Jim |[f + o —cfl, = 0.

Demostracién. Véase [2], Pag 285]. O

1.3. Algunos Resultados del Analisis Funcional

Definiciéon 1.3.1. (Operador Lineal Acotado). Sean X y Y espacios normados y
L : X — Y un operador lineal. Diremos que L es un operador lineal acotado si

existe un numero real c¢ tal que
|Lz|ly <c¢||z||x paratodo z€ X.

Teorema 1.3.1. Sean X y Y espacios normados y L : X — Y un operador lineal,

entonces:



1. L es continuo si y solo si L es acotado.
2. Si L es continuo en un solo punto entonces L es continuo.
Demostracién. Véase [3], Pag 97.] O

Teorema 1.3.2. ( Extension Lineal Acotada). Sea L : X — Y un operador lineal
acotado con X un espacio normado y Y un espacio de Banach. Entonces L tiene una
extensién L : X — Y donde L es un operador lineal acotado con norma || L = ||L]|.

Aqui, X denota la clausura de X.
Demostracién. Véase [3], Pag 100.] O

Definicién 1.3.2. (Funcional Lineal Acotado). Un funcional lineal h : X — K
donde X es un espacio normado y K es el campo escalar de X, es un funcional lineal

acotado si existe ¢ un nimero real tal que
|h(z)| < c||z||x, paratodo =z € X.

Definicién 1.3.3. (Espacio Dual X’). Sea X un espacio normado. Entonces el con-
junto de todos los funcionales lineales acotados sobre X es un espacio normado, al

cual llamaremos el espacio dual de X que denotaremos por X’.

Definicién 1.3.4. (Operador—Adjunto de Hilbert L*). Sea L : H; — Hj un opera-
dor lineal acotado donde H;, H, son espacios de Hilbert. Entonces el operador—adjunto

de Hilbert de L denotado por L* es el operador
L H2 — Hl
tal que para todo x € Hy y y € Hy se cumple que

(Lz,y) = (x,L"y).



Capitulo 2

Transformada de Fourier de

funciones en L!(R")

En este capitulo presentamos la definiciéon de la transformada de Fourier para
funciones Lebesgue integrables, este operador se consiedra uno de los mas importantes
en el andlisis de Fourier, demostraremos algunas de sus propiedades. Seguido que por
medio de la transformada obtendremos la férmula de inversiéon de Fourier y con ello
algunas propiedades interesantes. Luego, restringimos la transformada de Fourier a
una clase de funciones mas pequenas que recibiran el nombre de las clase de Schwartz,
por ultimo extendemos la definicién de la transformada de Fourier a los espacios

L*(R™) que recibira el nombre de la transformada de Fourier-Plancherel.

2.1. Transformada de Fourier en L' (R")

En esta seccién definimos la transformada de Fourier de funciones en L'(R")
que fueron introducidas por el matematico frances Joseph Fourier en (J.B.J. Fourier

,) y demostraremos algunas de sus propiedades.

Definicién 2.1.1. Si f € L'(R"), la transformada de Fourier de f denotada por f

es la funcién f : R® —s C definida por

f(g) = /f(a:)e’i‘”'gdx, para todo & € R".

R



Nétese que f(€) estd bien definida para todo & € R", ya que |f(z)e €| = | f(z)].

Ahora continuamos con algunas propiedades de la transformada de Fourier. Antes
de eso, introduciremos algunas notaciones. Para una funciéon f medible en R", y € R"

fijo y @ > 0 definiremos la traslacion, dilatacion y reflexion de f por

Proposicién 2.1.1. Dadas funciones f,g € L'(R"),n,y € R" y a > 0.

— ~

(1) bf +9(&) =bf (&) + g(&) para todo b € C. (Linealidad).

~

(2) [f(©] < [If]lh para todo £ € R™.

(3) f es una funcién continua en R". Mas ain f es uniformemente continua en R™ .
(4) f e L*[R") y ademds || fllo < [[f]1-

) [ f()de = F(0).

—_— ~

(6) fxg(&) = f(£)g(E)-

(7) Para y € R" fijo, 7, /(€) = ()
Para 1 € R" fijo, e (x)(€) = (1,f)(€)
(8) Sea T una matriz n x n invertible, denotamos por 7% la transpuesta de 7.

Entonces

L — ~

| det T|f(T) (&) = F((T™)7'€).

— ~

(9) Sia >0, entonces a™"f(£)(&) = (0°f)(&)

— ~

(10) Si T es una matriz ortogonal, entonces f o T'(§) = (f o T)(€)

Demostracion. 1. Se sigue de la linealidad de la integral de Lebesgue.
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2. Note que, |f(z)e™™¢| = |f(z)| entonces f(x)e ¢ e L'(R").
Asi,

Fe)l = L/ flw)e " da

< [1f@)e S lda = [ |f(@)ldz = |fll
R™ R

~

Por lo tanto, |f(§)| < || f|l1 para todo £ € R".

3. Sean £ € R" y {&k }ren una sucesion en R"™. Supongamos que ]}LIEO & =¢&.
Ahora, para todo z € R" se tiene que klg& flx)e ™% = f(x)e ¢,
Por otro lado, |f(z)e ™% | = | f(x)| y ademds |f| € L'(R"™) con |f| > 0 una funcién
independiente de k. Luego, es posible elegir |f| como una funcién dominante. Por

lo que, el teorema [1.1.2] implica que

lin () = lim [ fla)e=Sde = [ Jim flaje=Sde = [ flaye e = o)
R™ Rn

]Rn

Asi, f es continua en £, dado que £ fue tomada arbitraria se concluye que f es
continua en R".
Ahora, para mostrar que f es uniformemente continua, haremos uso de la siguiente

desigualdad
le* —1| < |t|, paratodo t€R. (2.1)
Note que, por la linealidad de la integral de Lebesgue tenemos que
F&) =1 = [ e =S da— [ f(@)e*<da
R7 R
= [ @) [ )
R
= [ fw)e = [ 1] da.
Rn

Por lo que,

~

7€) - 7l = L/ Fla)e = [ e — 1] do

< [1£@) e ~ 1jaa.
Rn

11



Luego, para cualquier » > 0 y haciendo uso de la desigualdad en (2.1)) , se tiene

que
(€)= FOI < [1£@)e= €€ = 1]da
RTL

= [ 1@l ~tlda+ [ @]~ 1)de

|| <r |z[>r

< [ U@l €= da+ [ 2o

|z|<r |z|>r

< [ @lele=lar+2 [ |f(a)lar

|z|<r || >r

—l¢~¢| [ lellf@ldr+2 [ 1f()ld
|z[<r |z|>r

Si € > 0 dado, es posible elegir r > 0 tal que tengamos la siguiente estimacion

[ @) <

|z|>r

€
T

Ahora, para r > 0 fijo, tomamos 0 := > 0 tal que, si |€ =& <6

2 [ lzllf(x)|de

lz|<r
entonces

FE&) =Tl <le=¢) [ lelf@ldo+2 [ |f@)de

|z|<r |z[>r

<§ [ lellf@)dr+2 [ |f()lde

jaf<r jaf >
€ €
< / x| f(x dx+2<>
2 T Jallf @)z | ) 1@ i
| <r fwl<r
e f_
5Ty ™€

Lo cual muestra que f es uniformemente continua en R" .

4. Del inciso (2) se tiene que f es una funcién continua en R", por lo que
[flle = sup | £ ()]
£eER™

12



o~

Ahora, en el inciso (1) se mostrd que |f(£)| < ||f]|1 para todo £ € R™.
Luego,
1Flloe = sup{|F(E)1} < Ifllx < o0
¢ER™

Por lo tanto, f € L®(R") y ademés se tiene la estimacion || f|se < || f]l1.

5. Para x € R", se tiene que e @9 = 1. Asi,

f(0) = / flx)e ™™ 0de = / fla)dz,

6. Tomando p = ¢ = = 1, el teorema nos garantiza que f x g € L*(R").

Luego, aplicando el teorema de Fubini se tiene

o) = [(frg)@)etdn

o

- / / F)g(x —y)e ™ dydx
R™ R™

= / / F)g(a —y)e W dydy
R™ R"™

= / / F)g(a —y)e e dydy
R™ R™

= [ [ 1w)gta — ye e Edyds
R™ R"™

= /f(y)e’iy'gdy/g(x — y)e i eVEy
R™ R™

~

&) /9(517 - y)efi(xfy)'gdx Haciendo uw =z —y
Rn

= J(©) [ glw)e <du

7. Sea y € R™ un punto fijo, entonces

T @)(©) = [ fa+ye i,

R?’l

13



Por el teorema del Cambio de Variable en R", haciendo u = x + y, se tiene que
T @) = [ flwe e
Rn
= /f(u)eiy'ge_mfdu
Rn

= eiy{/f(u)e*i"'gdu

&
= e f ().
Ahora, para n € R" un punto fijo,
1 f(@)(€) = [ e f@)e = edn = [ fla)e e = F(€—n) = 7, 7).
R™ R™

. Dado que f € L'(R"™) entonces foT € L*(R"), y por ser T una matriz invertible
se tiene que (T = (T')~1.

Note que,

| det T|f(T)(€) = | det T / F(Tx)e = ¢d

= | det T|/f(Tx)e’iT71T“'§dx haciendo y =Tz

R'ﬂ
- /f(y)e_mly‘gda: Operador-adjunto de Hilbert
RTL
fnd /f(y)e_Zy(Til)tT&-d:E
RTL

fur=re)

~

= f(T™")19).

Ya que el operador-adjunto de Hilbert de cualquier operador representado por una

matriz es su transpuesta, la cual satisface
Ty &=y (T7H)"¢

. Para a > 0 tome T = %Inm, donde I,,«,, denota la matriz identidad de tamano
nxn,y note que (T)~! = al,x,, ademas det T = a~". Luego, por lo demostrado

en el inciso anterior se tiene el resultado deseado.
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10. Recordemos que para T una matriz ortogonal, det T' = +1 y ademds (T")~! = T.

Por lo que, aplicando lo mostrado en el inciso (8) se obtiene el resultado.

]

Definicién 2.1.2. Sea f una funcién definida en R" diremos que f es una funcién
radial o radialmente simétrica, si existe ¢ : R" — [0, 00) tal que f(z) = ¥(|z|) para
todo x € R", se observa que f es una funcién radial si depende solo de la norma |z,

es decir, si para cada x,y € R" tales que |z| = |y|, se debe tener que f(x) = f(y).
Proposicién 2.1.2. Sea f una funcién Lebesgue integrable en R™ .

(1) f es una funcién radial si y solo si, foT = f para toda matriz ortogonal 7.

(2) Si f es una funcién radial. Entonces f también es una funcién radial.

Demostracion. 1. Supongamos que f es una funcion radial, luego existe una funcién
¥ > 0tal que f(x) = 9¥(]x|) para todo = € R". Ahora, si T" es una matriz ortogonal,
entonces se satisface que Ty -Tx = x -y para todos x,y € R". De donde, para todo

x € R" se cumple que

f(@) =(z]) = (V- z) = (VTw - Tr) = (|Tx]) = [(Tx) = (f o T) ().

Dado que T fue tomada arbitraria, se sigue que f = f o T para toda matriz
ortogonal T

Reciprocamente, supongamos que f = f o1 para toda matriz ortogonal 7.

Sean x1,x2 € R" con |z = |22, entonces existe una matriz ortogonal T' tal que,

TZEQ =T. ASi,

fla1) = f(T'xy) = (f o T)(x2) = f22).
Por lo tanto, f es una funciéon radial.

2. Sean £1,& € R"™ con |§] = |&]|. Entonces existe alguna matriz ortogonal S tal

que S& = &;. Dado que f es una funcion radial, se tiene que f = f o S. Por la

proposicién inciso (10) se verifica

~ ~ ~ — -~

(&) = f(8&) = (f05)(&) = (f 0 5)(&) = f(&).
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Lo cual implica que f es una funcién radial.

Lema 2.1.3. (Lema Riemann Lebesgue). Si f € L'(R"™), entonces |El‘im f(é) =o.
— 00

Demostracion. Para el resultado de este lema, haremos uso de la proposiciéon [2.1.1

inciso (7) y escribiremos para y € R"
(&) = [ fla+y)eida
RTL

Ahora, para £ € R” fijo, tome y = 7&/|¢]? de modo que €% = ™ = —1. Por lo que,

F©) == [ f@+y)e=da. (2:2)
d
Por definicién tenemos que
F©) = [ fetdr. (23
d
Sumando y ([2.3), se tiene
fle) = [11G) = o+ et
d
De donde,
7= L/ /(@) = [+ y)le™do| < ;/ F(@) = f(z +y)ldr.

Note que, |y| = 7[€|~! por lo que, y — 0 cuando |§] — co. Luego, la continuidad de

la traslacién en la norma L'(R™) (Ver [2|, Pag 180]) implica que, si y — 0 entonces

[15@) = f(a+y)ldz o,

~

Por tanto, |f(£)| — 0 siempre que |£| — oo. O
Proposicién 2.1.4. Dada f € L'(R™) N C*(R"), tal que % € L'(R"). Entonces

i ._
871’](5) =& f(§) paratodo j=1,2,..,n.

16



Demostracion. Por definicion, para cada j € {1, 2,..,n}

of L o
Oz, (€)= (996] s (91;] = ¢
Aplicando el teorema de Fubini,
Ye "t dadwy - - - day,.
837] [o [O ZO 8% Lian v

Integrando por partes con respecto a x;, y haciendo

du

U = e—ix{ = T% — _Z‘Sje—ix{
af .
d'U = aixj(.T)dZBJ =V = f(m)’
tenemos que
Tof . o o - -
J 81:1( r)e Tt dr; = —_Zo f(@)(—ige ") d; :_[O i€; f(x)e ¢ da;.

Ya que si f € L'(R™), se tiene que f(x) — 0, cuando |x| — oo .

Por lo que,
OF (o) [ “ e daday - d
g O =6 [ [ [ Sy dyday e,
:zﬁj/ /f(x)e wEdxy - day,
=i& | flz)e ™ dx
o
i&; f(€)

]

Una aplicacion del resultado anterior, el cual me permite convertir una EDP en

una EDO se encuentra en F. Jones (Ver [2, Pag 339]).

Proposicién 2.1.5. Si f,z;f € LY(R") para j € {1,2,...,n} fijo, entonces f(§) es

derivable con respecto a la j—ésima coordenada y ademas

of

o, ©) =~ (©)

17



Demostracion. Para §; € R fijo, con §; la j—ésima coordenada de { € R", definamos
9(z,&) = f(x)e ™ para todo x € R". Observe que g(z,&;) € L'(R™) y g(x,§;) es
una funcién diferenciable en &;.
Mas aun,
‘39(% &)
9¢;
con z;f € LYR").

0
= |— f(x)e 71:1:5
‘3&‘ @)

= |f (@) (—izye™ )| = |o;f ()]

Por el resultado de diferenciacion bajo el signo de la integral , se tiene que

of G, i
5 =3¢ L/ f(x)e ﬁdx]

]

En el siguiente ejemplo, calculamos la transformada de Fourier de una funcién en

el caso real.

Ejemplo 1. Sea f(z) = e~ para todo = € R. Por definicién, vemos que
@) = [ et

R
= / e~ i gy
R

= 6_52/4/e_<m+%)2d1‘

R

= 6752/4/6722(13[;

R

= ﬁe_52/4.

18



Por lo tanto,
J?(g) = re /4 para todo £eR.
Ahora, en combinacién con la proposicién inciso (9) para a > 0 fijo se tiene
;2\/(1(5) = Vame %/,

En el caso particular si a = 4, digamos que g(x) = ﬁe*"’“g/‘l para todo z € R,

entonces

2

g(€) = 2me”*
Ademas,

/ Ve ¥ Adr = §(0) = 2.

Proposicién 2.1.6. Si [] f;(z;) € L'(R"). Entonces
j=1

[ see) = LA

Demostracion. Aplicando el teorema de Fubini en reiteradas ocasiones, se tiene que

H fi(z;)(€) = /f1($1)f2($2) e fn(xn)e’i‘”'ﬁdgg

o0 [o. oo ]

= / / / fl 1 f2 1’2 fn(In)efz‘:m&fixzﬁzf-nfimn&ndxldl,z . ~da:n

—00 —00
o0

= / f1 ZL’l l$1§1dx1 / / f2 ;p2 fn xn) _2x2€2_"'—i1‘n£ndx2' "d!L‘n

= /fl $1 mgldﬂjl/fg ”252d$2---/fn(mn)e_“"gndxn

= fi(&) fa(&) - ful&n)

n

= 1:[ £i(&).

19
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Proposicién 2.1.7. Sea f € L'(R"). Entonces f(—z)(€) = f(€), donde f denota el

conjugado complejo de f. Ademés, si f(—z) = f(z) entonces f es una funcién real

valuada.

Demostracion. Haciendo el cambio de variable y = —x vemos que,

—

Fx)() = / F—a)e =ty = / FCa)eeds

= /f(—x)e““'fda:
B

= [ fype-vedy

R™

=

= f(&).

Por otro lado, si f(—z) = f(z) entonces para todo & € R", se cumple que

— -
=

&) = [ f@e e = [ F=a)e e = F(=2)(€) = (&).

Por lo que, f es una funcién real valuada. m

En lo siguiente daremos un ejemplo en el que hallamos la transformada de Fourier

en R", en el cual es de gran utilidad la proposicién [2.1.6}

Ejemplo 2. Definamos la funcién f(x) = e 1" para todo & = (x1, 29, - , x,) € R™

Note que,

flo) =[]

Jj=1

luego, la proposicion [2.1.6| implica que,

7o) = H e () = HA (&),

De lo mostrado en el primer ejemplo, tenemos que
FO=T1I Ve 8 = 2ol /4,
j=1
Asi, para todo £ € R" se tiene que
ol (£) = n/2e IR/,

20



Ahora, sea g(z) = n"/2e~ /4 para todo = € R™. Por la proposicién y lo hecho
en el ejemplo [1] para todo ¢ € R™ obtenemos que

§(6) = [[ Vme /%) = [[ Vre ™ (&) = [[ 2me " = (2m)me P
Jj=1 j=1 j=1
Y ademaés, note que
/7‘['”/267'1'2/4(&7} — g(o) — (27T)n (24>

RrR™

El calculo de esta tultima integral sera de mucha importancia en la siguiente seccion.

Proposiciéon 2.1.8. Si f,g € L'(R"). Entonces
[ F©)9(&)de = [ f@)g(2)d.
" "
Demostracion. Por definicién

[ F©g©ds = [ [ f@e=g(€)dade.

R™ R™ R"™

Ahora, por desigualdad de Holder se tiene que

L/ F(©)g(€)de

< [1F©9(©)|de < 1Flellgll < 1l llglh < oo

lo cual implica que fg € LY(R™). Se sigue que, f(z)g(£) € L'(R™ x R™) por lo que es
posible aplicar el teorema de Fubini.

Por tanto,

[ F©9©ds = [ [ r@eg)duds = [ 1) [ g©e < dgdn = [ f@)gla)d.

]

2.2. Teorema de Inversion

En esta seccion trataremos de resolver el siguiente interrogante, el cual es, si dada

la transformada de Fourier f es posible determinar la funcién original f. Es decir,
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podemos hallar una formula en la que se exprese a la funcién f en terminos de f.
Se daran varias versiones para el teorema de inversion en las cuales cada una de ellas

establecen de algiin modo que
f(@) = @m) [ Fleyeede.
R’VL

Como consecuencia de la igualdad anterior se tendran algunos resultados que seran
de suma importancia.

Sea f € L'(R") una funcién fija a la cual queremos estudiar y g otra funcién tal que

g € LY(R™). Por la proposiciéon se cumple que,

[ F©9(©)d = [ fw)atway.

Para x € R" fijo. Reemplacemos g por la funcién e®<g(—¢), aplicando la proposicién

incisos (7) y (8) se obtiene

| F©eg(=e)ds = [ Fw)alx —y)ay.

Ahora, sea ¢ € L'(R") y para 0 < a < oo. Reemplacemos e ¢¢(—af) por eg(—¢)

en la igualdad anterior y haciendo uso de la proposicién inciso (9) se tiene que
n ix-€ w2 (* Y
[ Feo-agyic = [ tmaao (V) dy. (25)
R™ R"
Tomaremos la funciéon ¢ de tal modo que satisfaga las siguientes propiedades
¢ € L'(R"),
¢ € L'(R"),

¢(0) =1

y que ademas ¢ sea una funcién continua y acotada en R".
Para mas simplicidad, denotaremos por €2 al conjunto de todas las funciones que
satisfacen las condiciones anteriores. Una funciéon ¢ que esta en (2, ya fue estudiada
en el segundo ejemplo con ¢(z) = e 1 para todo 2 € R" .

En lo siguiente enunciaremos la primera version del teorema de Inversion.
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Teorema 2.2.1. (Teorema de Sumabilidad en L'(R"™)). Sean ¢ € Q y f € L'(R").

Entonces el siguiente limite existe en el sentido de convergencia L'(R™) :

a—0

lim / F(6)ei™ed(—af)de = ef(z) paratodo € R™;
s

donde,

c= /gg(m)dm

Demostracion. Para 0 < a < oo, incluiremos la siguiente notacion

@) =9 (2).

a

Por lo que la ecuacion ([2.5) nos queda,
[ F©e=to(=ag)d = [ F)(@lale = y)dy = (£ (D)) (2).
R™ R™

Verifiquemos algunas propiedades de la familia de funciones { (@), }.

En efecto,

Joer=| i (o s (1o (2)

Lo cual implica que (¢), € L'(R™) para todo a > 0, pues ¢ € L'(R") y ademés

dr = [ 16(u)ldu = 4]l < .
d

[ 1@haldz < ).

R’!L
Ahora,

a—0

. - Y (T L ~ [~

lim [ (¢)q(x)dz = ilir(l) a "¢ (a) dr = (Elir(l) / o(u)du = /gb(u)du < 00.
n R™ R™ R™

Por ultimo, para r > 0 fijo y haciendo el cambio de variable y = % tenemos

[ 1@z = [ o [5(2)

|z[>7 |z >r
Note que, cuando a — 0 entonces ; — oo, por lo que xp(,z)e — 0.

de= [ 16wy = [ 16@Ixse.2:v)dy.
ly|>% R™

Por el teorema [I.1.2] se tiene que

a—0
|z|>r

lim [ [(@)a(a)ldr = [ 1im |66 xei0 2 (v)dy = 0.
.
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Por lo tanto, el teorema de identidad aproximada implica que,

lm || f % (¢)a = cf 1 = 0;

donde,

Esto es, f  (¢)q — ¢f en LY(R™). O

Teorema 2.2.2. (Teorema Inversién de Fourier). Si f, fe L'(R™). Entonces, para

ct.p. x e R"
f(@) = @m) [ Fleyeede.

B»
Demostracion. Continuaremos con la misma notacion introducida en el teorema an-
terior. Dado que f € L'(R"™) y ¢ es continua y acotada, el teorema implica que,
para todo x € R"

li, [ F(©)e<o(—ag)dg = [ F(e)e€ lim o(—ag)ds = [ F()e™<de.

R" R" R"

Ya que, (111_r>n0 d(—a&) = ¢(0) = 1 por ser ¢ continua.
Por otro lado, en el teorema de sumabilidad en L!(R™) se prob6 que f x (gg)a —cf
en L'(R"™), donde ¢ = j;b ¢(x)dz. Ademés de eso, por el Corolario Riesz-Fischer
(vedse [2} Pag 234]) exﬂiste una subsucesion, digamos a; — 0 cuando & — oo tal que,

en c.t.p. v € R"
lim [ F(©)e<o(~a€)ds = cf ()

R’!L

Por lo tanto, concluimos que para c.t.p. v € R"
of(@) = [ Fleye<de.
RTL
Note que, ¢ es independiente de la funcién ¢, esto debido a la arbitrariedad de ¢ .

Ahora, si escogemos ¢(z) = e~l7” para todo = € R™ entonces ¢ € €, por la igualdad

en (2.4 tenemos que

c= /@(aj)daj = /7?”/26_‘””|2/4d:r = (2m)".

R™ R™
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Asi, para c.t.p. x € R"
fw) = @m) [ Fleye=de.
Bn

]

El resultado anterior responde a nuestra incognita de interés en esta seccion. Sin

pérdida de generalidad diremos que, para todo x € R"
f(@) = @m) [ Fleyeee.
RTL
Como consecuencia del teorema de inversién, se tiene

Corolario 2.2.3. Si f, f € L'(R™). Entonces f es continua y acotada en R" .

Demostracién. Dado que f € LY(R™), por el teorema de inversién, para todo x € R"
f@) = @m)™ [ Fleye=de. (2.6)
RTL
Luego, para todo x € R"

@) < @n) [1F(©)lg = @) Ifl < oo

Rn
lo cual implica que f es una funcién acotada en R". De la ecuacién ([2.6)) la funcion

f se puede ver como la transformada de Fourier de ]? . Esto es, para todo xz € R"

f(@) = (27) " f(~a).

De donde, la continudad de f en R" se obtiene de manera analoga a como se mostrd

en la proposicién inciso (3). O

Corolario 2.2.4. Si f € L} R") y f(f) = 0 para todo £ € R". Entonces f(z) =0

en c.t.p. x € R".

Demostracion. De la hipOtesis f(f) = 0 para todo £ € R", se tiene que Hf”l =0y

por ende f € L'(R™). Luego, el teorema de inversiéon implica que, para c.t.p. € R"
f@) = @m) [ Feye=<dg;
RTL
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de donde,
0<1f@) < @n)™ [1F©lde = @m) "I fll = 0.

Rn
Por lo tanto, f(z) =0en c.t.p. x € R". O

Un resultado del teorema de inversion es una férmula correspondiente para la

transformada de Fourier de un producto. De manera mas precisa, se tiene

Teorema 2.2.5. Sean f,g € L'(R") y f € L'(R"). Entonces fg € L'(R"™) y ademés,
para todo £ € R"

F9(€) = (2m) ([ * 9)(&).

Demostracion. Por corolario se tiene que f es una funcién acotada en R" y dado

que g € L*(R"™), entonces fg € L'(R"). Luego, por teorema de inversion

To(©) = [ 1@)g@)e=4dw = 2m) [ [ Fme=g@)e = dnda.

R™ R™

Ya que, f(n)g(z) € L*(R™ x R™) podemos aplicar el teorema de Fubini, asf que
Fate) = emy™ [ Fn) [ g@ye =€ dudy
R™ R™
= 2m)" [ Fn)ate — mya
Rn

o~

= (2m) 7" (f % 9)(&)-

2.3. Funciones de Clase Schwartz . (R")

En esta seccién, introduciremos las funciones de la clase de Schwartz en R". En
términos generales, una funcién es de Schwartz si es suave(infinitamente diferenciable)
y todas sus derivadas decaen més rapido que el reciproco de cualquier polinomio en

el infinito. De manera mas precisa, damos la siguiente definicién.
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Definicién 2.3.1. Sea f € C*°(R") una funcién complejo valuada, diremos que f es
de clase Schwartz, si para cada par de multi-indices «, 8 € (Z{)™ existe C, 5 > 0 tal
que

o) = sup [2°0° ()| = Cas < 00

Donde p, 5(f) son llamada seminormas de Schwartz de f. Denotaremos por . (R")

al conjunto de todas las funciones de clase Schwartz, asi
S (R") ={f € C®°(R") : paps(f) <oo paratodo «,fB € (ZJ)"}.

A continuacién daremos una caracterizacién de las funciones de clase Schwartz
que serda muy tutil al final de esta seccion.
Para una funciéon f € C*°(R"), diremos que f € #(R") si, y solo si para todo entero

positivo N y para todo o muti-indice, existe una costante C, n tal que

10°f ()] < Can(1+J2])~". (2.7)

Atz
1|2V

En efecto, para N entero positivo se tiene que la funcion es acotada. Luego,

existe M > 0 tal que, (1 + |z|)¥ < M(1 + |z|V). Por lo que, para o multi-indice

tenemos,

(L + |2)[0* f(2)] < M(L+ |2[™M)|0° ()] = M0 f ()| + ||V f (2)])
<M(Co+Cly)

= Laq,N,

donde, Cy n := M(C,, + ClLn)-
De la arbitrariedad de N y « se sigue que |0%f(x)| < Con(1+ |z])7V.

Observe que, el reciproco no es mas que la definicion de una funcién de clase Schwartz.
Proposicién 2.3.1. Si 1 < p < oo. Entonces
C>®(R") c .Z(R™") c L*(R™) N L*(R") C LP(R™).

Demostracion. Sea f € C*(R"), entonces f € C*(R") y ademas existe K C R"

compacto tal que f(z) = 0 para todo z € R"\K. Ahora, para «, 5 multi-indice se
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tiene que x*9° f(x) = 0 para todo z € R™\ K, se sigue que 29° f € C=(R").
Luego, existe M, s > 0 constante tal que, [2*0° f(z)| < M, s para todo z € K.
Asi,
|12°0° f(2) oo = sup [2°07 f(x)| = sup [20" f ()] < Ma,g < 003
z€R™ zeK
de la arbitrariedad de o y 3, se tiene que ||7%0” f()|| < 0o para todo a, 3 € (Z)"
Por lo tanto, f € ./ (R").
Para la otra inclusién, supongamos que f € .%(R"). Tomando & = 3 = (0,---,0)
existe C 5 > 0, tal que
1 lle = sp 1 ()] = sup [2°07 f(@)] < Co 5 < o

es decir, f € L>®(R").
Por otro lado,

Ji@las < [ 1@lda+ [ |f@lda

R" |z|<1 |1

= [ W@z + [ fo" @] da

lz|<1 lz[>1

<Cap [ d+Cop [ Jol "o

lz|<1 |z|>1
= Capvn+ G gon
= C4 pVn +nC,, s0n

= Cvy, <o0; donde C:=Cj5+nC, ;.

Aqui, v, y w,_1 estan dados en L.Grafakos [1] Apendice A3. Asi, f € L'(R").
La ultima inclusién, no es mas que un caso particular del corolario [1.2.3] Por lo que

se obtiene el resultado. O]

El siguiente ejemplo garantiza que la inclusién C°(R") C .#(R") debe ser es-
trictamente, es decir, daremos una funciéon que pertenezca a la clase de Schwartz y
que no esta en el conjunto de las funciones infinitamente diferenciables de soporte

compacto.
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Ejemplo 3. Sea f(z) = e=*" para todo = € R. Es claro que e™** € C®(R) por ser la
compuesta de funciones infinitamente diferenciables.
Por otro lado, 9*(e™*") = p(z)e~*" para todo a € Z, donde p(z) es un polinomio de

grado «, del andlisis se tiene ach—>rgo e =0 para todo n € Z, se sigue que
1270%(e=*)| = |”p(x)(e=*)| = |q(z)e ™| < Cop para todos «,f3 € Z,

aqui ¢(x) es un polinomio de grado o + 3.
Asi,
12°0% (e || o0 = su]g 1270%(e™"")| < 0o para todos a3 € Zs .
Te
Lo cual muestra que e™* € .7 (R).

22

Ahora, como el soporte de e™®" es el conjunto de todos los nimeros reales, es decir,

22

Supp(e™*") = R, esto implica que f(z) = e~ no pertenece al conjunto C°(R).

Ahora, daremos la definicion de convergencia en . (R").

Definicién 2.3.2. Sean { fy}reny € L (R") y f € Z(R"). Diremos que la sucesion fj

converge a f en .(R") si para cada par de multi—indices o y § tenemos que

Pas(fr — f) = sup |2*(0°(f — f))(z)] = 0 cuando k — oo.

z€R"
Ejemplo 4. Sean 7y € R" fijoy f € (R"). Definiremos la sucesién de funciones
fr(x) = f(x+x0/k) para todo k € N. Veamos que f, — f en .#(R") cuando k — oc.
Por el teorema del valor medio en R" existe, { = x + 0(zo/k — x) con 0 € [0, 1], tal
que

Zo

Flo+ao/k) = £(e) = V£ ().

Si € > 0, entonces

£+ o/8) — @) = [vr©) - (3]

T
<IVHOI|
Zo
< sup [V ()] |22
zER™
Zo
<C m <e€, cuando k — oo.
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De donde, || f(x+xo/k) — f(2)]|oc — 0 cuando k — oco. Es decir, f(z+zo/k) = f(x)
uniformemente. De manera analoga se prueba 0, f(x+zo/k) — 0, f(x) uniformemente
para todo j = 1,2,....,n. Por induccién, se tiene que afjf(x + zo/k) — afjf(:t)
uniformemente para todo j = 1,2,...,n, aplicando este ultimo paso en reiteradas
ocasiones se muestra que 0° f (z+x0/k) — 0° f(z) donde la convergencia es uniforme.

Por lo que, pas(fr — f) = sup |2*(90°(fr — f))(z)] = 0, cuando k — oo.
z€R"™

Proposicién 2.3.2. Sean {fi}reny € S (R") v f € L(R"). Si fr — f en S(R")
entonces fr — f en LP(R™) con 1 < p < oo. Ademds, existe una constante ¢, > 0

tal que

107 fllp < o 32 Pas(f) (2.8)

lal<[#5 41

para toda f para la cual Z Pap(f) < 00.

jaf<[2H]+1

Demostracion. Note que, para p < oo tenemos

1/p
j0°11, = ( / \aﬁfwdx)

€R™
1/p
< /|85f(x)|l’dx+ / ’$|n+1’aﬁf($)|p|x|_("+1)dq;
zl<l e[ >1
1/p
< 0% fl, / dx + sup |z|"0° f(x)[P / |-+
jaf<1 lal 21 e

1/p
- (unnaﬂfnf;o + i sUD \:c|"“|(9’3f(x)l”)

|lz[>1

<&, (”n”pnaﬂfnoo + woy Y7 sup |x|["f]“|aﬁf<w>|> '

|z|=>1

n+1

Ahora, sea m = [ >

} + 1, entonces

sup |x|m|aﬂf(x)| < Sup Cnm Z |xo‘85f(x)| < Cnm Z sup |xaaﬂf(x)|
|z|>1

|z|>1 la|=m la|=m TER™

S Cnm Z pa,ﬁ(f)

la<m
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y ademas,

10° flloo = sup. 07 f(@)] = pos(f) < D pas(f). (2.9)

laj<m

Asi,

||aﬁf||p < G Z pa,ﬁ(f) con  Cpn = ép(’/nl/p + Wn—ll/pcn,m)-

la|<m
De (2.9) se tiene para el caso cuando p = oo. De esta manera se sigue inmediatamente

que si fr — f en .Z(R") entonces fr — f en LP(R"). Lo que termina la prueba. [

Proposicién 2.3.3. Si f € #(R"), entonces las funciones % y z; f estdn en .7 (R")
J

para cada j =1,2,...,n.

Demostracion. De la hipétesis de que f € #(R"), tenemos que ||220” f(x)| < o
para todo «a, 3 € (ZJ)™.

Luego, para v,7n € (Z$)™ multi—indice
12707(0; ) (@)oo = [|2701 05* - - O (9 f) (@)l

= (27000 -0 O f ()

= [|270" f ()]l < 005 donde 7§ = (nr,-- my+ L ).
Asi, [|[270M(0; f) ()] s < oo para todo v,n € (Z$)™. Por lo que, a‘% e .Z(R").
Por otro lado, para ¢, o multi—indice y haciendo uso de la férmula de Leibniz se tiene

l2°02 (25 ) (2)||oo = [J2°0F" - - 057 - - 92" () () [|oo
= [|lz°0f" - -+ 93 (9" (5. )) ()]l

0; 4
e (3 (s 1)

k=0

e}

= [|a50f" -+ 02" (2;07 f(x) + 0,07 f())oo
= [l2°0 f(x) + 0ja°0° f () |0
< (202 f () ||oo + 0512702 f ()| oo < 005
donde, GZ (§17"' 7gj+1a"' 7§n) y 1_5: (Ql)"' an_17“' ’Qn) con g; 2 1.

Asi, ||z°0%(z; f)(x)]|oo < o0 para todo ¢, o multi—indice. Por tanto, z; f € /(R"). O
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Corolario 2.3.4. Si f € .7(R"), entonces 0° f, z*f € ./ (R") para «, 8 € (ZJ )™
Demostracion. De la proposicion y haciendo induccion se tiene que

Gjﬁjf(x) e Z(R") y a2’ f(z) € (R") paratodo j=1,..n.
Por lo que, aplicando lo anterior en reiteradas ocasiones se obtiene el resultado. [

Proposicién 2.3.5. Sean f € . (R") y , 8 € (Z¢)" un multi-indice. Entonces

— ~

(1) 9°F() = () ](©).
(2) 97F (&) = (—1)P (iz) 1 (€).

Demostracion. 1. Dado que f € Z(R"), se tiene que f satisface las condiciones de
la proposicién [2.1.4] esto es,
0,1(€) =i, f(€) paratodo j=1,---,n.
de lo anterior y aplicando induccién sobre «; tenemos que
8/?7(5) = (25])0‘3]?(6) para todo j=1,--- n.
Por lo que, aplicando lo anterior en reiteradas ocasiones obtenemos que,

— o —

0 f(g) = féladf(g) donde @& = (O’ Qg, - - 7an)
= (i&)™ 05 f(€)

—

(ifl)alaéma&f(f) donde & = (07 07 % PR 7&n)

—

(i€1) (i€2)*20% f(€)

= (€)™ (i&2) -+~ (i6:) " F(€)
= ()" F(6)-
2. De la hipdtesis de que f € Z(R"), se tiene que f satisface las condiciones de la

proposicion [2.1.9] es decir que,

—

aj]?(f’) = —iz;f(§) paratodo j=1,--- n.
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Por lo anterior y haciendo induccién sobre 3; se sigue que
afjf(f) = (_]‘>BJ (Zx])ﬁjf(g) para todo j = 17 R
Por lo tanto, aplicando lo anterior en reiteradas ocasiones se tiene que
() =00 -0 f(¢)
= 07 O (1) (i) (€)
= (=D)%0 - 0 (i) £ (€)
(=1 (=)0 - 0,757g(€)  donde g = (i) (i)™ f

(=1)P o (=1)'R(€) donde h = (iz))" - (iz,) " f
= (—1)(iz) 7 7(£).

Teorema 2.3.6. Si f € . (R"), entonces fe Z(R™). Ademas, el operador
N S (RY) — S (R™) genera una biyeccion de ' (R™) en 7 (R"™).
Demostracion. Para «y, k multi-indice, aplicando la proposicion anterior incisos (2),(1)
y la proposicién inciso (4) tenemos que

16707 F(€)lloo = 17 F(€)lloo = 1072" F(€) oo < (107" f |1 < o0.
Esto debido a que f € Z(R"), luego el corolario implica que z" f € .(R"), por
lo que nuevamente por el mismo corolario se tiene que d7z" f € . (R") C L'(R").
Por lo tanto, f € .7 (R").
Ahora, veamos que " : /(R") — (R") es un operador biyectivo.

Inyectividad: Sean f, g € . (R") y supongamos que f = g. Por el teorema de inversion

de Fourier
fla) = @) [ fl©eswds = @m)™ [ o) wdg = gla).

Asi, f=g.
Sobreyectividad: Supongamos que g € .(R"). Definamos

fla) = @) [ gle)e de
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Note que, f(z) = (2m)7"g(—x), por lo mostrado en la primera parte se tiene que

f € Z(R™). Luego, por teorema de inversién de Fourier f(z) = (2x) " f(—z) de

A

donde, f (—z) = g(—=) es decir, f v g tienen igual transformada de Fourier, debido

a la inyectividad de " se concluye que f =g. O]

Proposicién 2.3.7. Sean { f }ren una sucesién de funciones en . (R") y f € .7 (R").
Si fo — f en Z(R™) entonces f, — f en .7 (R™).

Demostracion. Si fi, — f en .7(R™) veamos que 27 f;, — 27 f en .7 (R") para todo
v = (71,72, -, V) multi—indice.

Para «, f multi—indices, aplicando la regla de Leibniz tenemos que

12%(0% (x5 £, — 25 )) (@) oo = 1122107 (2 (i — F))](@)l|oo
< 2@ (fr — F)@)lloo + B5l|2(0° (fr — ) (@)oo — O,

donde & = (ay,...,a; +1,...,00) v B = (B1,.., 35 — 1, ..., B) con B; > 1.
Haciendo inducciéon obtenemos que x}j fr — m}j fen Z(R"), por lo anterior en reite-

radas ocasiones se tiene 27 fp — 27 f en S (R").

Luego, para -, 8 multi—indices por proposicion y la desigualdad ({2.8])

1€ (fe = PDE)lloo = 10”27 (i = £)) (€)oo
< 107" (fi — £))(@) ]y

<cn Y, papl@’fr—2"f) =0, cuando k — oco.
|ao| <n+2

m
Ahora, mostraremos que la clase de Schwartz es cerrada bajo ciertas operaciones.

Proposicién 2.3.8. Sean f,g € . (R"). Entonces fg € L (R") y f*xg € L(R").

Ademas,
0*(fxg)=(0f)xg=f=(0)

para todo « multi-indice.
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Demostracion. Fijamos fy g en /(R"). Sea o« = ¢; = (0,---,0,1,0,---,0) con 1
en la j—ésima coordenada y 0 en las demas. Veamos que 0;(f * g) = (9;f) * g.

En efecto,

(f x g)(z + hej) — (f * g)(z)

9;(f * g)(x) = lim

h—0 h
hes — ) — _
:iii%/[f(ﬂ ¢ z) flz—y) o(y)dy.
ra

Por teorema del valor medio, existe = := (v — y) + 6he; con 6 € [0, 1] tal que

flx+4he; —y) — flx—y)
h

= 0;f(2).
De donde,

’ [f(fv + hej — z) — flz - y)] g<y)’ =10;f(®)g(y)| = 19;£(@)llg(w)] < 19 fllolg(w)]-

Note que, [|0;fll«|g(y)] € L'(R") pues g € Z(R") C L'(R"). Asi, [|0;fllolg(y)] se

puede elegir como una funciéon dominante independiente de h. Por teorema [1.1.2] se

fiene que
7o) = fiy [ |0
) 131 et == s~ N
N (RIS EIEE npm
= [(@f)(x —4)9(y)dy
— (0:5) + 9)a)

Esto es, 0;(f*g) = (0;f)*g paraa =e; = (0,---,0,1,0,---,0). Haciendo induccién
sobre m € Z%' se tiene que O (f xg) = (97 f) * g, por lo que aplicando esto en
reiteradas ocasiones obtenemos que 0%(f % g) = (0*f) * g para todo o multi—indice.
Lo cual implica que f * g € C=(R").

Ahora, para cada N > 0 existe una constante Cy > 0 tal que

(F * 9)(a)] = / (@ = gw)ldy < Cx [ (L4 o= y) ™ (1 + g ""dy. (210)

RTL
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Del hecho que, |z| < |z —y| + |y| + |y||z — y| entonces
(Lo —yh)™ < @+ |27V + )™
Por lo que en (2.10) obtenemos que
(F * @) < Cx(L+ o)™ [(L+ g™ dy = Oy (1 + Jal) ™
R
Lo cual muestra que f * g decae mas rdpido que (1 + |z|)™™ en el infinito, de la
arbitrariedad de N > 0 se sigue que f % g decae mas rapido que el reciproco de
cualquier polinomio en el infinito. Debido que 9%(f x g) = (0“f) * g, reemplazando
f por 0°f, se tiene que 0“(f % ¢g) decaen més rapido que el reciproco de cualquier
polonimio en el infinito. Por la caracterizacion de las clase de Schwartz en se
obtiene que f * g € L (R").
Ahora, vemos que el producto de dos funciones en la clase de Schwartz es también
una funcién de clase Schwartz. Si f,g € #(R") por definicién f,g € C*(R"), de
aqui fg € C*(R"). Aplicando la regla de Leibniz para o un milti—indice tenemos

que

g = | 3 (5)@% )

18I<|e|

> (g) 107 Fllor—"l

\ﬂ|<|a\

Luego, para a € (Z§)" y N > 0 existe Cs x > 0 con 3 < « tal que

FDED> (g)wwaa—ﬂm

1BI<]e|
< Cpn(1+]z))™
=Cl v+ 1]z))™ con C y = CsnCha.
De la arbitrariedad de v y N > 0 se concluye que 0%(fg) decaen mas réapido que el

reciproco de cualquier polinomio en el infinito. Por la caracterizacién en (2.7)) se tiene

que fg € L (R"). O

2.4. Latransformada de Fourier-Plancherel en L (R")

La idea principal de esta seccién, es definir la transformada de Fourier de una fun-

cion en L?(R™), esta nueva definicién recibird el nombre de transformada de Fourier-
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Plancherel. Como consecuencia demostraremos algunas de sus propiedades, que seran

de buen provecho a lo largo de este trabajo.

En lo siguiente, demostraremos algunos teoremas que conllevan a la definicién de

la transformada en L?(R").
Teorema 2.4.1. Si f € .7 (R"), entonces || f||z = (27) 2|/ f| .

Demostracion. Para f,g € #(R"), la proposicién m garantiza que fg € . y por
teorema se tiene, para todo n € R"

Fan) = (27)° /f ).

Evaluando lo anterior en n = 0 tenemos

/f )dz = (27)" /f )dt.

Tomando g(x) = f(z), el conjugado complejo de f(x). Por la proposicién m

~

9(=8) = (=€) = f(&). Por lo que,

R" R"
[ 1@l = 2m) [ 1F()de.
R™ R"
La tltima igualdad recibe el nombre de IDENTIDAD DE PARSEVAL. De donde,
Iflla = @m)~"2(If .. O

Teorema 2.4.2. (Plancherel). Si f € L'(R") N L*(R"). Entonces f € L*R") y
ademds || fl = (2m) /|| |-

Demostracion. Por la densidad de C2°(R"™) en LP(R"), existe una sucesién de fun-
ciones {@x},eny € CF(R™) tal que, klim ¢r = f tanto en L'(R") como en L*(R").
—00

Luego,

H@c—fHooS lox — fllh = 0, cuando k — oc.
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Es decir, klim @(5) = f (€) uniformemente para todo £ € R™. Ahora, para cada
—00
k,j € N la funcién ¢, — ¢; € C°(R"™), por lo que sastisface la identidad de Parseval,

2m) 2| ¢x — dsll2 = llok — dylla = 0, siempre que  k,j — oo. (2.11)
De este modo, para ¢ > 0 existe NV € N tal que, si k,j > N entonces

/|¢k Ofds <e.

Si hacemos que 7 — oo y aplicamos el lema[1.1.1] se sigue que si, £ > N entonces

/ () — FlQ)Pdg = / lim inf |e(€) - 05(€)|de
< lim inf / Br(€) — &y (&) 2de
= lim / 64(6) — 6(6)[de
<e
Fsto es,
6k — fll2 = 0, cuando & — oc. (2.12)

De (2.11]) tenemos que {&;}keN es una sucesion de Cauchy en L*(R") y de (2.12)) se

tiene que klim or = f en L2(R™), lo cual implica que f € L2(R"). Ademés,
—00
[Fllz =1 lim @pl2 = Tm [loglo
—00 k—o00
= 1im (2m) /2| gkl2
k—o00
= (2m) ™" lim ||kl
k—o00
= (2m) 7" 1im_ ¢y,
k—o00
= (2m) "I |-
U]

El anterior resultado muestra que la transformada de Fourier define un operador

lineal y acotado en L'(R"™) N L?*(R") sobre L?(R"). Dado que L'(R™) N L*(R™) es un
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subespacio denso en L?(R"). Por teorema existe una tnica extension de la trans-
formada sobre L?(R") que denotaremos por .% a la cual llamaremos la transformada
de Fourier-Plancherel.

Para un poco mas de exactitud tenemos lo siguiente:

Teorema 2.4.3. Si f € L*(R"). Entonces .7 (f) € L*(R") y ademés se tiene
1£1l2 = 2m) 2.7 (£)ll2- (2.13)

Demostracion. Dada f € L*(R"), por densidad existe {¢p}, oy € L'(R™) N L*(R™)

una sucesién de funciones (En particular tome ¢, = fxp(ox) ), tal que klim o= f
—00

en L*(R"). Para k,j € N la funcién ¢y, — ¢; € L'(R") N L*(R") y por identidad de

Parseval,
(27) "2k — 5l = Il bk — dlla = 0, siempre que  k, j — 0.

De donde, se concluye que la sucesién de funciones {quk}keN C L*(R™) forman una
sucesion de Cauchy en L*(R™). Por lo que, el teorema de Riesz-Fischer garantiza la

existencia de .# € L*(R"), tal que

lim ¢, =.F en L*(R").

k—o00

Note que, para ¢ € L'(R") N L2(R") se satisface Parseval ||¢ell2 = (27) /2|l

entonces

1£1l2 = @2m) 2.7 (£)ll2-

Esta funcién .# es la que llamaremos la transformada de Fourier-Plancherel de f.
Ahora, veamos que .# es independiente de la eleccién de la sucesién de funciones
{&}pen € LYR™) N L2 (R™).

En efecto, supongamos que existe otra sucesién digamos {¢} }, .y € L'(R™")NL*(R"),
fal que lim ¢, = f en L*(R"). Luego, existe #' € L*(R"), tal queklirroloaﬁz = .7 en
L2(R™). Se sigue que, ¢ — ¢, — f—f = 0en LA(R") y ¢p — @ — F —F' en LA(R").

Por identidad de Parseval se tiene que

0= [l¢x — dilla = 1) "2l o — dfll2 = (2m) 2| F — F||o.
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Esto es, .Z = .7’ en c.t.p., es decir, .7 y .7’ representan el mismo elemento en L*(R").

Por tanto, .# es independiente de la sucesion {¢y}, .y C L'(R™) N L*(R™). O

A continuacion, daremos formalmente la definicion de la transformada de Fourier-

Plancherel para una funcién en L*(R").

Definicién 2.4.1. Si f € L*(R"), denotaremos .Z(f) € L*(R") a la transformada

de Fourier-Plancherel, que definiremos por
F(f) = lim @ en L*(R");
k—o0

donde, {¢x hren € LY(R™) N L%(R™) tal que, Jim ¢ = f en L*(R™).
—00

Ademss, se satisface la identidad de Parseval, es decir, || f|l2 = (27) 2|7 (f)||2-

En algunas ocasiones haremos uso de la notaciéon Z(f) = f para la transfor-
mada de Fourier-Plancherel, siempre y cuando se de explicitamente que la funcion
f e L*R").

Observe que esta definicién y notacién son consistentes con la transformada de Fourier
original definida en la seccién 2.1, pues si f € L'(R") N L*(R") entonces simplemente
escogemos la sucesion ¢ = f para todo k € N.

Ahora, discutiremos el teorema de inversion para la transformada de Fourier-Plancherel.

Recordemos que de la seccion 2.2 se tiene que

f(@) = (27) " f(~a). (2.14)

Para una funcién g se introdujo la notacién g(z) = g(—=x). Por lo que, la ecuacién

anterior nos quedarfa f = (2r)™" f.

Teorema 2.4.4. (Teorema Inversién de Fourier-Plancherel). Si f € L?(R"). Entonces

f(x) = (2#)*"]§(—x) para todo x € R".

Demostracién. Supongamos que f € L*(R™) entonces existe una sucesién de funcio-

nes {¢r } oy C < (R") tal que ¢, — f en L*(R™). Por definicién de la transformada de

40



Fourier-Plancherel tenemos que ¢ — f en L2(R™). Debido a que, {@}%N c Z(R")
y por la definicion de f obtenemos que
dr— f en L*R") (2.15)

Ahora, dado que el teorema de inversién es valido para funciones que estan en . (R"),
vemos que

A

or = 2m)"0r — (27)"f en L*(R") (2.16)

De (2.15) y (2.16) se tiene f = (27)"F. O

Teorema 2.4.5. La transformada de Fourier-Plancherel .% : L?(R") — L*(R") es
una biyeccion de L?*(R™) sobre L?(R").

Demostracién. Sean f,g € L?(R") y supongamos que f = g. Por el teorema inversion

de Fourier-Plancherel

f(@) = (27) " f(—x) = (27)"3(—2) = g(x).

Asi, f = g. Lo cual muestra la inyectividad de .%.

Para la sobreyectividad de .# supongamos que g € L*(R"). Definamos

f(x) = (2m)"g(—x)

y observe que f € L?(R"). Luego, por teorema de inversién de Fourier-Plancherel
f(x) = (27r)*”]§(—a:) de donde, f(—x) = §(—x) es decir, f y g tienen igual transfor-
mada de Fourier-Plancherel, debido a la inyectividad de .# se concluye que ]? =g.

Por tanto, si g € L2(R"), la tnica funcién f € L2(R") que satisface f = ¢ est4 dada

por la férmula

~

Teorema 2.4.6. Si f € L'(R") y g € L*(R"). Entonces m(f) = f(£)3(§)
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Demostracion. El teoremam garantiza que m € L*(R™). Luego, para g que esté
en L*(R") tomemos una sucesién de funciones {¢y}, .y € L'(R™) N L*(R") tal que,
¢r — g en L*(R™), por definicién de § se tiene gg;; — g en L?(R™). De la proposicién

inciso (6) se cumple que

@:f@; para todo k€ N.

Nuevamente, el teorema de implica que
1f % ¢ = fxglla=I1f* (6 = 9ll2 < [ fll1ll¢x — gll2 = 0
en L*(R™), siempre que k — oo. Luego, por identidad de Parseval
(2m) 2 Fxdn— Frglla=lf % 66— frgle >0 en LAR").
De donde,
frdr— frg en L*RM). (2.17)

Por otro lado, del corolario se sigue que
1Fér = Falla = 1F(@x = D2 < I Fllsclldr — ll < I Illléx — Gl = 0 en  L*(R™).
Esto es,

Fxon="For—f§ en L*R"). (2.18)
Por tanto, de y se concluye que m = fg. O]
Proposicién 2.4.7. Si f, g € L*(R™). Entonces

| F©9©)ds = [ f@)g()dr.

Demostracién. De la hipétesis f € L*(R™) entonces fe L*(R™), por desigualdad de
Holder tenemos fg € L'(R™). Ahora, aplicando el teorema inversion para g € L2(R"),
se tiene que
[ 1©9©de = [ Feyem ™ [ glaye<duds
R" R" R"
= [ [ f©a)edude.

R™ R™
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Debido a que, f(€)§(z) € LY(R"™ x R") es posible aplicar el teorema de Fubini y el

teorema inversion para f € L?*(R"). Por lo que,

[ F©9©yds = [ [ f©)gw)e drde

R™ R™

= [em™ [ fe)edeg(e)de

— [ f@g(a)d,

~

Proposicién 2.4.8. Si f, g € L2(R"). Entonces fg(£) = (2m)"f * §(£).

Demostracién. Dado que f,g € L*(R"), la desigualdad de Hélder nos garantiza que

fg € LY(R™). Luego, por teorema inversiéon para f € L?(R") se tiene

Fot©) = [ f@gtye=tda = @m) [ [ Fme=g(are = dnda.

Ya que, f(n)g(z) € L*(R™ x R™) podemos aplicar el teorema de Fubini, asf que

—

Fol&) = @)™ [ o) [ g(@)e = dzdy
= 2m) ™" [ Fm)a(& —n)dn

= (2m) " (f % 9)(©).

Teorema 2.4.9. Para f,g € L*(R"). Entonces

f@)g@)dr = 2m) " [ F©)ae)de.

Demostracion. Para z,w € C se tiene que

|z 4+ w|? = [2)* + 2w + Zw + |w|?.
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Aplicamos la identidad de Parseval a la funcién f + g € L*(R")

[ 1 +gPde = 2m) [ |F+ gld

J 1B+ £+ Fg + lgPdn = @m)~ [ 172+ F5+ Fg + lglde.
R™ R

De donde, por identidad de Parseval para f,g € L?*(R") se tiene que

[ 13+ TFgde = )y [ 5+ Fade. (2.19)
Rn R'VL
Reemplazando 7g por g en la ecuacién anterior

| fig + Figdr = (2m)™ [ Fig + figds

[ =ifg+ifgde = 2m)" [ ~ifg+ifqde
R™ R™
y cancelando el factor ¢ nos queda

[ —t9+Fode = 2n) " [ ~f5+ Fade. (2.20)
R™ R™
Por lo que, restandole la identidad (2.20) a la identidad (2.19) obtenemos el resultado
deseado. O
Teorema 2.4.10. (Desigualdad Hausdorff-Young). Sea f € LP(R"), 1 <p < 2.
Entonces f € L¥ (R") con 1 = % + 1% y
1Fllyr < o)™ £l

Demostracion. De las estimaciones de la proposicion inciso (4) | fllse < IIf111
y de la ecuacion (2.13)) |7 (f)||2 = (2m)"/2||f||2. Por el teorema de interpolacién de
Riesz-Thorin ver ([§ ,P4g 27 ]). Concluimos que la transformada de Fourier es un

operador lineal acotado de LP(R™) en L¥ (R™) con

CcOon norma

1Flly < 10@m) ™21 1l = 20) 71| £ .
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Capitulo 3

Espacio de las Distribuciones

Temperadas

En este capitulo daremos una introduccién a la clase de las distribuciones en par-
ticular las llamadas distribuciones temperadas. Dado que el espacio de Schwartz es
cerrado bajo las operaciones basicas del andlisis, y por dualidad extendemos estas
operaciones a las distribuciones temperadas y demostraremos algunas de sus propie-
dades. Ademas, se hace mas facil trabajar con funcionales que actuan sobre espacios

de funciones.

3.1. Espacios de Funciones de Prueba

En esta seccion introduciremos los espacios de funciones de prueba, entre ellos
tenemos los siguientes, el espacio de las funciones infinitamente diferenciables de so-
porte compacto que denotaremos por C°(R™), el espacio de las funciones de Schwartz
denotado por .Z(R") que fue estudiado en la seccién 2.3 y por ultimo el espacio de
las funciones suaves(infinitamente diferenciables) que denotaremos por C*(R").

Observe que para estos espacios se tiene la siguiente inclusion

C®(R") € Z(R™) € C®(R™).
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A continuacién definiremos la convergencia en cada uno de estos espacios.

Definicién 3.1.1. Sean { f;}, .y C C*°(R") una sucesién de funciones y f € C*(R").

Diremos que fr — f en C*(R") si, y solo si, klim sup |0%(fx — f)(x)| = 0 para todo
T Jal<N

« multi-indice y todo N =1,2, ...

Definicién 3.1.2. Sean {fi},.y C -/(R") una sucesion de funciones y f € .7 (R").

Diremos que f;, — f en .(R") si, y solo si, klim sup |[290°(fx — f)(x)| = 0 para todo
00 geR™

a y [ multi-indices.

Definicién 3.1.3. Sean {fi}, .y C C2°(R") una sucesion de funciones y f € C°(R")

tal que soporte(fy) € B para toda k € N, con B conjunto compacto. Diremos que

fr = fen C®(R") si, y solo si, klim |0%(fx — f)(2)]|o = 0 para todo o multi-indice.
—00

Note que, la convergencia en C2°(R"™) implica la convergencia en .(R"), la cual

implica convergencia en C*°(R").

3.2. Espacios de Funcionales sobre Espacios de Prue-

ba

En esta seccién presentaremos los espacios duales definidos sobre los espacios de
funciones de prueba vistos en la seccion anterior. Es decir, los espacios de funcionales
lineales continuos sobre los conjuntos de funciones de prueba, a cada uno de estos

espacios los denotaremos por:
(CZ(RM) = Z'(R")
(7 (R") = ' (R")
(C*(R")) = &'(R").
Por definicién de la topologia sobre los espacios duales, tenemos
T.—T en Z2'R")<=T,Te?2 y Tif)—T(f) paratoda feCZ(R").
T, —T en S'R") =T, Te y Ti(f)—T(f) paratoda fe.(R").

T, - T en &R")<=T,Tec& y Ti(f)—T(f) paratoda [fe C>®(R").
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Para los espacios duales se tiene la siguiente inclusion
&'(R") C ' (R") C 2'(R™).

Definicién 3.2.1. Los elementos del espacio 2'(R") son llamados distribuciones.
Los elementos de .%/(R") son llamados distribuciones temperadas y por ultimo los

elementos del espacio &’(R"™) son llamados distribuciones con soporte compacto.

La accién de una distribucion temperada u sobre una funcién de clase Schwartz

f es representada por alguna de las siguientes maneras

(u, f) = u(f).

En lo siguiente, damos una caracterizacion de las distribuciones temperadas, que es

muy util desde un punto de vista practico.

Proposicién 3.2.1. Sea u un funcional lineal sobre .#(R"). Entonces u € .%/(R")

si, y solo si existen C' > 0 y k, m enteros positivos tal que
[{u, )l < CY pas(f) conla] <m,[B] <k; paratoda fe.Z(R"). (3.1)

Demostracion. Si se satisface (3.1) se tiene que u es un funcional lineal continuo en
0, por teorema se sigue que u es continuo. Asi, u € .'(R").

Reciprocamente, tenemos que la familia de conjuntos {¢ € Z(R") : pas(p) < 6}
donde a y [ son multi-indices y 4 > 0, forman una subbase para la topologia en
S (R") (ver Grafakos [l Pag 106]). Sea B(0, 1) la bola abierta de centro en 0 y radio
1 en C, como u es un funcional continuo entonces u~!(B;(0)) es un abierto en . (R"),

luego existen m, k enteros postivos y § > 0 con |a] < my |B| < k, tales que
u N (B1(0)) = U{v € S (R") : pass(p) <8} con |af <m,[B] <k

Por lo que, si |a] < m, |8] < ky pas(e) < & entonces ¢ € u'(B1(0)), esto es,
(u,p) € B1(0), es decir |[(u,p)| < 1. Haciendo C' = 1/§ y de la arbitrariedad de
¢ € (R") se satisface (3.1). O
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3.3. Distribuciones Temperadas .&'(R")

En esta seccién, centramos nuestro estudio en el espacio de las distribuciones tem-
peradas. Debido a que via estas distribuciones definimos los espacio de Sobolev en

R" y ademas son las de mayor utilidad en el andlisis arménico.

Definicién 3.3.1. Diremos que u : .¥(R") — C es una distribucién temperada, es

decir, u € ' (R") si

1. w es lineal, es decir, u(by + ¢) = bu(p) + u(¢) para todas ¢, ¢ € Z(R") y todo
beC,

2. w es continuo, es decir, si para cualquier sucesion { ¢y }ren C - (R") tal que ¢ — 0

cuando k — oo, entonces u(¢y) — 0 siempre que k — co.

Toda funciéon f € LP(R") con 1 < p < oo define una distribucién temperada via

la identificacion f — uy donde uy es el funcional definido por
us(p) = /f(x)go(x)da: para toda ¢ € . (R"). (3.2)
R’VL

Definicién 3.3.2. Sea u € .’(R"). Definimos la transformada de Fourier @ y la

transformada de Fourier inversa # de una distribucién temperada u por

(@) =(u,@) v (&)= (u,p), paratodo €L (R").
Definicién 3.3.3. La masa de Dirac en un punto zo € R" que serd denotada por
0z, esta definida por

(020, ) = @(x0) para toda ¢ € C=(R").

A continuaciéon daremos un ejemplo en el cual calculamos la transformada de

Fourier de la funcién masa de Dirac en un punto z.

Ejemplo 5. De la definicién anterior se tiene que para xy € R", §,,(¢) = ¢(x¢), por

lo que

—

<5$07 50> - <5$07 55> - @(.To) - /Qp(x)e_ix‘xodxa para toda NS y(Rn)?
]R?‘L
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esto es, d,, es posible identificarla con la funcién e~“*0. Ahora, en el caso particular

cuando xg = 0, entonces dy = 1.

Ahora, supongamos que f,g € % (R") y o un multi-indice. Integrando por partes
|a| veces obtenemos que
J@ ) @gayie = (1) [ ()0 g)(x)dz. (33)
R™ R"
Si queremos definir la derivada de una distribucion temperada u, tendriamos que dar
una definicién que extienda la definicién de la derivada de la funciéon y que satisgafa
(3.3). Para g € ' (R") y f € .#(R"), las integrales en (3.3) se interpretan como
acciones de distribuciones sobre funciones. Usaremos (3.3) simplemente para definir

la derivada de una distribucién.

Definicién 3.3.4. Sea u € ./(R") y o un milti-indice. Definimos
(0%, ) = (—1)1*l(u, 0%¢), para toda ¢ € .Z(R"). (3.4)

Si u es una funcion, la derivada de u en el sentido de las distribuciones se denominan

derivadas distribucionales de orden |«

Ejemplo 6. Se mostré que 6Ao = 1. Més general, para cualquier multi—indice «

vealnos que
926 = (ix)".

En efecto, para ¢ € .Z(R")

= (D=1 (8, (i)
= (i2)4(0)
= [ (iz)%p(z)dz

Del calculo anterior es posible identificar a 98y como la funcién (i)™
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Definicién 3.3.5. Sean T una matriz invertible, y € R" y r > 0. Para una distribu-

cion temperada u definimos lo siguiente:

T,u  traslacion de  w  por (Tu, ) = (u, T_yp),
0"u dilatacion de wu por <(5Tu,gp>:<u,r—”51/r¢>7

@ reflexion de  uw por (a,p) = (u,P).

Ademas, definimos la composicion de una matriz invertible 7' con una distribucion

temperada u como sigue
(uoT,p) = |detT| {u,poT™"); donde @oT Yz)= (T ).

A continuacién daremos un ejemplo en el cual se ilustra la reflexion, dilataciéon y

traslacion de una distribucion temperada.

Ejemplo 7. La masa de Dirac en el origen coincide con su reflexion, es decir 8y = do.
Ademads, 0"0g = r7"0¢ y Ty00 = Oy.

En efecto, para ¢ € . R"
(b0, ) = (80, 7) = #(0) = p(0) = (%, ).
Por otro lado, para ¢ € . R"
(6700, ) = (G0, "0 p) = 1780, 61" p) = 17"80(617p) = 1" Go(p) = ("o, )
Por ultimo, para ¢ € . R" y y € R" un punto fijo
{400, ) = (00, Ty ) = S0(T-yp) = @(y) = dy () = (0y, ).

Definicién 3.3.6. Sea u € .7'(R") y ¢ € . (R"). Definimos la convolucién ) u por

(Y *u,p) = (u,1p*xp), paratoda ¢ e L (R").

Ejemplo 8. Sea u = ¢,, como en la defincién 3.3.3. y ¢ € .#(R"), entonces

Y * Oy = Ty
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En efecto, para ¢ € & R"

<¢ * 5m0780> = <5I071; * (:0> = (1; * QO)(LL’())

~ [(ra)@)p(@)dr.

RTL

Asi, es posible identificar a 9 * d,, como la funcion 7,,.

Ahora definiremos el producto de una funciéon con una distribucién temperada.

Definicién 3.3.7. Sean u € /'(R") y h € ./ (R"), definimos el producto hu de h'y

u por
(hu, @) = (u, hg), para toda ¢ € .Z(R").

Esta defincién es posible extenderla para una funcién h € C*(R") que tiene como
maximo un crecimiento polinomial en el infinito, al igual que todas sus derivadas. Es
decir, para todo o multi-indice se cumple que |(9%h)(x)| < Cu(1+|z|)* para algunos
Ca, ko > 0.

En lo siguiente veremos una propiedad de la convolucion.
Teorema 3.3.1. Si u € ./ (R") y ¢ € #(R"), entonces ¢ xu € C*(R") y
(¢ u)(x) = (u, 7,0p), paratodo x € R™.
Demostracion. Sea ¢ € .(R™). Tenemos que

(W *u, ) = (u, P p)

(e
= ([R () ()(y)d )

= [twrd)e(y)dy.

R?’L
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Verifiquemos la ultima igualdad. Esto es justificado por la continuidad de u y el hecho
de que la suma de Riemann de la integral [1 (1,0)(-)p(y)dy converge a la integral
jT;(u, Ty@(p(y)dy en la topologia de .(R"). :

Hliara cada N = 1,2, ..., considere una particién de [-N, N|" en (2N?)" cubos Q,, de
longitud de lado 1/N y sea y,, el centro de cada Q,,. Ahora, para «, 8 multi—indices

mostremos que

(282
Dn(z) = 3. 200 ( = Y)Y )1 Qi) — /xaaﬁi(fﬂ —y)e(y)dy

converge a 0 en L®(R") cuando N — oo. Para m = 1,..,(2N?)", por teorema del

valor medio en R" tenemos que

2202 (x — Y)Y )11 Q) — / 2O (z — y)e(y)dy

Om

- / 200w~ yn)plum)dy — [ 207w~ y)p(y)dy

Q m

/ (9= ) - V(I =)o) ()dy

m

para algin £ = y + t(y,, — y), donde t € [0,1]. Note que, por la caracterizacién en
(2.7) para M > 0 con M € N un ntimero par,

V(@ (x =)o) )] = V(@ (x = €)p(€) + bz — €)(Ve) (€)|
< [V((x = €)p()] + [d(z — )(Ve)(©)]
<e((T+ |z = €)™+ 1g)™)
<A1+ Jz =€) MR+ 1)),

Para y € Q,, la distancia |y — y,,| serd menor que la diagonal de Q,, cuya distancia

es /n/N, de donde |y — y,,| < +/n/N. Asi,

o — ) (D — ol ol V7 ! !
10 = ) Vo = o O)] < Clal M ot 39)

clijamos M > 2|a|, de la desigualdad
L+ |o) <14z — &+ €] < 2+ 2)x — &+ [§] + [€]]z — ¢
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se tiene que

1 1
A+ o= )P+ N2 = L+ )7

por lo que en (3.5)

(6 ) ' “ \/ﬁ 1 1
2 = ) - VO (z = o) < el o ey
< Olafi 1

N (L [x)M2 (1 4 [y[)M/

esto ultimo debido a que

[yl = 1§+ tly = ym)| <[]+ tly — ym| < &1+ /N <[] +1 para N > +/n.

Luego,

| Dy ()]

(2N2)n ~ -

=| 30 a0 = ) plym)i(Qn) — [ #"020(x — y)e(y)dy

m=1 R™

= [ ) V@@= ©@dy— [ 2050~ y)e(y)dy

—N,N]J" ([=N,NT™)*

S i A G O
T NQA DY S QDY e |

Estudiaremos cada una de estas integrales por separadas.

N

[_N/N]n (1+ !y\ Ay C"O/ (1+r i
1 -1
0/ r)M/2 +/ 1+T)M/2d
(cyn—i—/ n—1- M/er)

1
<, <cyn+wn 1M/2—n> < Q.

Para la otra integral, usaremos nuevamente la caracterizacion en (2.7)), por lo que
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para M € N y un argumento similar a las estimaciones anteriores se tiene que

C///’x‘la\
(14 [z =y (1 + Jy]

[ 0k = y)ey)ldy <

o
([-N,NJ™)© ([-N,NJn)©

C«///|l_||a\ 1 y
S N2 T a2y
1+ |z])M/2 / 1+ [y|)M/2
Al o T

C///’x“a\ ” 7 yn—1 p
r
(1

IR e A (R
Om’x“a‘ / 7 n—1-—M/2

T 1+ |x|)M/2Kn]{7“ dr
C///’:E“a\ ) 1 )

~aq ‘x’)M/anNM/z—n aqui M > 2n.

Asi,
_ C, C, 1
xseuﬂgl |Dy(z)] < N+ [2]) 72 + (15 |2 N2 — 0, cuando N — 0.

Todo lo anterior nos permite identificar a la funcién ¥ % u como

(¢ u)(2) = (u, 721)).

Ahora mostraremos que ¢ xu € C*°(R"). Sea e; = (0, ...,1,...,0) con 1 en la j—ésima

coordenada y 0 en las demas. Entonces,

0, ) (z) = lim s P V@) = (W *0)(@)

h—0 h
= limu (T_hej () = wa) continuidad de u
h—0 h
_ ( ;. T—he, (Tﬂ;) B Tl‘l/;>
=y | lim
h—0 h
= u(0;(r:1))

= u(n(@ﬂ[})) = (059 * u)(x).
Ya que,

T—he; (quwz) - quj)
i —

9;(1a0) = 7.(0;¢0) en L (R") cuando h — 0.

Haciendo el mismo calculo para derivadas de orden superior se tiene que para todo =y

multi—indice 07(¢ * u) = (07Y) * u y por lo tanto, ¢ x u € C*(R"). O
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A continuacion damos una proposicion que extiende las propiedades de la trans-

formada de Fourier a distribuciones temperadas.

Proposicién 3.3.2. Sean uyg, u,v € ' (R"), o, 0,0 € L (R"), y € R", b € C, a un

multi-indice y » > 0, entonces
(1) u+v=u+7,
(2) bu = ba,

(3) Siug — uen S (R"), entonces uy — u en ' (R"),

(10) 4 = (27)"u
(11) ¢wu =i,
(12) ¥ =@ = (27)"¢u,

(13) (Regla de Leibniz) =) ( ) 20) (97" "u), donde m € Z7T,

=0
(14) (Regla de Leibniz) 0%(pu) Z irj <a1> (a”> (0%p) (0% ).
71=0  ym=0 \T1 Tn
Demostracion. Dado que el conjunto de todos los funcionales lineales sobre . (R")
definen un espacio vectorial, donde la suma de dos funcionales lineales sobre . (R")
es definida de forma natural por (u+v)(p) = u(y)+v(p) y el producto de un escalar
a € C por un funcional u es definido por (au)(¢) = au(p) para toda ¢ € .7 (R").
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—_

w

. Para ¢ € (R"), tenemos que

o~

(ut0,0) = (utv,0) = (@) + (v,9) = (U ) + (U,9) = (@+7,9),

Por lo que es posible identificar a u + u con la funcién @ + 9.

(bu, ) = (bu, @) = blu, @) = b{T, p) = (b, ).

. Note que, ux(¢) = ug(@) = u(@) = u(p) cuando k — oo, para toda ¢ € . (R").

Por lo tanto, uy — u en ./(R").
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10.

11.

12.

—

o~

(0w, ) = (xu, @) = (u,9 + B) = (u, (D)) = (@, 1)

—

Veamos que para 1, p € .%(R") se cumple que ¢ * $ = (Q/A;go)
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. . s (m —
13. Definamos el conjunto V := {m €7 0" (pu) = z; <t>(8§<p)(8j tu)} :
t—
1
Como 9;(pu) = ¢(d;u) + (Fjp)u => (t) (8%¢)(0;""u), es decir 1 € V. Suponga-
=0
m _ (™M t m—t
mos que m € V', luego 97" (pu) = > (t (9;¢)(97""u) es verdadero, veamos que
=0
m+1eV.
En efecto,
07" (spu)
= 0;"[0;(pu)]

= 9" [(0j0)u + ¢(0ju)]

= 95"[(9;0)ul + 07" [(p(0u)]
D

5 (1) eror t:o()

(am—H u+ Z ( ) at—H am t
0

1

-
i

3
[

= (8}"“@)11 +
t

39

IS

I

= (0] o)u +

= (0" p)u +

t+1

£
(" et

m+1

W=

t=0

T
o

NE

= (8;7”1g0)u +

m+1

=2

(o
(-2 e

("” N 1) (010) (@7 u) + (07 )

o8

am t—l—lu)

m

t=1
m—1

t=0

am t+1 )_I_Sp(a]m—i-lu)

£ (7)o

( ) (0410 (O 1u) + (@)

)07 ) + (07 )

1
(m:— )(3;190)(8;”“_%). Por lo tanto, m+ 1 € V.



14. Aplicando en reiteradas ocasiones el inciso anterior, tenemos que

0% (pu)
= 09 -

— A%1 A2
= 0M 952 .-

— A%1 A2
= 0M 952 .-

— A%1 a2
= 0™ 952 ..

QO —1
90
QO —2
.90

0,7 O (o)

(O‘") (1) (@)

n
QOn
Yn=0
Qn

>

Yn=0

n
n

Un ) qan_
n < )annl1
Tn

Yn=0

Anp—1
Tn—1 =0 7’]1—1

)

-5 ()£
- Wio. : .g:o (i) (i:) (6°0)(8° ).

(@) (@5 mu)

n

o o) (O

(@)@ gz g

u)

]

Proposicién 3.3.3. Si ug,u € LP(R") y ux — wen LP(R™) con 1 < p < oo, entonces

ur — uen ' (R").

Demostracion. Veamos que |(ug, ) —

Por desigualdad de Hoélder

[ (ur, ) —

[{(ur = ), )]

L/(uk — u)pdz

(u, ¢}

n

< lur — ullpllolly —

0,

(u, )| = 0, para toda ¢ € .7 (R").

cuando & — oo.

Es decir, (u, ) — (u, @) siempre que k — oo para toda ¢ € . (R"). Por defincién,

up — u en ' (R").
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Capitulo 4

Espacios de Sobolev en R"

En este capitulo definiremos los espacios de Sobolev y demostraremos algunas
de sus propiedades mas importantes. Estos espacios al transcurrir del tiempo han
mostrado ser los que reunen las condiciones necesarias para hallar soluciones a EDPs
no lineales.

Los espacios de Sobolev fueron introducidos por el matematico ruso Sergei L’vovich
Sobolev al rededor de (1930) en ese entonces para resolver la ecuaciéon de Laplace
o Poisson — A u = f con condiciones de borde. También suelen ser espacios mas

amplios que el espacio de las funciones continuas y diferenciables.

4.1. Espacios de Sobolev H*(R")

En esta seccion daremos una breve introduccion a los espacios clasicos de Sobolev
que denotaremos por H*(R") para s € R. Los espacios de Sobolev miden la diferen-
ciabilidad de funciones en L*(R") y son una herramienta fundamental en el estudio
de ecuaciones diferenciales parciales no lineales.

Comenzaremos definiendo los espacios de Sobolev.

Definicién 4.1.1. Sea s € R. Definimos el espacio de Sobolev de orden s, que

denotaremos por H*(R") como
HYR") = {f € Z(R") : A°f(€) = (1 + [¢[)2f (&) € L*(R™)},
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con norma || - || s definida por

/1

we = [[A°f2
Ejemplo 9. Sea n > 1, en el ejemplo |5/ se mostré que 5AO(§) =1 de donde,
§o € H¥(R") <= A*§y € L*(R")
= (+ ) € PR
= /(1 +€)?)%dE < 00, si s < —n/2.
Rn
Asi, 0 € H*(R™) si s < —n/2.
De la definicién de los espacios de Sobolev, se tiene las siguientes propiedades.

Proposicién 4.1.1. Sean s,r € R.
(1) Sir > s, entonces H"(R") C H*(R").

(2) H*(R"™) es un espacio de Hilbert con respecto al producto interno (-, -) definido

como sigue:

Si f.g€ H'(RY), entonces (f,g), = [ Af(Ag(€)de.
R

Demostracion. 1. Sea f € H"(R"). Si s < r, entonces (1 + |£[*)® < (1 + [£]?)" para
todo £ € R". Dado que |]?(§)|2 > 0, se sigue que

(1 +ERSIFOR < 1+ EPYIFEPR
Jla+ gy f©ra < [10+1err2 i,

we = [N fllo < [[A"fllo = [ fl[ar < o0
Por lo que, f € H*(R"). Asi, H"(R") C H*(R").

lo cual implica que || f]|

2. Veamos primero que (f,g)s = [ A°f(§)A%g(£)d¢ define un producto interno sobre
]Rn
H*(R"™) para f,g € H*(R").
En efecto, sean f,g,h € H*(R") y a,b € C escalares.
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a) Por la linealidad de la integral de Lebesgue tenemos que

(af +bh.g). / A*(af +bh)(€)Ag(€)d

- / (14 [€))*/*(af + bh)(€)Ag(€)de

= [ a1+ 672 F() + b1+ [€)*/2h(©)] Ag(€)de
= / (1+ g2 F () Ko €)dg + / (1 + I€])/2h(€) Ag € de
—a/As YAy d£+b/As Asg(E)de

=a(f,9)s + b(h, g)s.

— [ A r©R g€ de = / A @A g(€)de

— [ Asf

’f>$'

~
Ne)

= [ A FONFE)E = / AF(O)F dg = [AFI3 > 0.
J

(f, /s =0 |IA*flI3=0
< ANf(§)=0 en ctp. E€R".
= (1+[EP)7f(©) =0
— f(&)=0

< f=0 en ctp. zxzeR".

Sea { fx}ren una sucesién de Cauchy en H*(R"). Entonces {A® fi }ren forma una

sucesion de Cauchy en L?(R"), ya que para [,m > N se tiene
[A°fr = N fulle = ([N (fi = f)ll2 = [ fi = fullms <€
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Por la completez de L?(R") existe h € L*(R") tal que

Afp —h en L*(R") cuando k — oco.

Defina g := A~*h y note que g € H*(R") pues ||g||gs = [[A*A™*h||s = ||h]]2 < oc.

Ademés,

1fe — gl

s = ||A°(fe — 9)ll2 = |A°fr, — hl|]2 = 0, cuando k — oo.

Ast, {fr}ren €s una sucesion convergente en H*(R"™). Por lo tanto, H*(R") es un

espacio de Hilbert.

Teorema 4.1.2. Sik € Z* y s € R,

HR") = {f € ' (R");0°f € H**(R") para todo |of <k}

wey Y 0%

o] <k

y las normas || f| Hs—* SON normas equivalentes.

Demostracion. Si f € H*(R"), podemos observar que

T = (6 F6) = [ sl + 1626 = o s )

dado que A*f(€) € L*(R™) y (i€)*(1 4 |£]|?)*/? es una funcién continua sobre R", se

—

sigue que 02 f (&) es una funcién localmente integrable.
Sia= (g, - ,a,) con |af <k tenemos que |§;|* < [£|% para cada j =1,...,n

de donde

el = ler - 0] = Jeal™t -+l
< Jgfor - el
= l¢l

N
(59
j=1

< (L€
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De la desigualdad anteior, se tiene que

[T = €T O] < (L + €)1 F(©)I- (4.1)
Por otro lado, veamos que (1 + [¢]2)F2 < C Y |€* = Y |(i€)"
ol <k | <k
Ya que, Y [£%| > 0 para todo ¢ € R”, definamos la funcién
|| <k
(1+]¢P)*?
F) = ————.
O e
lal <k

Note que,

> g% = Z &1 +Z €7 = Z 1&1*

la| <k j=1 j=1
donde © = {a: |a| < k}\{a:a=(0,0,...,k,...,0,0) con k en la j-ésima posicién}.

Ahora si [£] > 1, entonces

Py = AEIERN ™ AHIERN 2 e I
§k|§a| jleéjl’“ ]Zl|§j|k
Se sigue que,
(+Iehy el ¢ 3 lierFe)l (42)
De tenemos que 7

~

[ Flls = 11+ [€[%) 2 (1 + €22 ()12
= [+ €)= (1 + M2 £
<C YN +1EP) 716 Flll

| <k

=C Y A +1g) = 102 F©)]l:

la|<k

=C Y+ T aRFE)l

|a|<k

=C > A0 fll2

o] <k

=C > 02l

o<k
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De (4.1)) se tiene que

102 Fllgro-v = |A*02 |l
= |I(1 + (€% 02 f()]l2
= |r<1+rg|2>5f|< SIGIIE
<1+ [E2)5F (1 + P21 F )2
= |I(1 + €22 F )]
= A% f]l2
S rirs
de donde,
SO0 e < 0 1 £ e,
|| <K || <k
asi,
! 1o} /. 1
C |§§:k||8mf| & <||fllgs con C":= 72 Tl > 0.
|| <k
Por lo tanto,
s = S 1108 aros-

lal<k

]

Para entender la relacién entre el espacio H*(R") y la diferenciabilidad de funcio-

nes en L*(R") daremos la siguiente definicién.

Definicién 4.1.2. Sea f € L*(R"), diremos que f es diferenciable en L*(R") con

respecto a la j—ésima variable si existe g € L*(R™) tal que

/ f(@ + hey) — f(2)
J h

2
—g(z)] dv -0 cuando h — 0,

donde e; es igual a 1 en la j—ésima coordenada y cero en las demas.

De la anterior definicién es posible dar una drescripcién de los espacios H*(R™)

con k € Z7 sin hacer uso de la transformada de Fourier.
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Corolario 4.1.3. Si k € Z", entonces H*(R") coincide con el espacio de funciones
f € L*(R™) cuyas derivadas en el sentido de distribuciones 9% f € L*(R"™) para todo
a € (Z§)"con |a] =a; + g+ +a, < k.

En este caso las normas || f||zx y Y [|0% f]|2 son equivalentes.
| <k

— ~

Demostracion. Haciendo uso de la férmula 02 f(§) = (i£)*f(€) y las desigualdades
(4.1) v (4.2)), y razonando de manera andloga a como en el teorema anterior se obtiene
el resultado. O

El siguiente resultado nos permite relacionar derivadas débiles, es decir, derivadas

en el sentido de las distribuciones con derivadas en el sentido clasico.

Teorema 4.1.4. (Incrustacion). Sea k un entero no negativo. Si s > n/2+k, entonces
H*(R™) estd incrustado continuamente en C¥(R") el espacio de las funciones con

derivadas continuas de orden k£ que se anulan en el infinito y ademas

[fllex < el /]

HS.

Demostracion. Veamos el caso cuando k = 0. Mostremos que si f € H*(R") entonces

f e L}(R™) y se tiene la estimacién

Il < cllfllm si s >n/2. (4.3)

En efecto, por desigualdad de Holder tenemos que

N 1/2
N 2\s/2 d
[ = [ O < e, (R/ (wa) <l
Rn R”l n

(14 [¢[2)+/ "

aqui, [ # < G < 00, 81 s >n/2. Asi, fE L'(R™). Por el teorema de inversion,

n

f(x) = (2n) " f(—x) donde f es una funcién continua y acotada. Por tanto,

1lleo = @)1 Flloo < @)1 Fl1x < @) "Eull 1z = call e

La funcién f se puede ver como la transformada de Fourier de f, por Lema de

Riemann-Lebesgue se tiene que f € Co(R").
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Para el caso donde k > 1, veamos que si f € H*(R") con s > n/2 + k entonces, para

la| < k se tiene que 9o f € LY(R™). Aplicando desigualdad de Holder nuevamente

lot] ~
[ i@ = [ e e < /(hﬁHWpO+KWWV@WE
Rn n

g\
<HNﬂbQ/]ﬁwﬂ )

< & /]

Hs»

donde f df < < oo,sis > n/2+ |al, esto es cierto pues |a] < k. Asi

5
dof e Ll( "). Por el teorema de inversién 0% f(x) = (27r)_"8§‘f(—x) se sigue que

102 flloo = (2m) ™" 102 f oo < (2m) ™02 f 11 < (2m) " fIls < &

Luego, el Lema de Riemann-Lebesgue implica que |02 f(z)| — 0 cuando |z| — oco.

Por tanto, 9% f € Co(R™). Es decir, f € CF(R™). O

Corolario 4.1.5. Si s =n/2+k+6, con 6 € (0,1) y k un entero no negativo, enton-
ces H*(R"™) estd incrustado continuamente en C**(R™), el espacio de las funciones

Ck(R™) con derivadas parciales de orden k Hélder continuo con indce 6.

Demostracion. Estudiemos primero el caso cuando k = 0, asi s = n/2 + 6. Suponga-
mos que f € H*(R"). Se debe mostrar que para =,y € R", si |y| < 1 entonces existen
constantes ¢ > 0y 6 € (0,1) tal que |f(z +y) — f(x)] < cly|’. De la férmula de
inversion de la transformada de Fourier y la desigualdad de Holder tenemos

F@+y) = f@)] = @r)| [ F©eea - feetde

R™

= 2m) " | [ F(e)et= (e — 1) de

R?’L

< @m) [1F@lle™ - 1jae

R
_ we _ 1
_ (QW)HRZG + |§|2)(n/2+0)/2|f<§>| (1 +|T§’2)(n/2h_6)/2d£

1/2
€ 1|2
2 n An/2+9 / |€ )
< (2m)| ﬂ|@ et ATl
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Note que,

e — 12 lyl*€]? 1
[avgmes | gttt | gt

R™ €[<]y|~? [€[>]y| 1
ly| = 2 n—1 ©0 n—1
T2 o = -
= |yl O/ (1+r2>n/2+9dr+4cn| /1 <1+T2)n/2+9d7’
-
|y‘71 n+1 oo n—1
r r
< Wy lyl? / —————dr + 4w, C, / ——dr
> ,0 n|y| J (1_|_r)n+29 ,0 2 (1_|_T)n+20
ly|~* il o0 n+20,.20—1
= \|y|? 4 dr + A / R —
vl (14 7)1 +r)20-1 S (14 r)n+20
ly|~* o0
< N|yl? / (14 7)""2dr + X / r20=1dr
0 ly|~1
2\ A
< 20 , 120
< g+ sl
2\ A
— M 29 < M [ — —
| 0o con 49(1—0)+2€

Por lo tanto, si |y| < 1 entonces
[f @ +y) = fl)] < @m) AP fll M2 yl" = @) 7| fllae MYyl = eyl

con ¢ := (2m) 7|\ f|lms M2, Asi, f € CO(R™).
Para el caso donde k£ > 1 se razona de manera analoga al caso anterior, lo que termina

la prueba. O

De todo lo anterior podemos decir que hemos demostrado que los espacios de
Sobolev H*(R™) con s > n/2 son espacios de Hilbert cuyos elementos son funciones
continuas. A continuacion enunciaremos una de las propiedades mas importante de
estos espacios, que nos garantiza que estos espacios son cerrados bajo la operacion

multiplicacion.

Teorema 4.1.6. Si s > n/2, entonces H*(R") es un algebra con respecto al producto

de funciones. Es decir, si f,g € H*(R") entonces fg € H*(R") con

£yl

Hs S Cs||f|

Hs g| Hs-
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Demostracion. Por la desigualdad triangular tenemos que para todos £,n7 € R"
(1+[€P) 72 <20 [(1+ 1€ —n)2 + (1 + [n)7?].
Luego,

A*(fg)(€)]
= (1 +€P)**(f9)(©)|
< @m) "1+ 160 [ 17— matmldn

< 2@m) " [(L I = )2+ (L )72 [ 17 = mgln)

—2'(2m) " L/ (1 1€ =0 21f(€ = mamldn + [+ )" F(¢ = m)gmldn

n Rn
=27 (JAf] * [g] + | ] * |A%g]) -

Tomando la norma en L*(R"™) y haciendo uso del teorema de Young se tiene

/9]

e = A (f9)ll2 < e (1A Fll2llglh + 1 F1al1A%gll2)

Por tltimo, de (4.3)) implica que si r > n/2 entonces

1fgllms < e (I m=1g 1+ 1F 1 lglee)

< ¢ ([ f s llglzr + 1f |z [lg]

Hs HS) .

Por lo que, tomando r = s se obtiene el resultado deseado.
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