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En este trabajo planteamos un nuevo modelo por medio de un conjunto de ecuacio-
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Capitulo 1

INTRODUCCION

Histoéricamente las epidemias de enfermedades infecciosas han provocado devasta-
cién en la salud publica y la carga socio-econémica de las poblaciones humanas. Por
ejemplo, entre 1345 y 1351 DC, la peste Negra golpe6 Asia Central y Europa, ma-
tando a un tercio de la poblacién total y 40 millones de personas en todo el mundo.
Tras los grandes avances en control de epidemias, se pensaba que las enfermeda-
des infecciosas pronto serian erradicadas, pero evidentemente no ha sido asf; los
microorganismos se adaptan y evolucionan, y como consecuencia aparecen nuevas
enfermedades infecciosas como el SIDA o el Ebola y reemergen algunas que se con-
sideraban controladas como el Dengue o la Tuberculosis. Ademads, el genoma de
algunos microorganismos a veces puede cambiar ligeramente y como consecuencia,
pueden adquirir resistencia a algunos medicamentos, Nelson y Williams, 2007.

Con el fin de obtener una visién profunda de los tipos, propagacion y posibles estra-
tegias de control de las enfermedades infecciosas, los epidemidlogos realizan experi-
mentos cientificos, a veces con entornos controlados mediante auto-experimentacion.
Sin embargo, disefiar tales experimentos controlados a menudo es dificil o imposi-
ble debido a cuestiones éticas y la posible recopilacién de datos erréneos, Nelson
y Williams, 2007; Brauer y Castillo-Chavez, 2001. Estas razones motivan la posibili-
dad de usar modelos matematicos como herramientas para corroborar la percepcién
de la transmisién de la enfermedad, probar teorias y sugerir mejores estrategias de
intervencion y control.

El concepto de modelado para enfermedades infecciosas se remonta al trabajo de
Daniel Bernoulli, un médico de salud ptblica que utilizé el modelado estadistico

para analizar el impacto potencial de la vacuna contra la viruela en el siglo XVIII,
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Rosen, 2015. Posteriormente, el marco para el modelado de epidemias fue desarro-
llado en el siglo XX por otros médicos de salud publica. En 1906, Hamer formul6
un modelo discreto analizando la epidemia de sarampién; su estudio fue bastante
relevante debido a que fue el primero en considerar que la incidencia de una en-
fermedad estd relacionada con las densidades de poblacién susceptible y poblacién
infecciosa. Para 1926, Kermack y McKendrick publicaron modelos epidémicos obte-
niendo como resultado que la densidad de personas susceptibles debe exceder un
valor critico para que la epidemia ocurra. En tales modelos la poblacién que se estu-
dia se divide principalmente en tres clases mutuamente excluyentes, segtin el estado
de la enfermedad: susceptible S; infeccioso I; y recuperado R. La transicién entre es-
tos compartimentos se rige por el desarrollo de la infecciéon y los tiempos de espera
supuestos en cada uno, ver Anderson, 1982; Hethcote, 2000; Kermack y McKendrick,
1927.

Segun lo observado por Hale, en muchas aplicaciones, se supone que el sistema en
cuestion se rige por un principio de causalidad, es decir, el estado futuro del siste-
ma es independiente de los estados pasados y estd determinado tinicamente por el
presente. Sin embargo, bajo un andlisis més detenido, se hace evidente que el princi-
pio de causalidad es a menudo solo una primera aproximacion a la situacion real y
que un modelo mas realista incluiria algunos de los estados anteriores del sistema,
Hale y Lunel, 2013. Un ejemplo es el caso de los modelos depredador-presa estudia-
dos por Volterra en 1928, utilizando los conceptos de ecuaciones diferenciales con
retardo (EDR), Volterra, 1928. Este es también el caso de los sistemas biolégicos en
general, y de las enfermedades infecciosas en particular, ya que presentan un lap-
so de tiempo tanto en la transmisién, como en la progresién de la enfermedad. Por
ejemplo, un retraso de tiempo en el que el individuo expuesto a cierta enfermedad
infecciosa puede ser infectado, pero se vuelve completamente infeccioso después de
un periodo de tiempo, como se considera en Cooke y Yorke, 1973; Hethcote y Driess-
che, 1995; Martcheva y Prosper, 2013.

Dado que las ecuaciones diferenciales representan una herramienta indispensable en

la modelacién de fenémenos y procesos bioldgicos, es importante obtener soluciones



Capitulo 1. INTRODUCCION 3

tedricas precisas, ya que describen la evolucién de diferentes clases de subpoblacio-
nes a través del tiempo, Jédar y col., 2008. Sin embargo, las soluciones tedricas de al-
gunos sistemas existen solo ocasionalmente y suelen ser complicadas de hallar, por
lo que son necesarias buenas aproximaciones que conserven las propiedades cuali-
tativas de dicha solucion, Gonzélez-Parra, Arenas y Chen-Charpentier, 2010; para lo
cual se ha usado los métodos numéricos, ver Jang, 2007; Sekiguchi, 2009; Jang, 2007;
Chinviriyasit y Chinviriyasit, 2010; Enatsu, Nakata y Muroya, 2010; Muroya y col.,
2011.

Los modelos epidémicos discretos construidos por métodos numéricos contienen
pardmetros adicionales a los que ya existen en las ecuaciones diferenciales, como el
tamafio de los pasos de tiempo y espacio. Las variaciones en estos pardmetros adi-
cionales pueden generan soluciones a las ecuaciones discretas que no corresponden
a ninguna solucién de las ecuaciones diferenciales originales, produciendo bifurca-
ciones ficticias, caos artificial y estados estables falsos, Lambert, 1973. Por lo tanto,
debemos elegir esquemas discretos que garanticen la dindmica global de los mode-
los.

Numerosos modelos matematicos representados por medio de un sistema de ecua-
ciones diferenciales, con o sin retardo, se han discretizado mediante el método de
diferencias finitas no estdndar propuestos por Ronald Mickens, ver Mickens, 1994;
Mickens, 2000; Mickens, 2002; Mickens, 2005. Su uso se basa principalmente en el
hecho de que son muy eficaces para preservar ciertas propiedades cualitativas de
las ecuaciones diferenciales originales y se ha demostrado la convergencia, consis-
tencia y estabilidad de sus soluciones, ver Alexander, Summers y Moghadas, 2006;
Dumont y Lubuma, 2005; Bruggeman y col., 2007; Arenas, Morafio y Cortés, 2008;
Moghadas y col., 2003; Anguelov y Lubuma, 2003; Dimitrov y Kojouharov, 2007; Di-
mitrov y Kojouharov, 2008; Dimitrov y Kojouharov, 2005; Gumel, 2002; Jansen y Twi-
zell, 2002; Chen y Clemence, 2006; Obaid, Ouifki y Patidar, 2013.

En este trabajo vamos a disefiar un esquema de diferencias finitas no estéandar (NSFD)
que nos permita obtener soluciones numéricas de un conjunto de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias y con retardo, el cual estd describiendo la infeccién por VIH de una

poblacién de células. Primero haremos una descripciéon del modelo para entender
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el origen de los diferentes pardmetros mostrados, estudiaremos las principales pro-
piedades del modelo propuesto y posteriormente aplicaremos las técnicas disefiadas
por Mickens para la construccién del esquema numérico, el cual se estard comparan-
do con otros métodos de solucion de ecuaciones diferenciales tradicionales, donde
podremos notar las diferentes ventajas en tiempo y costo que tiene un NSFD, a la

vez que nos permite garantizar propiedades cualitativas de las soluciones.



Capitulo 2
MODELOS EPIDEMIOLOGICOS

2.1. Preliminares

Definicion 2.1 (Sistema auténomo) Un sistema dindmico continuo n-dimensional
se dice auténomo si es de la forma

T F () =0

donde x = [x1, x2, ..., xn]T : [to, T) — Ry la funcién f = [f1, f2, .-, fu] : R" — R"
es diferenciable en xg € R".

Definicién 2.2 (Punto de equilibrio) Sea % = f(x), x(ty) = xp un sistema auto-
nomo n-dimensional. Un punto x* € R” tal que f(x*) = 0 es llamado punto de
equilibrio o punto critico del sistema.

Definicién 2.3 (Estabilidad) Sea dx _ f(x), x(ty) = xp un sistema auténomo n-

dt
d
dimensional y x* un punto de equilibrio del sistema. Si d—f = Jr(x*), x(to) = xo es
la linealizacién alrededor x*, donde J¢(x*) es la matriz jacobiana del sistema de f
evaluada en el punto de equilibrio x* y A4, ..., A, con k < n, son los valores propios

de la matriz J;(x*), entonces x* es localmente asintéticamente estable si y solo si

ReA; < 0, paratodoi € 1,...,k.

2.2. Modelo SIR

Propuesto por Kermack y McKendrick en 1927, el modelo SIR es disefiado para
explicar la evolucién de una enfermedad infecciosa producida por un virus o una
bacteria. Este modelo consiste en un sistema de 3 EDO’s no lineales que no posee

una solucién explicita, el cual divide a la poblacién en 3 clases:
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: Representa al nimero de individuos susceptibles, es decir, son los individuos

sanos que al entrar en contacto con la enfermedad pueden resultar infectados.

: Representa al nimero de individuos infectados, es decir, son los individuos

que pueden transmitir la enfermedad al grupo S(t).

: Representa al nimero de individuos retirados, es decir, son los individuos que

se han recuperado de la enfermedad y se han vuelto inmunes o han muerto.

El modelo SIR se basa ademas en las siguientes hipétesis:

La poblacién se mantiene constante, es decir, no se tienen en cuenta los naci-
mientos y muertes que se producen a lo largo del desarrollo de la enfermedad.

Si denotamos por N a la poblacion total tenemos que N = S(t) + I(t) + R(#).
La enfermedad se transmite por contacto directo entre las personas.
En cuanto un individuo es infectado pasa a estar en el grupo de los infectados.

Los individuos del grupo I(t) se acaban recuperando de la enfermedad y ad-

quieren la inmunidad o mueren (pasando en ambos casos al grupo R(t)).

La tasa de infeccién, que determina el nimero de individuos por unidad de
tiempo que se transfieren del compartimento de susceptibles al de infectados,

es proporcional al producto S()I(t)

En ese orden de ideas, la tasa de infeccion estd dada por BS(t)I(t), donde B es la tasa

per-capita de transmisioén de la enfermedad. Los individuos infectados padeceran

la enfermedad durante un periodo de tiempo determinado hasta recuperarse y ad-

quirir la inmunidad o morir. El flujo de paso del compartimento de infectados al de

retirados viene determinado por éI(t), donde § > 0 es la tasa de retiro. Bajo todos

estos supuestos, el modelo de Kermack-McKendrick viene dado por
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das(t) dI(t) dR(t)
i T Tar T ar
N(t) = S(t) + I(t) + R(t) es constante. Ademads, podemos representar el sistema

Note que = 0, lo cual implica que la poblacién total

(2.1) que describe el modelo SIR mediante el siguiente diagrama de flujo:

BSI

s || 1 || R

FIGURA 2.1: Diagrama de flujo de un modelo SIR.

2.3. Modelos matematicos para el VIH

Segun la Organizaciéon Mundial de la Salud, desde su primer registro en la década
de 1980, el Virus de la Inmunodeficiencia Humana (VIH), el agente causal del Sin-
drome de Inmunodeficiencia Adquirida (SIDA), ha causado més de 35 millones de
muertes en todo el mundo, y para 2017 aproximadamente 36.7 millones de personas
padecian la enfermedad a nivel mundial. La mayoria de las muertes relacionadas
con el SIDA se producen en los paises bajos y medianos, particularmente en el Afri-
ca subsahariana.

El VIH es un virus ARN que pertenece a la familia retroviridae, concretamente a la
subfamilia lentivirus; el cual ataca el sistema inmunolégico y debilita los sistemas de
defensa contra las infecciones y contra determinados tipos de céncer, por lo cual la
persona infectada va cayendo gradualmente en una situacién de inmunodeficiencia.
La replicacion del VIH es un proceso activo y dindmico, una vez que el virus ingresa
al organismo las células que tienen el receptor CD4+ resultan infectadas, la mayoria
de ellas son linfocitos T CD4+. Tras la integracién, el VIH puede permanecer laten-
te, replicarse de forma controlada o sufrir una replicacién masiva que resulta en un
efecto citopdtico para la célula infectada. En la mayoria de los linfocitos el virus es-
tad en forma latente y la infeccién disminuye gradualmente la cantidad de estos en
los tejidos y en la sangre, lo cual conduce al paciente a un estado grave de inmuno-
supresion celular tras el cual, un grupo de microorganismos que habitualmente no
causan enfermedades, provocan infecciones; estas infecciones oportunistas explican

la gran mortalidad de las personas afectadas por el VIH, Codina y Martin, 2002
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Varios estudios han descrito la dindmica del VIH durante las primeras semanas pos-
teriores a la infecciéon usando modelos matemaéticos, Stafford y col., 2000; Pearson,
Krapivsky y Perelson, 2011; Yuan y Allen, 2011; Conway, Konrad y Coombs, 2013;
De Boer, 2007; algunos de estos estudios utilizaron el llamado modelo “estandar”
para la dindmica del VIH, Perelson, 2002. Para determinar si un cambio continuo en
el modo de produccién puede afectar la dindmica del virus, utilizamos una versién
extendida del modelo estandar que incluye una fase de eclipse en el ciclo de replica-
cién del virus como la que se encuentra en publicaciones anteriores, De Boer, 2007;
Beauchemin y Handel, 2011; Louzoun y Ganusov, 2012; ademds la concentracién de
células libres de virus se considera variable respecto al tiempo.

En este modelo matematico consideramos dos tipos de células infectadas por el vi-
rus: las células en la fase de eclipse que no esta produciendo el virus, I, y las células
que estdn produciendo activamente el virus, I. Las células en la fase de eclipse cam-
bian al estado de produccién de virus a una tasa m, y la tasa de mortalidad de cada
tipo de células es d;, y é;, respectivamente. Las células en la fase de eclipse pueden
morir porque podrian ser reconocidas como infecciosas por mediadores de inmuni-
dad innata o debido a la acumulacién de intermediarios de ADN en el citoplasma de
la célula, Cooper y col., 2013; Doitsh y col., 2014. De hecho se ha argumentado que,
al menos in vitro, la mayoria de las células infectadas por el VIH mueren antes de
que comience la produccién del virus, Cooper y col., 2013. Las células productoras
de virus producen viriones, V, a una tasa NJ;, donde N es el nimero promedio de
viriones infecciosos liberado por una célula infectada durante su vida atil. En ge-
neral, se acepta que la mayoria de los viriones producido por células infectadas no
son infecciosos, Ho y col., 1995; Goto y col., 1988; Platt y col., 2010, y dado que es-
tos viriones no estan contribuyendo a la infeccién de nuevas células, los viriones no
infecciosos no se consideran en este modelo. Por otro lado, los viriones V que si son
infecciosos pueden ser eliminados de la poblaciéon de células libres de virus a una
tasa de depuraciéon C, o pueden infectar las células Diana (CD4 T) a una tasa BT,
donde T es la concentracién de células Diana, cuya tasa de crecimiento y mortalidad
son Ay o, respectivamente.

El propésito de este trabajo es resolver numéricamente un modelo que describe la
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dindmica intracelular del VIH, el cual inicialmente esta representado por el siguiente

sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

M) _ BT (v(e) - (m+ 03I (1)

d;(:) () — 81108 (2.2)
””Zlgt) = NoiI(t) — (C+BT(1)V(t)

dz(tt) = A= BT(HV(E) — uoT(t).

Durante la fase de eclipse, el tiempo desde la entrada viral hasta la produccién acti-
va de particulas virales, no se estdn produciendo virus; este retraso afecta el tiempo
de la carga viral maxima y la probabilidad de que una infeccién viral se establezca,
Dixit y col., 2004; Kakizoe y col., 2015, por lo tanto debe modelarse explicitamente.

Sea A la duracién de la fase de eclipse e i (t, T) la densidad de células en un tiempo
t que fueron infectadas T unidades de tiempo antes de ¢, es decir, son células infecta-
das de edad t; entonces ig (t, A) representa la proporcion de células en fase de eclipse

que pasan al estado de produccién de virus, por lo cual

d;(:) —ip(t M) — 81(1). 23)

Dado que la tasa de mortalidad de las células en fase de eclipse J;, es constante,
es apropiado asumir que ig(t, T) satisface la ecuacion del modelo estructurado por
edades de McKendrick-von Foerster, ver Keyfitz y Keyfitz, 1997,

aiE(t, T) n aiE(t, T)
ot oT

= —(SIEiE(t, T), (24)

sujeto a la condicién de borde ig(t,0) = BT(t)V (¢).
Las curvas caracteristicas de la ecuacion (2.4) son
dip

dt =dt = ———. 2.5
Srnis (2.5)

De la primera igualdad en (2.5) se tiene dt — dt = 0, el cual es un diferencial total de
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t — T = c1, y de la igualdad entre el primer y tercer termino se tiene dt + 5‘ji’fE =0,
E

cuya solucion es ipe’' = ¢,. Asi la solucién general de la ecuacién (2.4) esta dada

por f(t —T,ige’") = 0, 0 equivalentemente i (t, ) = e °='g(t — 7), donde f y g son

funciones arbitrarias.

Aplicando ahora la condicién de borde ig(t,0) = BT(t)V (t) resulta

e lg(t) = BT(H)V(t)

g() = BT(OV (D"

Asiig(t,T) = e e BT(t — 1)V (t — 1)’ =T) = BT(t — 1)V (t — T)e k",

Por tanto, (2.3) nos queda
L = BT(t = A)V(t — A)e %® — 5;1(t) (2.6)

Por otro lado, el numero total de células en la fase de eclipse esta dado por
Ig(t) = fOAiE(t, T)dT, y al integrar ambos lados de la ecuacion (2.4) en el intervalo

[0, A] tenemos

AYi Agi 4
/ BzE(t,s)dS+/ 81E(t,5)dsz_51E/ ir(t,5)ds
0 Jo 0

ot s
W Fip(t A) — ip(t,0) = —51, I (1)
) | gr(e— )V - ) - T(OV(E) = 03, 1e(1)
dlflﬁt) = BT(H)V(t) — BT(t — A)V(t — A)e %d — 51 Ix(t). 2.7)

De esta manera nuestro modelo descrito en (2.2) toma la forma

dlféf” = BT(HV(t) = BT(t = D)V (t — A)e™ e — 51, Ip(1)

dfi(tt) = BT(t = A)V(t — A)e = — 51(t) 2
d‘;g'f) — N&;1(t) — (C+ BT()V(1)

dT(t)

TS A= BT(HV(E) — uoT(t)
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% representa la probabilidad de que

Donde A es la duracién de la fase de eclipse, e~
una célula infectada sobreviva un tiempo A luego de la entrada viral y los demds
pardmetros estdn definidos como en el modelo inicial (2.2). Para entender mejor el

modelo, podemos analizarlo a partir del siguiente diagrama de flujo:

- ﬁ

BT(t - V(¢ - D)e”

FIGURA 2.2: Diagrama de flujo del modelo.

A continuacién, vamos a establecer diferentes propiedades que tiene el modelo des-
crito por el sistema de ecuaciones (2.8), de tal forma que cuando propongamos el

esquema discreto, verifiquemos que también cumple estas propiedades.
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Capitulo 3

PROPIEDADES DEL MODELO
CONTINUO

Entenderemos por modelo continuo el sistema de ecuaciones diferenciales (2.8) pro-
puesto al final del capitulo anterior, el cual al ser epidemiolégico debe cumplir cier-
tas cuestiones bioldgicas que serdn estudiadas en este capitulo. Ademads se analiza-
ran los puntos de equilibrio del sistema y su estabilidad, de tal forma que al plantear

el esquema discreto se hereden dichas propiedades.

3.1. Positividad y acotamiento

Por la naturaleza biolégica del modelo se supone que todos los pardmetros son no
negativos, al igual que la condicién inicial Ig(s) = Ig,, I(s) = Io, V(s) =0, T(s) = To,
s € [—A,0]. Pero debemos garantizar la positividad y acotamiento de la solucién

(Ig(t),I(t), V(t), T(t)) del sistema (2.8) en [0, o). Empecemos por notar que las so-
luciones para las ecuaciones diferenciales de I¢(f) e I(t) dadas como en (2.8) pueden

escribirse como

Ig(t) = e Ot [IEO + /tiA ,BT(s)V(s)e‘sIEsds] , (3.1)

I(t) = et [10 + /0 t BT (s — A)V (s — A)e<515lg>5ds] . (3.2)

Por lo tanto la positividad de las soluciones T (f) y V(t) para todo t > 0, nos permite

garantizar la positividad de Ig(t) e I(t) y asi la de todo el sistema (2.8).
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Teorema 3.1. Para T(t) dado como en (2.8) se tiene que

T(t) > 0, para todo t > 0. (3.3)

Prueba. La demostracion de este teorema la haremos por reduccién al absurdo, es

decir, vamos a suponer que (3.3) no se cumple, por lo tanto debe existir tp > 0 tal

dT (to)
dt

la condicion inicial Ty > 0, por eso al suponer que (3.3) no se cumple, T(f) debe

que T(tp) = 0, < 0y T(t) > 0 para todo t € [0,fg). Esto se tiene ya que
volverse negativa a partir de un instante fy; sin embargo, en el intervalo [0, fy) la
funcién serd positiva, y en el punto ty su derivada serd negativa ya que la funcién
pasa de ser positiva a ser negativa. La siguiente figura nos ayuda a entender mejor

este razonamiento:

FIGURA 3.1: Comportamiento de T(t) si es no positiva.

Luego, dado que digt) = A—BT(t)V(t) — uoT(t), para to > 0 se tiene
dT(t
o) _ A BT(t)V(t0) ~ oT(t0) = A > 01
dT (to)

Lo cual contradice que < 0; por tanto se debe tener T(t) > 0, para todo t > 0.

dt

O

Teorema 3.2. Para V(t) dado como en (2.8) se tiene que

V(t) > 0, para todot > 0. (3.4)



3.1. Positividad y acotamiento 15

Prueba. Razonando de forma andloga al teorema 3.1, supongamos que la afirmacién
dVv(t)
dt
y V(t) > 0 para todo t € [0, t;); entonces se debe tener también que I(t) > 0 para
dl(ta)
dt
I(t) > 0 para todo t € [0, t). La siguiente figura nos ayuda a entender mejor este

(3.4) no se cumple, por lo tanto debe existir t; > 0 tal que V(t;) = 0, <0

todo t € [0, ), en caso contrario existe 0 < t, < f; tal que I(t;) = 0, <O0e

razonamiento

3 40
: (t

—A B~ 1~

FIGURA 3.2: Comportamiento de V(t) e I(t) si son no positivas

Luego, dado que are) _ BT(t — A)V(t — A)e %™ — §1(t), para tp € (0, 1) se tiene

dt
dl(tz) . B _ oA o . . —0r. A
T lBT(tz A)V(t2 A)e E 511(t2) = lBT(tz A)V(tz A)E EZ >0
: dl(t,)
Lo cual contradice que T < 0; por tanto se debe tener I(t) > 0, para todo
t e [0, tl).
. av(t) .
Asi, dado que T NojI(t) — (C+ BT(t))V(t),parat; > 0 se tiene
av(t
d(tl) = Né&iI(ty) — (C+ BT(1))V(t1) = N&;I(t) > 0
. av(t)
Lo cual contradice que T < 0; por tanto se debe tener que V(t) > 0, para todo

t>0.
0

Teorema 3.3. La solucion (Ig(t), I(t), V(t), T(t)) del sistema (2.8) es uniformemente

acotada en [0, ).
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Prueba. La poblacién total de células satisface la ecuacion

AMelt) (A AT _ A gy 1e(0) — 001(8) — poT(H) < A~ MUIE(H) + 1(6) + T(1),

donde M = min {dy,, 61, uo}. Lo cual implica que

t
Ie(t) + I(t) + T(t) < e M [IEO +Ih+To +/ AeMSds]
0

A
— e_Mt [IEO + I() —+ Tg] + H (1 - (:‘_Mt)

Entonces

z|>

limsup(Ig(t) + I(t) + T(t)) <

t—o0

Por lo tanto Ig(t), I(t) y T(t) son acotadas superiormente; mds aun, para ¢ > 0 dado,

existe t; > 0 tal que para todot > t;,

Luego, dado que d‘;Et) = NojI(t) — CV(t) — BT(+)V(t), T(t) > 0y V(t) > 0 para

todo t > 0, se tiene

"”;tt) < Né; <;\\4 +£> _cv(
v (t)
T + CV(t) < N5[ (M —|—€>

Né A
VI(#) < Vae Ct Ct I Ct
®) 0 ¢ ( C ) <M €> (e 1)

Nép A
Asi <({— )= .
si, cuando t —» oo, V(1) < < c ) <M +8>
Por tanto, V(t) también es acotado superiormente, lo cual completa la prueba
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3.2. Puntos de equilibrio

El modelo descrito por el sistema de ecuaciones diferenciales (2.8) tiene dos estados
estacionarios, el primero corresponde al equilibrio libre de enfermedad y el segundo
al equilibrio endémico, que denotaremos PY y P* respectivamente. Para determi-

nar ambos estados debemos calcular los puntos criticos del sistema (2.8) haciendo
dIg(t) dI(t) dv(t) dT(t)

P T T 0 en dicho sistema, con lo cual nos queda de la

siguiente forma:

0=BTV — BTVe *ie® — 5. If
0= BTVe it — 51 (3.5)
0= Né;I—CV — BTV

0=A—BTV — yT.

El punto de equilibrio libre de enfermedad de un modelo son soluciones de estado
estable en ausencia de infeccién o enfermedad, por lo cual se debe considerar I = 0,
I=0,V=0yT > 0en (3.5), entonces P’ serd de la forma P’ = (0,0,0, T°).

En este caso las tres primeras ecuaciones de (3.5) se hacen cero, y de la ultima ecua-
cién se tiene TV = A Por tanto, PY = (0, 0,0, A) .

Ho Ho

Por otro lado, el punto de equilibrio endémico de un modelo son sus soluciones
de estado estable en presencia de infeccién o enfermedad, por lo cual se debe con-
siderar [ > 0,1 > 0,V > 0y T > 0 en (3.5), entonces P* serd de la forma
P* = (I}, I*,V*,T*). Para comodidad de la notacién usaremos (*) en el resultado
final para indicar el punto de equilibrio endémico. En este caso, del sistema (3.5) se
obtienen las siguientes igualdades

_BTV(1— e )
BTVt

E

I (3.6)

_ BTVe it

I 5

(3.7)
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1%
I = N—(SI(C + BT). (3.8)
A
T= " 3.9
BV + po G9)
Reemplazamos (3.9) en (3.7) y (3.8), se obtiene que
—51.A
= M, (3.10)
51(BV + po)
1% BA
I=——|C 3.11
Né; < N BV + Mo) G0
respectivamente.
Aligualar (3.10) y (3.11) obtenemos
BAcwt _C . BA
BV +uo N N(BV +uo)
A CN(BV + po) + PAN
BV + o N2(BV + o)
NBAe™E® = CBV + Cuo + BA
CBV = NBAe %™ — Cpg — BA
NBAe ™ ® — Cug — BA
V= .
Cp
Entonces
—61.A _
yr = NPAe 7" = Cpo — BA (3.12)

Cp
Con tal de que NBAe * — Cpy — BA > 0 definimos el nimero bésico de repro-

duccién
N BAe ot

Rpy= —/——-—. 3.13
07 Cug+ BA (3.13)

El cual representa el nimero promedio de nuevas células infectadas que son pro-
ducidas en una poblacién susceptible a partir de una célula infectada. En base a Ry

podemos estudiar propiedades cualitativas del modelo referentes a la estabilidad de

sus puntos de equilibrio, como se evidencia en la préxima seccién.
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Continuando con el calculo de P*, reemplazamos (3.12) en (3.10) y se obtiene

Cp
[ (NﬁAe&IEA — Cpio — ﬁA)
or |B + Mo

oA (NﬁAezslgA — Cpo — ,3A> o
=

Cp

Aedubd [N pAe”’e® — Cpo — PA
C
I

B 5 (NﬁAe%A — Cio — BA + Cy())
I

C
A A (NBAe%d — Cug — BA)
B 51 (NBAe D — BA)
_ NBAe % — Cg — A
81 Be et (Ne %2 — 1)

Entonces
Ae %D — Cug — BA
_ NpAe "0 = Cjio = A (3.14)
01Be’e?(Ne 2 — 1)

*

Ademas, al sustituir (3.12) en (3.9) resulta

T— A
NBAe 2 — Cpug — BA
B ( CB + 1o
T— A
NBAe %e® — Cpug — BA
c o
T_ A
NBAe % — Cpug — BA + Cug
C
T— AC
NBAe *e® — BA
T— SR—
B (Ne“”EA — 1)
Entonces
T" = ¢ (3.15)

B (Ne_‘s’lsA — 1) '
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Finalmente reemplazamos (3.12 ) y (3.15) en (3.6) y se obtiene

(NﬁAe—%A — Cpg — /3/\) (e%A - 1)

I = 3.16
E 51pe’iet (NefﬁlEA _ 1) (3.16)
Asi,
oo [((NBAEE G — pA) (¢ 1) NpAe® — cuy— A NBACES — Cpy — A c
1pe’le® (Ne " 1) "o’ (Ne Tt — 1) Cp “p(Net—1) )

Observe que P* existe si y solosi Iz > 0, I* >0, V* > 0y T* > 0, para lo cual se

debe tener que
Ne &4 —1 >0 (3.17)
NBAe %

Cuo + BA
P* esté bien definido.

s~ CrotBA

BA > 1. Por tanto

Note que si Ry = > 1 implica que Ne

3.3. Estabilidad Local

Teorema 3.4. El punto de equilibrio libre de enfermedad P° del sistema (2.8) es lo-

calmente asintéticamente estable si Ry < 1.

Prueba. En efecto, supongamos que para Ry descrito como en (3.13), se tiene Ry < 1.

La matriz Jacobiana del sistema (2.8) es
b, 0 BT(1—e Ry BV(1— e 0]

0 -5 Te 012 Ve oA
(I, 1V, T) = roop P
0 Né&  —C-—pT —BV

0 0 —pT —BV — o
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Evaluada en P° = (0, 0,0, ;\) nos queda
0

5, 0 0 0
5 A
0 -4 ﬁAeﬂ oo
J(P%) = ‘
0 N& —c-PA
Aﬂo
L 0 J

Entonces la ecuacion caracteristica estd dada por | J(PY) — )\14‘ =0, esto es

S 0 0
51 A
0 s A BAeE 0
,”OA =0
0 No, —c-PA_x
3
0 0 —io g — A
A
s A BAeE 0
Ko
(~o,-A)| No, —c-PA_x o |=o0
in
’ o T
5_a  BAe
5
(61— ) (o — 1) TR
N5, -—Cc-PR_)
Ho

(=01 =A)(=po = A)

5.
A2+(51+C+M>A+<(S,C+5lﬁ/\—ﬁe EN(S’A)]:o
Ho Ho Ho

A 1)
A=—-0; 6 }\Z—]/t() 6 )L2+(51+C+i))\—F‘MI(C]J()-F[%A)O—R()):O.
0 0

Por tanto, los dos primeros autovalores de la matriz Jacobiana evaluada en PO serdn

M=—-01<0yAry=—pg <0.
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Para la ecuaciéon
A 1)
A2+ ((51+C+i))\+yl(Cyo+ﬁA) (1—Rg) =0 (3.18)
0 0

se tiene que si Ry < 1 todos sus coeficientes son positivos, es decir, no hay cambio
de signo entre sus términos, y por la regla de signos de Descartes se concluye que no
tiene raices positivas, Descartes, 1637.

Ademds, si A es reemplazado por —A en (3.18) nos queda

A2 — ((51 +C+ [;[0\) A+ f{g (Cpo+ BA) (1 —Rp) =0. (3.19)

Luego, si Ry < 1 la ecuacién (3.19) tiene dos cambios de signo en sus términos, y
por la regla de signos de Descartes se concluye que hay exactamente dos raices ne-
gativas de la ecuacion (3.18). Entonces los cuatro autovalores de la matriz Jacobiana
evaluada en PV tienen parte real negativa, por lo cual PO= (O, 0,0, A) es localmente

Ho
asintéticamente estable si Ry < 1.

O

Teorema 3.5. El punto de equilibrio endémico P* del sistema (3.3) es localmente

asintéticamente estable si Ry > 1.

Prueba. En efecto, supongamos que para Ry descrito como en (3.13), se tiene Ry > 1.
Para simplificar los calculos se llamard R; = N e %% —1 > 0. De esta manera

0. A J
(N G ) (60 1) e g e o €
618’ EA Ry ’ S1pe " EARy ’ CB "BR1 |’

La matriz Jacobiana del sistema (3.3) evaluada en P* = (I}, I*, V*, T*) nos queda

—_(515 0 R% (1 B e—(leA) N,BAE(S’EAC— Cpo — BA (1 B e—5IEA>_
= 0 CeRilEz P et
0 N& —C —CRi 1o —ilg !
00 R P _
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Entonces la ecuacion caracteristica estd dada por |J(P*) — Aly| = 0, esto es

C A NBAe e® — Cug — BA 5 A
5, —-A 0 Rf(l_fe E) c (l—e E)
Ce i BARje %t oA
0 —or—A POE ek
_C— = _A — 1
0 N&[ C Iél ‘Z/l(jBAR C
1
0 0 R C A
7(5[ A 751 A o
5 CeR E BARye " ige e
1
AR
(<0 -N)| No; —c—S A ;40—‘8 L =0
b BAR ¢
1
- —A
0 R4 C
CeiélEA ﬁAR1€7§IE S A
-1 —A I
R C aary
—(SIE—)\:O o) N(SI —-C——-A ]/lo—'B 1 =0
¢ BAR,
1
- —A
0 R4 C
Por tanto, el primer autovalor de la matriz Jacobiana serd A1 = —é;, < 0, y siguien-
do con el calculo del determinante de la derecha se tiene
—5i, A —5A
_C— R£ Y Ho — :B/\C‘Rl CER ,BARlé _ VOEi&lEA
5 — 1 _ —
( (SI A) 75 7'BAR17A N(SI 71£ 7‘BAR17/\ =0
Rl C R1 C
—5i, A —51 A
((51+/\)(ﬁAR1+CA+£A+%A+A2 ”°)+N(51< Co T ) St >—o
R C Ry Ry
(51+C+ &t ﬁ/éRl) A2 4 <5’/3 +BARy + ”°> A+ 61BARy — Cérpig = 0

AR 51BAR C
/\3+((5 +C+R—+ﬁcl))\2+( Iﬁc L BARy + ”O)Aw,(cmﬂm)(koq):o.

(3.20)

Si Rg > 1 todos los coeficientes de la ecuacion (3.21) son positivos, es decir, no hay
cambio de signo entre sus términos, y por la regla de signos de Descartes se concluye
que no hay raices positivas de la ecuacién (3.21), Descartes, 1637.

Ademas, si A es reemplazado por —A en (3.21) nos queda

AR 51BAR C
7A3+(5 +C+—+ﬁcl>x\27( Iﬁc L { BAR; + PO)/\Jr&I(CyoJrﬁA)(ROfl):O

(3.21)

Luego, si Rgp > 1 el polinomio (3.21) tiene tres cambios de signo entre sus términos,
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y por la regla de signos de Descartes se concluye que hay exactamente tres raices ne-
gativas de la ecuacion (3.21). Entonces los cuatro autovalores de la matriz Jacobiana
evaluada en P* tienen parte real negativa, por lo cual P*es localmente asintética-

mente establesi Rg > 1.



25

Capitulo 4

DISENO Y PROPIEDADES DEL
ESQUEMA DISCRETO

Para la construccion de un esquema numérico discreto que nos permita calcular las
soluciones del sistema mostrado en (2.8), vamos a tener en cuenta la metodologia
propuestos por Ronald Mickens, ver Mickens, 1994; Mickens, 2000; Mickens, 2002;
Mickens, 2005. Siguiendo las ideas de Mickens, para la aproximacién discreta de la
derivada temporal de una funcién X(t) € C}(IR), definimos la derivada no estandar
como

dnX(t)  X(t+h)—X(t)

= o) +O(h), (4.1)

donde ¢(h) es una funcién positiva real valuada que satisface ¢(h) = h + O(h?).

A pesar de que no existe un algoritmo general para construir un esquema NSFD
que aproxime las soluciones de un sistemas de ecuaciones diferenciales dado, las
siguiente reglas generales muchas veces son ttiles para disefiar correctamente estos
esquemas.

Regla 1. Las derivadas discretas en un esquema numérico deben ser de los mismos
6rdenes de las derivadas continuas que aparecen en la ecuacién diferencial.

Regla 2. Las derivadas discretas deben tener denominadores no triviales.

Regla 3. Los términos no lineales que aparecen en las ecuaciones diferenciales deben
tener representaciones no locales.

Regla 4. La solucién numérica debe preservar todas las condiciones especiales que
se cumplen para las soluciones de las correspondientes ecuaciones diferenciales.

Regla 5. El esquema no debe introducir soluciones innecesarias o falsas, es decir,
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convergencia a estados estacionarios falsos.

Denotemos por I, I", V" y T" las aproximaciones de Ig(nh), I(nh), V(nh) y T(nh),

respectivamente, paran = 0,1,2..., y por & el paso del tiempo del esquema.

Primero realizamos las siguientes aproximaciones no-locales de los términos del la-

do derecho del sistema (2.8)

(

\

BT(H)V (1)
—BT(t = A)V(t — A)e b

BT(t— AV (t—
—511(t)

N6 I(t)

—(CH BTV ()
—BT()V ()

(1)

—“l/loT t

N

BT"V™

—BT" ™M Y=o
_5IE Ig+l

'BTnfml Vﬂ*m1e*f5IEA
—6 1"+ (4.2)
N I"

—(C 4 ﬁTn)VnJrl

_5Tn+1 vn

_VOTH—H

Luego, aproximamos las derivadas del lado izquierdo del sistema (2.8) como sigue

,

dN[I;(t) _
o
C;N}i/t(t) .
N;t(t) R

n+1 n
ot

@1 (h)

In+1 i

¢2(h)
Vn+1 —_yn

(4.3)
@3(h)

TnJrl —T"

@a(h)

En consecuencia, el sistema (2.8) se puede discretizar como un esquema implicito

NSFD dado por

@a(h)

IBTn_ml Vn—mlef(hEA

1
— O IFHY,

(4.4)

I — g
PV
In+1 — I
A T
A NoI" — (C + BT") Vit
- N I - ’
@3(h)
Tn+1 _Tn

— A — IBTn+1vn _ VOTTZ+1.
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Al despejar [171, ["t1  yntly 41 de (4.4) se obtiene la forma explicita del NSFD
pejar Ip y p

et _ QL) (BTIVT — BT e 4 gy
pt

1+ ¢ (h)(S[E !
R ) A
1+ @2(h)d; !
_— @3(”[)]\]511”—1—‘/”
VS T W (C T T )
n+l __ (/)4(}1)/\ + 1"
1+ @a(l)(BV" + po)’

A o
donde m; = 7 esun entero positivo.
A continuacién debemos verificar que el modelo discreto propuesto en (4.5) cumple

las propiedades del modelo continuo que se trabajaron en el capitulo 3.

4.1. Puntos de equilibrio

Cuando n tiende al infinito, entonces nos encontramos con que Ig“ = I} = If",
Ml=1 =1, Vvl =y = yrm = V¥ y T = T" = T"""™ = T*, por lo tanto

el sistema (4.5) toma la forma

L(h) (BT*V* — BT*V*e *?) + I

I¥ =
E 1+ q)l(h)(slg
*«17% ,—01. A *
e )BTV we)
14 @a(h)o;
Ve — §03(h)N(511* + V*
1+ @3(h)(C+ BT*)
1+ @a(h)(BV* + po)
Del cual se obtiene
0=B8TV* — *17% , =0 A *
=p BT V*e o1 If
0= BT V*e il — 51" (4.7)

0= N§;I* — CV* — BT*V*

0=A—BT*V* — yoT".
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Note que las ecuaciones del esquema (4.7) corresponden a las mismas del sistema
(3.5) del capitulo 3, de manera que los puntos criticos del esquema discreto van a

coincidir con los del modelo continuo. Es decir, los puntos de equilibrio del sistema

A
PO = <OIOIO/> s
Ho

—51.A . )
o °lg® _ _ LIS - _
(NﬁA‘ Cto ﬁA) (‘ 1) NpAe D Zcug— A NBAe E® — Cg — pA c
- s o1 A =07 A ’ 4 - :
5, ED (Ne JIEA—l) oipeE” (Ne ET — 1) P ﬁ(NE ‘5IEA71>

(4.5) son

p* =

4.2. Estabilidad local

Para el estudio de la estabilidad local de los puntos criticos del esquema numérico
(4.5) sera necesario el uso del siguiente lema, cuya demostracioén sera omitida ya
que no es nuestro principal interés en este trabajo, para su demostraciéon ver Brauer
y Castillo-Chavez, 2001.

Lema 5.1 Para la ecuacién cuadratica A2 — ;A + a, = 0 ambas raices satisfacen

|Ai] < 1i=1,2siy solo sise cumplen las siguientes condiciones:
(i) 1—a;+a >0, (ii) 1+4+a1+ay >0, (iii) a < 1.

Teorema 4.1. El punto de equilibrio libre de enfermedad PY del esquema (4.5) es

localmente asintéticamente estable si Ry < 1.

Prueba. Empecemos por calcular la matriz Jacobiana del sistema (4.6). Para simpli-

ficar los célculos sean ¢ (h) = @2(h) = @3(h) = @a(h) = h, entonces se define

_ h(BTV — BTVe ") +1Ig . hBTVe *ul+1
fr= 1+ hoy, =T e
hNGI+V hA+ T
B=1ricrmt Y T v
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La matriz Jacobiana del sistema (4.6) esta dada por:

J(f1. f2. f3, fa) =

[ o h 9A A ]
olr ol oV oT
dlg al A% oT
J(f1, f2 f3. fa) =
dlg al aV oT
o o W
| g ol oV oT
! 0 hBT(1— e e hBV (1 —e %) ]
1+h5[E 1+h51E 1+h(51E
0 1 hBTe °re® hBVe %t
1+ hoy 1+ hép 1+ hép
0 hN&; 1 (hNS{I+ V) (hB)
14+ hC+hBT 14+ hC+ hpT (14 hC + hBT)?
. . (WA +T)(hB) 1
i (1+hBV + hug)? 14+ hBV + hug

Evaluada en el punto de equilibrio libre de enfermedad P° = (O, 0,0, :l\) resulta
0

1
1+ hoy,

0 hBA(1 — e~ %1R) 0 |
po(1 + hép,)
1 hBAe > 0
1+ hé; }10(1+h(5[)
HohNJ; Ho 0
Mo + “l/lohc + hﬁ/\ Mo + ,‘l/l()hc + hﬁA
. _ AB 1
po(1+hpo) 1+ hpuo |




30 Capitulo 4. DISENO Y PROPIEDADES DEL ESQUEMA DISCRETO

Entonces la ecuacion caracteristica estd dada por |J(P°) — AL| = 0, esto es

A
o A 0 hBA(1 —e ") 0
1+ héy, po(1+ héy,)
61
0 1 A hBAe “IE 0
1+ ho; po(1+ hoy)
=0
yohN(SI ]10 Y 0
AhB 1
0 0 — —A
po(1 + huo) 1+ huo
L hBAe > 0
1+ ho; po(1 + hop)
( 1 _/\) ‘uohNél Ho Y 0 =0
1+ l’lé[E po + nohC +hBA  po + uohC + hBA
0 __ AR Ly
po (L + huo) 1+ hug
1 hBe A A
1 1 1 —A PN
(_)\) (—)&) + hé;p }40(1+h51) -0
1+ héy, 1+ huo }oh NS Ho )
Mo + “l/lohc + hﬁ[\ Mo + }lohc -+ hﬁ/\
1 ) 1 B
T, =0 O Ty A0
L hBe A A
5 1+ hé; po(1 -+ hép) -0 (4.8)

P[OhNéI Ho Y
Mo + ,Mohc + h,BA Mo + yohC + h,BA

Por tanto los dos primeros autovalores de la matriz Jacobiana evaluada en P° serdn

1 1

= 1 =
M=, < Y T s,

<1
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Por otro lado, siguiendo con el calculo del determinante en (4.8) se tiene

() )i
1+ hoy to + pohC + hBA (1+ hor)(po + pohC +hBA)

1.2 —o A
_( 1 >/\—< Ho )A+A2+ po — h*6NPAe ' _0
1+ hép uo + nohC + hBA (1+ h&])(]/lo + puohC + hﬁA)
12 =0 A
A2—< Ly il ) b Moo WONPAC TEL )
1+hér  po+ pohC + hBA (14 hép)(po + uohC + hﬁ/\)

Para simplificar los cdlculos hacemos p = 1+ hé; > 0y q = po + pohC + hBA > 0,

con lo cual la ecuacién (4.9) toma la forma

_ 2 75[ A
e <1+P’0>A+ po— WOINpAe 7T (4.10)
poq pq

La magnitud de los dos autovalores restantes de la matriz Jacobiana del sistema (4.6)

evaluada en P° se determinara usando el lema 5.1.

1 — h26;NBAe %D
En efecto, identificamos a1 = — + Ho y a; = Ho Ipqﬁ ¢ ' en la ecuacion
(4.10) y verificamos las hipétesis del lema 5.1.
. NBAe %t
(i) Dado que 1 > Ry = —————— se tiene
e 0= C+ A T

1#oC + BA > NBAe it
hé1poC + hd1BA > héNBAe 2
1001 + h1oC + hé1BA > pody + h6NBAe et
81(po + pohC 4+ hBA) > 1gd; + héyNBAe s
hé1q > huodp + 25 NBAe et
q+hé1q > q + hpody + h*6 NBAe 2
(1+hé1)g > g+ hpody + h*6 NPAe™ "
pq + o > q + hpody + h*6NBAe =2 + g

pq + po > g+ h25 NBAe ™2 + pug

PitiHo _ 9+ W26 NBAe ™ + pug
pq pq
1 | W5 NBAe *&?
Mo 1 OINBAe Ik +@

+
pq P P4 q

1+
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1 po po _ FPOINBAe "

1—— >0
P 9 P9 Pq
_ 12 =01 A
1—<1+”°)+”0 ONPAC T
P q pq

Estoes,1 —a; +ap > 0.
(ii) Dado que a; > 0, es suficiente probar que 1 + a, > 0.
NBAe 2

A y Ho + p + hdrpp > 0 se tiene

Dad 1>Ry=——F—+
ado que 0 1C 1 B

#oC + BA > NBAe et
W26110C + H261BA > W26 NBAe 2
1o + q + hdrpo + h26110C + H?61BA > h*6NBAe >
po + g + hor(po + pohC + hBA) > h?5;NBAe 2
po +q -+ horg > W26 NBAe 2t
o + (1+hép)g > h26NBAe =t

o — W26 NBAe S > —pg

po — h26 NBAe il
pPq

14 Mo h26 NBAe >
Pq

> —1

>0

Estoes, 1+ a, > 0.
(iii) Dado que po — h25;NBAe % < g + pohC + hBA + héjq se tiene

o — 26 NBAe =% < g+ héq

1o — W26 NBAe ™ E® < (1+hép) q
1o — h2Be tA ANS; _
2

1

Estoes, a; < 1.
Por tanto, en virtud del lema 5.1 se tiene que los autovalores de la matriz Jacobiana
del sistema (4.6) evaluada en P° satisfacen |A;| < 1 parai = 1,2. Entonces P es

localmente asintéticamente estable si Ry < 1.
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Teorema 4.2. Si Ry > 1 entonces el punto de equilibrio endémico P* del esquema

(4.5) es localmente asint6ticamente estable.

Prueba. Para simplificar los clculos definimos R; = N. e 0t — 1,R, =N ,BAe*J"IEA —

Cuo— BN, w=1+héy, p=1+hé;,q=1+hC+hBTyr =1+ hug+hpV.
hC hR
Entonces para el punto endémico P* se tiene g = 1+ hC + RYT= 1+ hyo + TZ;
1
conR; >0,Rp>0,w>1,p>1,9g>1yr>1paraRy > 1.

Por tanto la matriz Jacobiana evaluada en el punto endémico P* nos queda

1, he(1—e ) hRy(1—e YD)
w Riw Cw
1 hee %ie® the_‘SlEA
0 —_ -
p Rip Cp
J(f1, fo f3, fa) =
o o 1 IRy
q q Cq
hC 1
00 TRy p ]

Entonces la ecuacion caracteristica estd dada por |J(P*) — Aly| = 0, esto es

1, ke — e YD) hRy(1— e D)
w Ryw Cw
0 1 A hee %1 thef‘slfsA
p Rip Cp
=0
0 hNo; 1 A _hRy
q q Cq
hC 1
1 A hee %1 thef‘leA
p Rip Cp
(1_)\) hNo; 1_)\ _hR, =0
w q q Cq
hC 1
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1 hee %1 thef‘SIEA

)

p Ryp Cp
lf)\zo 6 hNo; 1_)\ _hRs =0
w q q Cq

hC 1

1
Por tanto, el primer autovalor de la matriz Jacobiana evaluada en P* es A} = p <1,

y siguiendo con el calculo del determinante de la derecha se tiene

1 A _hRy hee ®E®  hRye 0
q Cﬂl Rlp Cp
) -(5)
o1 o1
Rir r Rilr 7

<1 — /\> Kl — /\) (1 — A) — thz] _ (hN‘51> hee *e® B hce_‘leA/\+ h2Rpe 12 o
p q r qT’Rl q TpR1 Rlp T’PRl

2 —0r. A =01, A
(1_)\> (1 1A—1A+)\2—hR2>—(hN51)(hce E )+(hN(51)(hce E )/\

p qgrq r qrRq pgrRy JZIS
_ (hN&I) (hZRze_(SIEA) -0
pqrRy i
2 2 —0]
Loy e PR 1 L e IR (BNGY) (hee T
pqr pq  pr p parRa - qr g r qrRy parRy
(hNop) (hee™ %) | (hNGp) (R*Rpe™"'e%) _
paRy pgrRq
2 =1 A 2
A3+<_1_1_1)A2+ i_i_i_i_l_th_(hNél)(hce ) At h2R,
p q r pqg  pr qr  qrRy paRa parRy
(hNS;) (hee *e™) | (ANOp) (PRpe ™) 1
pgrRq pqarRq pqr

La magnitud de los tres autovalores restantes de la matriz Jacobiana del sistema
(4.6) evaluada en P* se verificaran numéricamente con los valores de los parametros
reales mostrados en la tabla 4.2, con lo cual se obtiene Ro= 1.498891480736853 >1 y
las raices del polinomio son A1= 0.996841861411014, A= 0.998371120989047

y Az=0.999965431785073, todos con norma menor que 1.
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4.3. Simulaciones

En esta seccién presentaremos algunos resultados numéricos para el modelo pro-
puesto que nos permitan estudiar el comportamiento de las soluciones y verificar lo
que ya se ha probado analiticamente, para realizar las simulaciones elegimos valo-
res de pardmetros basados en datos experimentales existentes y estudios de modelos
anteriores, ver Noecker y col., 2015; V Culshaw y Ruan, 2000; Toro-Zapata, Caicedo-
Casso y Lee, 2018; los valores de dichos pardmetros estan consignados en la tabla 4.1

y 4.2, 1a primera para el caso Rp < 1y la segunda para Ry > 1.

Parametro Valor

B 2.5%x1073 mm3dia~!
C 2.4 mm3 dia~!
A 0.03 dia~!

o1 0.24 dfa~?

01, 0.05 dia~!

1o 0.02 dia™!

A 0.8 dia

N 500

Vo 0.03 mm =3

To 1000 mm—3
IE, 0

Iy 0

TABLA 4.1: Valor de los parametros para las simulaciones. Ry < 1.
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Pardmetro Valor

B 2.5X1073 mm3dia~!
C 2.4 mm?® dia~!
A 0.03 dia~!

o1 0.24 dia~!

01, 0.05 dia~!

Ho 0.02 dia~!

A 0.8 dia

N 1000

Vo 0.03 mm =3

To 1000 mm—3
IE, 0

Iy 0

TABLA 4.2: Valor de los pardmetros para las simulaciones. Ry > 1.

Para las simulaciones usamos un tamarfio de paso pequefio, 1=0.001, con el fin de
mostrar las soluciones obtenidas por el esquema NSFD propuesto y compararla con
la rutina tradicional de MATLAB para solucionar EDR, dde23, verificando que am-
bos operadores tienden a la misma solucién. Una gran ventaja del esquema NSFD
es que gasta menos tiempo de computo, en este caso para la primera simulacién em-
pled 0.083992 segundos mientras que la rutina dd323 gast6 2.573003 segundos, para
la segunda simulacién el esquema NSFD emple6 0.090554 segundos mientras que
la rutina dd323 gast6 3.185807. Los resultados obtenidos se muestran en la figura 4.1

y 4.2 respectivamente.
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FIGURA 4.1: Simulacién NSFD y dde23, donde tienden a la misma

solucion. (Rp < 1)
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FIGURA 4.2: Simulacién NSFD y dde23, donde tienden a la misma

solucién. (Rp > 1)
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Capitulo 5

CONCLUSIONES

En este trabajo construimos y desarrollamos un esquema de diferencia finita no es-
tandar (NSFD) que describe la dindmica del VIH a nivel intracelular, el cual est4
disefiado para satisfacer varias propiedades como positividad, acotacién y estabili-
dad. Las simulaciones numéricas verifican que el esquema desarrollado preserva las
propiedades del modelo continuo y presenta un comportamiento robusto al trabajar
con diferentes valores de los parametros.

Por ultimo, queremos resaltar que a lo largo del desarrollo del trabajo de tesis los
resultados parciales obtenidos se han ido presentando en diversos congresos a nivel

nacional e internacional, entre ellos:

» Mathematical Modelling in Engineering and Human Behaviour 2019 Confe-
rence. Instituto de Matematica Multidisciplinaria, Universidad Politécnica de
Valencia, Espafia, 2019. Characteristic of the numerical solutions of a new HIV mo-
del with delay using non-standar finte difeference schemes. Modalidad: Charla, a

cargo del Dr. Abraham Jose Arenas Tawil

= III Congreso Internacional de Matemadticas Aplicadas. Universidad el Bosque,
Bogota D.C., 2018. Stability and boundedness of the numerical solution of a hiv model

using a non-standar finte difeference schemes. Modalidad: Poster.

= XXII Congreso Colombiano de Matematicas, Universidad del Cauca, Popayan,
2019. La dindmica de las soluciones de un modelo de transmision de VIH con retraso

usando un esquema numeérico de diferencias finitas no estdndar. Modalidad: Poster.

Para trabajos futuros se espera encontrar una funcién de Liapunov que garantice la

estabilidad global del modelo.
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