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Resumen

La estimacion de la fuerza de la dependencia entre dos variables aleatorias es importante en el
andlisis de los datos. Un método para hallar dicha asociaciéon son las funciones cépulas, repre-
sentada como una forma paramétrica conveniente para modelar la estructura de dependencia en
distribuciones conjuntas de variables aleatorias. Existe una amplia gama de funciones cépulas,
por lo que la elecciéon de una cépula adecuada es uno de los grandes retos al que se enfrenta el
investigador. Con este trabajo se busca proponer un mecanismo de seleccién de cépula usando
pruebas analiticas y graficas, entre las pruebas graficas se encuentran los gréaficos Chi-Plot y
K-Plot. Entre sus resultados relevantes se encontré que para marginales normal, la mejor cépula
es gaussiana con parametro p = 0.88, para marginales log-normal, la copula que mejor ajustéd
fue una frank con un pardmetro de 4.438, para las marginales t-student, la cépula que mejor
ajusto fue una gaussiana con parametro p = 0.87 y para para marginales weibull, la copula que
mejor ajusto fue frank. Haciendo uso de esta metodologia, fue posible encontrar la asociacion

de dos variables aleatorias, por medio de las funciones cépula.

Palabras Claves: Funcion Copula, Dependencia, Datos Bivariados, 7 de Kendall, Métodos

Graficos.
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Abstract

Estimating the strength of the dependence between two random variables is important in data
analysis. One method for finding such an association is copula functions, represented as a
convenient parametric form for modeling the dependence structure in joint distributions of
random variables. There is a wide range of copula functions, so the choice of a suitable copula
is one of the great challenges facing the researcher. With this work we seek to propose a copula
selection mechanism using analytical and graphical tests, among the graphical tests are the Chi-
Plot and K-Plot graphs. Among its relevant results it was found that for normal marginals,
the best copula is Gaussian with parameter p = 0.88, for log-normal marginals, the best fitting
copula was a frank with a parameter of 4.438, for t-student marginals, the best fitting copula
was a Gaussian with parameter p = 0.87 and for weibull marginals, the best fitting copula was
frank. Using this methodology, it was possible to find the association of two random variables

by means of the copula functions.

Keywords: Copula Function, Dependence, Bivariate Data, Kendall’s 7, Graphical Methods.
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Capitulo 1

Introduccion

Obtener la asociacién entre variables se ha vuelto de gran interés para el analisis de datos,
ya que facilita la inferencia. En los tltimos tiempos surge con mucha fuerza una métodologia
llamada cépula. En el contexto de la teoria de probabilidad las funciones llamadas cépulas
son en realidad funciones de distribucion que representan las relaciones de dependencia entre
las variables aleatorias. La copula representa una forma paramétrica conveniente para modelar
la estructura de dependencia en distribuciones conjuntas de variables aleatorias, vale la pena
resaltar que no es la Unica técnica usada para ese objetivo, pero en nuestro trabajo hacemos

uso sélo de dicha técnica (Nelsen, [2000]).

Las cépulas son funciones de distribucién multivariadas cuyas marginales unidimensionales son
uniformes en el intervalo (0,1). Las cépulas representaran una aproximaciéon muy til a la
comprension y la modelizacion de las variables aleatorias cuya dependencia se desea estudiar,
dado que nos permiten centrarnos explicitamente en la estructura de dependencia entre ellas
(Ortego, 2014). Las funciones cépula son de hecho funciones que justifican la correspondencia
entre un valor dado de la funcién de distribucién conjunta y pares ordenados de las funciones
de distribuciéon marginales. Convirtiendose esta en una seria alternativa para modelar la de-

pendencia de dos variables aleatorias (Sepulveda and Garzon, [2017).

Existe una amplia gama de copulas. En términos generales, las copulas pueden agruparse como
copulas elipticas, copulas arquimedianas, copulas de valor extremo, entre otras. Las cépulas

también pueden ser agrupadas por paramétricas y no paramétricas (Gémez, [2017)).



Las cépulas son funciones bivariadas que juntan o “copulan” dos funciones de distribucién
univariadas para construir funciones de distribucion bivariadas continuas. Las copulas pueden
extraer la estructura de dependencia de la funcién de distribucion conjunta y, al mismo tiempo,

permiten separar la estructura de dependencia del comportamiento marginal (Morales, |2013)).

Por otro lado, la validacién cruzada hace uso de distintos subconjuntos de los datos disponibles
para realizar el entrenamiento del modelo y su posterior validacién (Arlot and Celisse, 2010)).
Esta técnica se utiliza para detectar el sobreajuste, es decir, cuando no se logra encontrar un
patrén en el modelo [Services| (2022)). Teniendo en cuenta, si el modelo funciona bien con los
datos de prueba y brinda una buena precision, se supone que el modelo no se sobreajusté a los

datos de entrenamiento y puede usarse para la prediccién (Datapeaker] 2022).

En la practica, no existe una forma estdandar de seleccionar una cépula entre los diversos mo-
delos posibles, por lo que elegir la copula adecuada es uno de los mayores desafios para el
investigador, por tanto el objetivo de este estudio es proponer un mecanismo de seleccion de
coHpula usando pruebas analiticas y graficas, y mediante la técnica de validacion cruzada. Usan-
do el pardametro de la copula para obtener el grado de asociaciéon 7 de Kendall y comparar las
funciones copulas ajustadas a través de las métricas de medicién AIC y BIC. Entre las pruebas
graficas se encuentran los graficos Chi-Plot y K-Plot, ambas metodologias son una herramienta
util para estudiar la dependencia entre dos variables aleatorias y como método analitico usa-
remos el método K-Fold de validacién cruzada tomando como métricas de medicion el criterio

de informacion de Akaike (AIC) y criterio de informacién bayesiano (BIC).

Sabemos que en muchos casos no existe dependencia lineal entre dos variables, sin embargo, no
podemos descartar la idea de que estas estén asociadas, teniendo en cuenta que el coeficiente
de asociacion mide la fuerza de una relacion, lo cual significa que las variables tienen elementos
comunes o algin grado de concordancia, por tanto, a través de la funcién cépula mostramos

una alternativa para encontrar dicha asociacién.

Considerando que los datos biomédicos permiten, entre otras cosas, analizar la efectividad o
efectos secundarios de un farmaco o tratamiento, identificar proactivamente la necesidad de
atencion especializada del paciente y obtener patrones de comportamiento para pacientes y

profesionales de la salud, en esta investigacion se realizé una aplicacion de cépula con datos



biomédicos, donde se busca modelar la asociacion de dos variables aleatorias con dicha carac-

teristica.

El capitulo 2 define los conceptos basicos utilizados en la teoria de cépulas, como lo son; las fun-
ciones copula y sus caracteristicas mas importantes, el parametro de dependencia 7 de Kendall
y algunos métodos gréaficos para detectar dependencia utilizados en este trabajo. El capitulo 3
explica el concepto de validacion cruzada, algunos métodos usados en esta técnica de remues-

treo y la definicion de algunas métricas de medicién.

El capitulo 4 muestra los resultados obtenidos via simulacién de los métodos expuestos en los
capitulos 2 y 3 usando el software estadistico R. Finalmente el capitulo 5 presenta las conclu-

siones del estudio y trabajos futuros.



Capitulo 2

Funciones cépula

En este capitulo ilustraremos todo lo referente a la metodologia de las cépulas, para tratar de
caracterizar un fenémeno en particular, el cual es modelado por la familia gaussiana o familia

arquimediana. Inicialmente presentaremos la definicién formal de una copula.

2.1. Definicion

Una cépula, C es una funcién de distribucion multivariante cuyas distribuciones marginales
se distribuyen uniforme entre [0, 1]. En el caso bivariante, C' (u;v) = P[U < wu; V < 0] es una

funcién definida en [0, 1]* = [0, 1] que verifica las siguientes tres propiedades (Gallardo, [2010):

» C(u;v) es una funcion creciente para cada una de sus componentes.
» C(us 1) =uy C(1;v) =w.

u ‘v’al S a2y \V/bl S bg, entonces O((ll; b1> + C(GQ; bg) — C((ll; bg) — C(ag;bl) Z 0.

Teorema de Sklar: Sea H una funcion de distribucion n-dimensional con marginales Fy, ..., F,

. Entonces, existe una copula n-dimensional C' tal que VX € R";
H(zy..xn) = C(Fy(21), ..., Fu(xy)),

si Fy, ..., F, son todas continuas, entonces C' es unica, por tanto, estd univocamente determi-

nado en ran(Fy) x ... x ran(F,).



Cuando escribimos,
F(zyy) = C(Fx(2); Fy (y)),

repartimos la probabilidad conjunta entre las marginales y una cépula, de forma que esta tl-
tima solamente representa la asociacién entre X e Y . Las cépulas separan el comportamiento
marginal (representado por las F;) del conjunto, en contra de lo que ocurre en la representa-
cién usual de probabilidades conjuntas via funciéon de distribucién. Por esta razén, las cépulas
son denominadas funciones de dependencia. Si las distribuciones marginales son continuas, la
copula es tinica. Por tanto, a partir de las cépulas, es posible crear distribuciones bivariantes

con distribuciones marginales definidas de esta forma, si C' es una cépula (Gallardol 2010).

2.2. Familias de cépulas

Existen muchos tipos de funciones cépula y es dificil encontrar en la literatura una clasificacién
clara de todas ellas dado que existen diversos criterios para hacerlo: en funcién de la depen-
dencia y del tipo de relacién que reflejan (copulas elipticas, cépulas arquimedianas, copulas de
valor extremo, entre otras). Por ello, en vez de presentar un esquema general que permita ubicar
cada copula de acuerdo a una jerarquia concreta, enumeraremos algunos de estos criterios y

citaremos algunos ejemplos asociados a las clases que resultan de su aplicacion (Gallardo), 2010)).

Existen copulas en funciéon del conocimiento explicito de su forma, ya que las copulas se pueden
clasificar en funciéon de que su expresién responda o no a una ecuacion paramétrica, pudiendo

distinguir entre:

» Copulas paramétricas: todas las copulas que responden a una misma ecuacion pa-
ramétrica definen una familia de copulas. El pardmetro (uniparamétricas) o pardmetros

(multiparamétricas) cuantifican la relacién de dependencia entre las variables que asocian.

= Cépulas no parameétricas: de igual manera existen familias de cépulas no paramétricas,
en cuya definicién no participa ningin parametro sino que, por su estructura empirica,

se ajustan de forma local a los datos.

A continuacién, mostraremos los tipos de copulas en funcién de la relacién de dependencia.



2.2.1. Coébpulas elipticas

Se definen como las copulas asociadas a las distribuciones elipticas. Su principal caracteristica
es la forma como representan relaciones de dependencia simétricas, sin importar que se tomen
en cuenta las colas de las distribuciones.

Las copulas normales y de t-student son copulas elipticas, son simétricas y su implementacion
es sencilla, ya que se conocen bien las distribuciones que estan asociadas.

Las copula elipticas tienen la forma:

®,5(2) (1?2 — 2pwy + 1)
Cp (ur, up) = ’ ( P

1 ¢’g,l(ul) - -
7\/1—p2 /—oo /_oo \/1_7,02 > dr.dy = H, (q)g,% (Ul)a ¢gé(u2)) .

La funcién H es la distribucién conjunta de variables X e Y, con @, {(u), ®,3(us) funciones
cuantiles respectivamente y p su coeficiente de correlacion.

Entre las copulas elipticas tenemos: gaussiana y t-studen.

2.2.1.1. Copula gaussiana

La copula gaussiana o normal es la funcién de dependencia asociada a la distribuciéon normal

multivariada.

Sea p una matriz diagonal definida positiva con diag(p) = 1 y O, la distribucién normal

bivariada standard. La cépula normal se define de la siguiente forma:
C (1, u2; p) = @, (7 (ur), " (ua)) .

La densidad de la cépula normal se escribe:

1 22+ 22— 201109 X2+ 22
¢ (ur, ug; p) = 5 ( - 2~ SO : 2],

2 21— p?) 2
con 1 = @71 (uy) y 19 = @71 (uy) esta relacién se muestra utilizando la expresién de la densidad

de la distribucin normal ® bivariada:

( ) 1 1?2 + 13 — 2p11 79
T1,T2) = —F—=€X .
Pp 1,42 o /—1 — p2 p 2(1 — p2)

2.2.1.2. Cépula t-student

Es la funcién de dependencia asociada a la distribucién t multivariada. Con ¢, la distribucién

t-student bivariada con v grados de libertad y matriz de correlacion p. La copula t se define de



la siguiente forma:

C (uy,u2;p) =t,, (t;l(ul), t;l(u2)> )

La densidad de la copula t esta dada por:

o\ 2 T2+ 13 — 2p1 170 v+ 2
e 1 —
r(y) (o 2

C(U upv): v 2 U(l_p2)
e QW'P(UH)?. AN A R
2 v v 2

donde z1 = t;1(uy) y wy = t;'(us), para mostrar ésta relacion utilizamos la expresion de la

distribucién t bivariada:

y%+y§—2py1yz> 042

T1  fx2 1
t = 1 dyy.dys.
oo = [ [ [%W( ) 2 ] yr-dye

2.2.2. Coébpulas arquimedianas

Existe una gran diversidad de familias que pertenecen a la clase arquimediana y gracias a esta
variedad permiten recoger muchos tipos de estructuras de dependencia adicionales y son faciles
de construir. Se han creado muchos tipos de cépulas que forman parte de la familia de copulas
arquimedianas entre los que se encuentran las cépulas de frank, clayton y gumbel, entre otras

(Nelsen, [2006]).

2.2.2.1. Coépula clayton

La funcién de distribucion para la cépula clayton es:

Cg (Ul, UQ) = (Ulie + Ugie — 1) R

SN

donde 6 > 0.

La funcién de densidad es:

—1_9

1
0

c(ur,ug) = (1 +6) (ug.vg) [ul_e +ug? 1



El coeficiente de correlaciéon de Kendall, en funciéon de su parametro 6, se define como:

0

=5y

cuando # tiende a 0o, se presenta independencia.

2.2.2.2. Cépula gumbel

La funcién de distribucién para la cépula gumbel es:

1
Co (u1,uz) = exp | — {(—lnul)‘9 + (—lnv)e}g

donde 8 > 0.

La funcién de densidad es:

Cy (ug,usg) [Inwy Inus|

1
1 [(—lnm)e + (—1nu2)9]_5 +0—1
[(—Inuy)? + (—lnu2)9]2_§

o (1, ) = =

El coeficiente de correlaciéon de Kendall, en funciéon de su parametro 6, se define como:
7(0) =1— -,

cuando 0 tiende a 1, se presenta independencia.

2.2.2.3. Coépula frank

La funcién de distribucion para la copula frank es:

Co (uy,up) = —é In (1 + (6—9"1 — 1> (6—9“2 _ 1>) ,

e —1

donde 6 € R\ {0} .

Ou;

Si hacemos g,, = e % — 1y g; = e ? — 1, la derivada de la cépula respecto de la componente

u; resulta:

. <30.9(U1,U2)> _ Guy -Guo T Gus
aul Gui -Gus + g%

Y la funcién de densidad:
6—9(u1+uz)

c(uy,ug) = —Hfg
( ' 2) 1(91 +gu1'gu2)2



-0 (670 _ 1) 670(u1+u2)
((e70 = 1) + (e70m — 1) (e~0u —1))*

Para evaluar el grado de asociacién entre las marginales en el modelo generado por la copula

de frank, el coeficiente de correlacién de Kendall correspondiente esta dada por:
4 4 0 ¢t
0)=1-7+5 [ -t
) 0 0 -1

2.2.2.4. Coépula joe
La funcién de distribucion para la copula joe es:

() =1 = [(1 =)+ (1 =) = (1 = )"(1 = )]’

donde 6 > 0.

La densidad de la copula joe esta dada por:

¢ (ur,uz) = [(1— ) + (1= w)’ — (1= u)’(1 - w)] "~

x(1 —up)?7 (1 — ug)?!
x [0 =1+ (1—uw)’+ (1 —uz)’ = (1= u)’(1 - up)’| .

El coeficiente de correlaciéon de Kendall, en funciéon de su parametro 6, se define como:

2(1-0)
g

(0) = 1+642/01 Hog(t)(1 — )7 dt.

2.2.3. Cobpula de supervivencia

En muchas aplicaciones, las variables aleatorias de interés representan la vida de individuos u
objetos en alguna poblacién. La probabilidad de que un individuo viva o sobreviva mas alla del
tiempo x estd dada por la funcién de supervivencia F(z) = P[X > 2] = 1 — F(z), donde F
denota la funcién de distribucion de X. Cuando se trata de tiempos de vida, el rango natural
de la variable suele ser [0, c0); sin embargo, utilizaremos el término “funcién de supervivencia”,
incluso cuando el rango es R.

Para un par (X,Y’) de variables aleatorias con funcién de distribucién conjunta H, la funciéon

de supervivencia conjunta viene dada por H(z,y) = P[X > 2,Y > y| . las marginales de H
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son las funciones H(x,00) y H(y, 00), las cuales son la funciones de supervivencia univariadas
F v G, respectivamente. Una pregunta natural es la siguiente: ;Existe una relacién entre las
funciones de supervivencia univariadas y conjuntas andloga a la que existe entre las funciones
de distribucién univariadas y conjuntas, tal como se expresa en el teorema de Sklar? Para res-

ponder a esta pregunta, suponga que la copula de X e Y es . Entonces tenemos siguiente:

H(z,y)=1-F(z) - G(y) + H(z,y)
= F(z) — G(y) — 1+ C(F(x),G(y))

— F(x) = G(y) — 1+ C(1 — F(z),1 - G(y)),

de modo que si definimos uan funcion CdeI?en ] por,

A

Clu,v) =u+v—14+C(1 —u,1—0),

tenemos

H(z,y) = C(F(2),G(y)),
observe que C copula la funcién de supervivencia conjunta a sus marginales univariadas de una
manera completamente analoga a la forma en que una cépula conecta la funcién de distribucién

conjunta hasta sus marginales (Nelsen| 2006)).

Haciendo la aplicacion para la copula ya definida, clayton, tenemos: survival copula, de la
copula clayton.

La expresion de la funciéon de distribucion para la cépula survival clayton es:

1 1 —0

Co(u,ug) =us +us — 1| (1—wuy) 0 +(1—wuy) 0 -1

La funcién de densidad de la cépula es:
) 1 1 —0-2 1
—_— - —1——
¢ (w1, us) = (1 4 8) 0 mw) O+ (I —w) 0 =1 (1 =) (1 = un))
El coeficiente de correlacién de Kendall, en funcién de su pardmetro 6, es el mismo que para la

copula de clayton.
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2.2.4. Cobpulas de valor extremo

Las cépulas de valor extremo son de gran utilidad para representar relaciones que tienen mayor
énfasis entre los sucesos "cola 7 (extremos) de las distribuciones marginales. Las cépulas de valor
extremo son los posibles limites (en caso de que existan) de c6pulas asociadas a los méximos de
muestras independientes e idénticamente distribuidas. Sea una muestra de variables aleatorias
bidimensionales (X1, Y1), ..., (X,,Y,) independientes e idénticamente distribuidas de acuerdo a
unas mismas marginales F'x y Gy y a una misma distribucion conjunta Hxy que, en virtud del

teorema de Sklar lleva asociada una copula C":
Hxy(z,y) = C (Fx(r),Gy(y)) -

Sean las variables M,, = max {X1, Xo,..., X} v N, = maz {Y1,Y5, ..., Y, } cuyas funciones de
distribucién vienen dadas por F™(z) = P[M, < z] y G"(y) = P[N,, < y| y con distribucién
conjunta H,(z) = P[M, < x,N, <y].

Si C' es la copula asociada al par (M, N,,) y a su posible limite cuando "n" tiende a infinito,

se dice entonces que C' es una cépula de valor extremo (CVE).

Un coeficiente de asociacion mide la fuerza de una relacion, lo cual significa que las variables
tienen elementos comunes o algin grado de concordancia. Estos coeficientes suelen oscilar en-
tre 0 y 1, donde 0 es sin relaciéon y 1 es una relaciéon perfecta. Sin embargo, algunas medidas
de asociacién varian de —1 a 1, donde —1 indica una relacién inversa perfecta. En este tra-
bajo utilizaremos el coeficiente de asociaciéon 7 de Kendall, el cual es utilizado para variables

nominales.

2.3. 7 de Kendall

La versiéon muestral de la medida de asociacién conocida como 7 de Kendall esta definida en
términos de concordancia, como sigue: Sea (z1,v1), .., (2, ¥,) Una muestra aleatoria de n obser-
vaciones de un vector (X,Y’) de variables aleatorias continuas. Hay (’;) pares distintos (z;, y;)
y (x;,y;) de observaciones en la muestra, y cada par es concordante o discordante. Sea c el
numero de pares concordantes y d el nimero de pares discordantes. Entonces el 7 de Kendall

para la muestra estd definido como:
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Lemd_cd

c+d (g) '
De manera equivalente, 7 es la probabilidad de concordancia menos la probabilidad de discor-
dancia para pares de observaciones (z;,v;) v (z;,y;) que es seleccionada aleatoriamente de la
muestra. Otra version del 7 de Kendall para un vector aleatorio continuo (X, Y") con funcién de
distribucién conjunta H estd definida similarmente. Sea (X1,Y1) y (Xa, Ya) vectores aleatorios
independientes e idénticamente distribuidos cada uno con funcién de distribucién conjunta H.

Entonces, la definicién formal del 7 de Kendall es la probabilidad de concordancia menos la

probabilidad de discordancia.

T=Txy = P[(Xl _XQ)(}/l — }/2) > O] — P[(Xl — XQ)(Yi — 3/2) < 0]

Para la cépula gaussiana, la correlacion de Pearson es el parametro de la cépula. El coeficiente

6

de correlacién de Spearman y el 7 de Kendall estén dados por: pg = ;sm_l(ﬁ) y 7= 2sin"!(p)

respectivamente.

Tabla 2.1: Propiedades de familias de cépulas eliticas bivariadas

Familia Nombre Rango del parametro 7 de Kendall Dependecia de la cola

1 gaussiana p € (—1,1) 2sin~"(p) 0

2 t-studen pe (—1,1),v>2 2s5in~"(p) 2ty11 (—\/U + 1@)

Tabla 2.2: Propiedades de familias de copulas arquimedianas bivariadas

Generador Rango del Dependencia
Familia Nombre 7 de Kendall

de funciones parametro de la cola
3 clayton 4 (t*(’ - 1> 6 >0 7 <2’5, 0)
4 gumbel  (—logt)” 0>0 1—3 (O, 2— 25)
5 frank log| 5= | 6 € R\ {0} 1— 444240 (0,0)
6 joe Jog[1 — (1 )'] > 1 L+ & o tlog(t)(1 — )7 dt - (0,2 29)

5
7 BB (0 —1) 0>0,0>1 1- 55 (27,2 - 23)
14+ & [ (=log (1 — (1=t
8 BB6 (—log[l—(l—t)ﬂ)é 0>1,6>1 io Jo (~tog (1= (1 =1)") (0,2 - 2%)
x(1-6)(1 — (1 —)~) dt
5+l
y gL (-(-a-n)T
9 BB7 (1-a=0")"=1 0>1,6>0 (-a-0) 1 (273,2—27)
{u_t)g_l } it

—t5)9 —
1 3 (oo ()
x(1-t0)(1 — (1 — t5)~%)dt

10 BBS log[A=0r] 0>1,6¢€(0,1]




13

t
et —1

donde Dy(8) = ¢ dt.

En las Tablas y se muestran las cépulas elipticas y arquimedianas, con sus respectivas

caracteristicas.

Propiedad de invarianza del 7 de Kendall: Sean (X1,Y1) y (Xa,Y2) dos variables aleato-
rias bivariadas independientes, cada una con la distribucion bivariada comin de (X,Y), y sean

g y h dos funciones reales crecientes, entonces T[g(X),h(Y)] = 7(X,Y).

2.4. Métodos graficos de bondad de ajuste

2.4.1. Método Chi-plot

El grafico Chi-Plot fue propuesto originalmente por Fisher y Switzer (Fisher and Switzer]
1985)). Su construccién estd basada en el estadistico Chi-cuadrado para independencia. Sea
(X1,Y7), ..., (X5, Y,) una muestra aleatoria de una funcién de distribucién conjunta y continua
H de la variable aleatoria (X,Y), y sea I(A) la funcién caracteristica del suceso A. Para cada

observacién (x;,y;) se realiza el siguiente procedimiento (Moreno), [2012])

1
Hi— S IX, < XY < ),
n—1<
J#i
1
F, = Y I(X; < X))
n—1%
J#
y
1
Gi = >_1(Y; <)),
n—154

Ninguna de estas cantidades dependen exclusivamente de los rangos de las observaciones,
(Fisher and Switzer, [1985)) proponen graficar los pares (\;, X;), donde:
H; — F,G;

A= JE(I - F)Gi(1-G))

A; = 4sign (E, éz) max (]?, éf)
donde F; = F; — %,éz =G; — % parai € 1,...,n.
El Chi-Plot es un diagrama de dispersién de los pares (A;,; ), @ = 1, ...,n donde \; es una medida

de distancia de la observacion (X;,Y;) al centro de los datos (Moreno, 2012).
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Segun Cintas (2007), todos los valores de A; deben estar en el intervalo [—1,1]. En caso de
que los datos constituyan una muestra bivariada con marginales continuas independientes, los
valores de )\; se distribuyen uniformemente. Sin embargo, si X e Y estan asociadas, los valores
de \; se presentaran formando agrupaciones, en particular, valores positivos de ); indican que
X, e Y] son relativamente grandes o relativamente pequenas respecto a sus medianas, mientras
que \; negativos corresponden a X; e Y; situados en lados opuestos respecto a sus medianas

(Cintas|, 2007).

2.4.2. Meétodo K-plot

Los K-plot (Kendall-plot) fueron creados por (Genest and Boies, 2003), esta herramienta tam-
bién se construye sobre los rangos de las observaciones utilizando la transformacién integral
de probabilidades multivariantes, produciendo un grafico similar al QQ-plot convencional (Mo-

reno, 2012)).

Sea (X1, Y1), ..., (Xn, Yy,) una muestra aleatoria de una funcién de distribucién conjunta y conti-
nua H de la variable aleatoria (X, Y"), para construir el grafico K-Plot se procede de la siguiente

manera:

1. Para cada 1 <i < mn se calcula H; (Como en el grafico Chi-Plot).
2. Se ordenan los valores de H; de tal forma que H;y < ... < Hy,.

3. Se representan los pares (W;.,, H;), donde W;.,, representa la esperanza del estadistico de

orden i-ésimo en una muestra de tamano n, calculando de la siguiente manera:

n—1

) [ wlatwl™ 1 = Ka(w)l" aRsta)

con

Ko(w) =w —wlog(w) 0<w<1

A medida que la representacion H; contra W;, se desvia con respecto a la diagonal, se puede

asumir dependencia estadistica entre las dos variables involucradas.



Capitulo 3

Modelos de validacion cruzada

La validacion cruzada es una técnica de remuestreo con una iniciativa importante para dividir
el conjunto de datos en dos partes: un subconjunto de datos de entrenamiento y un subconjunto
datos de prueba. El primer subconjunto se usan para modelar y el segundo subconjunto de datos
de prueba invisibles se usan para pronosticar. Si el modelo funciona bien con el subconjunto de
datos de prueba y brinda una buena precision, se supone que el modelo no se sobreajusté a los
datos de entrenamiento y puede usarse para la prediccién (Datapeaker, 2022) y (Pérez-Planells

et al., 2015

Asi mismo, el ntimero de observaciones disponibles n, se divide en dos subgrupos (subconjun-
tos), de modo que n = n. + n,, donde n. es el nimero de observaciones utilizadas para la
construccion del modelo y n, es el nimero de observaciones utilizadas para la validacion del

modelo o el célculo de los residuos de prediccién (error de prediccion) (Kozak and Kozak, 2003)).

Entre los métodos de valiadacion cruzada, se tienen; Hold-Out, K-Fold y Leave One Out. Ini-
cialmente, Hold-out es el método de evaluacion mas simple y se usa ampliamente en proyectos
de aprendizaje automéatico. Aqui, el conjunto de datos completo (poblacién) se divide en 2
subconjuntos: conjunto de entrenamiento y conjunto de prueba. Los datos se pueden dividir en
70 —30 0 60 — 40, 75 — 25 0 80 — 20, o incluso 50 — 50 segtn el caso de uso. Como regla general,
la proporcion de datos de entrenamiento debe ser mayor que los datos de prueba (Datapeaker),

2022)

Por otro lado, el otro método de validacion cruzada K-Fold, asume que el conjunto de datos

15
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estd dividido por un nimero K. En la terminologia de la validaciéon cruzada, cuando se hace
referencia a 5 veces o K = 5. En este escenario, el procedimiento divide el conjunto de datos
en cinco subconjuntos. Se prueba el modelo utilizando el primer subconjunto en la primera
iteracion y se ejecuta con el subconjunto de datos restante. El segundo subconjunto es 1til para
probar el conjunto de datos y el otro apoya el proceso de entrenamiento. El mismo proceso se

repite hasta que el grupo de prueba usa los cinco subconjuntos (SCIENCE] 2020).
En esta técnica la medida del error de todas las iteraciones se calcula de la siguiente manera.

1k
E=— Z J\JSE;7
kim
donde k < n, siendo n el tamafio del conjunto de datos.

Finalmente, en el método Leave One Out, se divide los datos en subconjuntos de prueba y
de entrenamiento, pero con un cambio a las ténicas anteriores. En lugar de dividir los datos
en 2 subconjuntos, seleccionamos una tnica observacion como datos de prueba, y el resto
se etiqueta como datos de entrenamiento y el modelo estd entrenado. Ahora se selecciona la
segunda observacion como datos de prueba y el modelo se entrena con los datos restantes. Este
proceso continda n veces y el promedio de todas estas iteraciones se calcula y estima como el
error del conjunto de prueba (Datapeaker| 2022).

Para el método Leave One Out la medida del error es:

ni3

La técnica de validacion cruzada que se elige depende en gran escala de la situacién en donde se
desee aplicar y de la estabilizacién entre el error y la varianza, ya que estos factores no tienen

el mismo comportamiento en cada modelo o conjutnto de datos. En este trabajo utilizaremos

el método K-Fold.

El criterio de informacién de Akaike (AIC) y criterio de informacién bayesiano (BIC) son
medidas de la calidad relativa de un modelo estadistico, para un conjunto dado de datos,
proporcionado un medio para la seleccién del modelo. Dado un conjunto de modelos candidatos

para los datos, el modelo preferido es el que tiene el valor minimo en AIC y BIC.
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3.1. Criterio de informacion de Akaike (AIC)

Este criterio, definido por Akaike (1974) como ”An Information Criterion”, se basa en la medi-
da de informacién de Kullback-Leible (1951), la ctal permite interpretar la distancia entre dos

distribuciones a partir de la log-verosimilitud de un modelo. Esta definida como:

AIC = =21 (0,1,) + 2k,

donde [ (6,, ) corresponde al maximo valor de la funcién de verosimilitud para el modelo esti-

mado, k£ al nimero de pardmetros y n al tamafio del conjunto de datos.

3.2. Criterio de informacién bayesiano de Schwarz (BIC)

Dentro del conjunto de los criterios utilizados en la practica para la seleccion de modelos, el AIC
es sin duda el mas conocido, pero existen diferentes criterios construidos con el mismo fin, pero
con caracteristicas diferentes. Uno de ellos y que se relaciona directamente con el criterio AIC
es el criterio BIC ("Bayesian Information Criterion”) derivado del criterio AIC al introducir una
modificacién bayesiana en la construccion del criterio AIC revisada anteriormente. El criterio
BIC fue propuesto por Schwarz (1978) y ha sido uno de los métodos méas populares usado
para la seleccion de modelos. Este es un criterio de evaluacion de modelos en términos de sus

probabilidades posteriores. Este criterio esta definido como:

BIC = =21 (6,,x) + klog(n),

donde [ (6, ) corresponde al maximo valor de la funcién de verosimilitud para el modelo esti-

mado, k al niimero de pardametros y n al tamano del conjunto de datos.

Si comparamos el AIC y el BIC vemos que la diferencia béasica entre ambos criterios radica
en que este ultimo penaliza mas los modelos con un nimero mayor de parametros estimados
(debido a la sustitucién del 2 por log(n)), obteniéndose asd modelos de orden inferior a los
obtenidos a partir del AIC y corrigiendo, por tanto, la tendencia a la sobrestimacién observada

en éste tltimo (Jiménez, 2018).



Capitulo 4

Esquemas de simulacién y aplicacion

En este capitulo se presenta la realizaciéon de varias simulaciones con la funcién BiCopSelect
del paquete VineCopula del software estadistico R. Considerando pares de variables aleatorias
de tamano, n cada uno. Se generd, en R, datos de las distribuciones marginales gaussianas
normal con parametros pu; = pus = 1y 01 = 0o = 0, log-normal puy = o =1y 0y = 09 = 0
y t-student v; = v9 = n — 1, ademads, se analiz6 el caso para marginales weibull con parame-

tro de forma § =1, § = 2y 8 = 0.5, respectivamente y parametro de escala A = 1 en cada caso.

La eleccion de la cépula bivariada esté entre las elipticas (gaussiana y t-student), las c6pulas
arquimedianas (clayton, gumbel, frank, joe, BB1, BB6, BB7 y BBS), las cépulas de superviven-
cia y las cépulas de valor extremo, para cubrir una amplia gama de patrones de dependencia.
Para las familias de copulas arquimedianas, se incluyeron versiones rotadas para cubrir también

la dependencia negativa. Para la simulacion se realizaron los siguientes pasos:

= Se generd, en R, datos de las dos marginales de las distribuciones con sus respectivos

parametros.

= Se aplica la funcién BiCopSelect (ver |A]) a vectores de los datos generados de tamano 50,
100 y 500, con repeticiones de 20, 40 y 100 para cada tamano y se calcul6 el porcentaje

de las copulas candidatas a modelar la asociacién entre las marginales.

= Se verifica a través de los métodos graficos, criterio de informacién de Akaike (AIC) y
criterio de informacién bayesiano (BIC) si las copulas con mayor porcentaje mostradas en

la tabla de resumen de las simulaciones presentan mejor ajuste sobre las demas candidatas.

18



Tabla 4.1: Nombres de copulas bivariadas

N° Simbolo Coépula

0 I independence

1 N gaussian

2 t t

3 C clayton

4 G gumbel

5 F frank

6 J joe

7 BB1 clayton-gumbel

8 BB6 joe-gumbel

9 BB7 joe-clayton

10 BBS frank-joe

13 SC Survival clayton

14 SG Surviva gumbel

16 SJ Survival joe

17 SBB1 Survival BB1

18  SBB6 Survival BB6

19 SBB7 Survival BB7

20 SBBS Survival BB8

23 C90 Rotated clayton 90 degrees
24 G90 Rotated gumbel 90 degrees
26 J90 Rotated joe 90 degrees

27 BB1 90 Rotated BB1 90 degrees
28 BB6 90 Rotated BB6 90 degrees
29  BB7_90 Rotated BB7 90 degrees
30 BB8 90 Rotated frank-joe 90 degrees
33 C270 Rotated clayton 270 degrees
34 G270 Rotated gumbel 270 degrees
36 J270 Rotated joe 270 degrees

37  BB1 270 Rotated BB1 270 degrees
38 BB6 270 Rotated BB6 270 degrees

19
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39 BB7_270 Rotated BB7 270 degrees

40  BB8 270 Rotated frank-joe 270 degrees
104 Tawn Tawn type 1

114 Tawnl80 Rotated Tawn type 1 180 degrees
124 Tawn90 Rotated Tawn type 1 90 degrees
134 Tawn270 Rotated Tawn type 1 270 degrees
204 Tawn2 Tawn type 2

214 Tawn2_ 180 Rotated Tawn type 2 180 degrees
224 Tawn2 90 Rotated Tawn type 2 90 degrees
234 Tawn2_ 270 Rotated Tawn type 2 270 degrees

En la Tabla |4.1] se muestra los nombres de las familias de cépulas e incluyendo versiones rota-
das para cubrir también la dependencia negativa, con sus respectivas abreviaturas del paquete

VineCopula.

Tabla 4.2: Resumen de simulacién para marginales normal con pardmetros gy = o = 1y

0'120'2:0

n r N SBB7 | SG
20 | 70,00 | 20,00 | 10,00
50 | 40 | 62,50 | 30,00 | 7,50
100 | 66,00 | 29,00 | 5,00
20 | 55,00 | 45,00 | 0,00
100 | 40 | 60,00 | 40,00 | 0,00
100 | 54,00 | 46,00 | 0,00
20 | 50,00 | 50,00 | 0,00
500 | 40 | 50,00 | 50,00 | 0,00
100 | 52,00 | 48,00 | 0,00

La Tabla contiene el resumen de simulaciones para marginales normal con parametros
p1 = pe =1y oy =0y =0, que se encuentran en el Apéndice [B] la cual indica que, para una
corrida de 20, 40 y 100 pares de variables aleatorias con marginales normales con diferentes
tamatios (n = 50,100, 500), las cépulas elipticas (gaussianas) presenta mas probabilidades de

ajustarse, sin embargo, a medida que crece el n, la probabilidad disminuye.
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Tabla 4.3: Resumen de simulaciéon para marginales log-normal con pardmetros p; = ps =1y

0'1:0'2:0

n r BB7 | frank | joe SBB7
20 | 5,00 | 50,00 | 40,00 | 5,00
50 | 40 | 0,00 | 47,50 | 50,00 | 2,50
100 | 1,00 | 47,00 | 46,00 | 6,00
20 | 0,00 | 55,00 | 35,00 | 10,00
100 | 40 | 0,00 | 35,00 | 57,50 | 7,50
100 | 1,00 | 56,00 | 35,00 | 8,00
20 | 0,00 | 55,00 | 30,00 | 15,00
500 | 40 | 5,00 | 42,50 | 47,50 | 5,00
100 | 0,00 | 54,00 | 44,00 | 2,00

La Tabla contiene el resumen de simulaciones para marginales log-normal con parametros
p1 = e = 1y oy = oy =0, que se encuentran en el Apéndice [C] la cual indica que, las cépulas
arquimedianas presentan mayor probabilidad de ajuste en variables aleatorias con marginales

log-normal, en especifico la copula frank y la copula joe, en los diferentes tamanos de n.

Tabla 4.4: Resumen de simulacién para marginales t-student con paramatros vy = vy =n — 1

n r N SBB7 | SG BB7
20 | 60,00 | 30,00 | 10,00 | 0,00
50 | 40 | 62,50 | 30,00 | 2,50 | 5,00
100 | 63,00 | 28,00 | 7,00 | 2,00
20 | 75,00 | 25,00 | 0,00 | 0,00
100 | 40 | 42,50 | 57,50 | 0,00 | 0,00
100 | 39,00 | 60,00 | 0,00 | 1,00
20 | 35,00 | 65,00 | 0,00 | 0,00
500 | 40 | 60,00 | 40,00 | 0,00 | 0,00
100 | 55,00 | 45,00 | 0,00 | 0,00

La Tabla [4.4] contiene el resumen de simulacion para marginales t-student con paramatros
v1 = vy = n— 1, que se encuentran en el Apéndice[D] la cual indica que, para pares de variables

aleatorias, las copulas elipticas presentan mayores probabilidades de ajuste, en especifico la
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copula gaussiana, sin embargo, para n = 100, la cépula arquimediana Survival BB7 tiene una

probabilidad superior.

4.1. Modelo con marginales weibull

Se realizaron simulaciones para marginales weibull, variando el valor del parametro. Las Tablas
4.5, y muestran los resumenes de los resultados de las simulaciones para marginales
weibull con parametro de forma 5 =1, § =2y 8 = 0.5, respectivamente y parametro de escala

A=1.

Tabla 4.5: Resumen de simulaciéon para marginales weibull con parametros f; = s = 1y

)\1:)\2:1

n r | BB7 | BB8 | frank | N | joe | Tawn90 | Tawn270 | SBB7 t
20 | 35,00 | 0,00 | 5,00 | 500 | 15,00 | 5,00 0,00 0,00 0,00 | 35,00
50 | 40 | 17,50 | 5,00 | 10,00 | 12,50 | 2,50 | 32,50 0,00 2,50 12,50 | 5,00
100 | 18,00 | 6,00 | 11,00 | 6,00 | 3,00 | 29,00 7,00 4,00 1,00 | 15,00
20 | 10,00 | 10,00 | 45,00 | 0,00 | 0,00 | 25,00 0,00 0,00 5,00 | 5,00
100 | 40 | 10,00 | 20,00 | 17,50 | 2,50 | 0,00 | 30,00 0,00 0,00 0,00 | 20,00
100 | 8,00 | 10,00 | 36,00 | 6,00 | 1,00 | 24,00 0,00 2,00 0,00 | 13,00
20 | 0,00 | 15,00 | 70,00 | 0,00 | 0,00 | 15,00 0,00 0,00 0,00 | 0,00
500 | 40 | 0,00 | 12,50 | 67,50 | 0,00 | 0,00 | 20,00 0,00 0,00 0,00 | 0,00
100 | 1,00 | 19,00 | 46,00 | 0,00 | 0,00 | 32,00 0,00 0,00 0,00 | 2,00
Para pares de variables aleatorias con marginales weibull con parametros 1 = [y = 1y

A1 = Ay = 1, las copulas arquimedianas presentan mayor probabilidad de ajuste. A medida que
el tamano de n y el nimero de repeticiones crecen la copula frank y la cépula joe aumentan la

probabilidad de ajuste, esto se refleja en la Tabla [4.5
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Tabla 4.6: Resumen de simulaciéon para marginales weibull con parametros ; = s = 2 y

A=X=1
n r | BB7 | BB8 | frank | N | joe | SBB7 | SC t
20 | 10,00 | 0,00 | 5,00 | 15,00 | 10,00 | 25,00 | 10,00 | 0,00 | 25,00
50 | 40 | 17,50 | 2,50 | 17,50 | 5,00 | 0,00 | 22,50 | 10,00 | 0,00 | 25,00
100 | 13,00 | 1,00 | 13,00 | 0,00 | 0,00 | 26,00 | 9,00 | 0,00 | 38,00
20 | 25,00 | 0,00 | 30,00 | 10,00 | 0,00 | 15,00 | 0,00 | 0,00 | 20,00
100 | 40 | 25,00 | 2,50 | 22,50 | 0,00 | 0,00 |25,00 | 7,50 | 0,00 | 17,50
100 | 11,00 | 2,00 | 25,00 | 1,00 | 0,00 | 30,00 | 2,00 | 1,00 | 28,00
20 | 20,00 | 10,00 | 30,00 | 0,00 | 0,00 | 35,00 5,00 |0,00| 0,00
500 | 40 | 17,50 | 5,00 | 50,00 | 0,00 | 0,00 | 22,50 | 0,00 | 0,00 | 5,00
100 | 12,00 | 5,00 | 45,00 | 0,00 | 0,00 | 30,00 | 6,00 |0,00| 2,00

Al igual que para los pares de variables

aleatorias con marginales weibull con parametros

p1 =02 =1y A = Ay =1, enla Tabla[4.5] para marginales weibull con pardmetros 3; = 5 = 2

y A1 = Ay = 1 las copulas arquimedianas presentan mayor probabilidad de ajuste. A medida

que el tamano de n y el nimero de repeticiones crecen la copula frank y la copula joe aumentan

la probabilidad de ajuste, esto se refleja en la Tabla [4.6]

Tabla 4.7: Resumen de simulacién para marginales weibull con pardmetros 5, = f; = 0.5 y

A=A =1
n r | BB7 | frank | N joe | BB1_90 | BB7_270 | BB7_90 | G270 | G90 | J270 | J90 | SBB7 | SC t

20 | 0,00 | 5,00 | 0,00 | 10,00 0,00 10,00 10,00 0,00 | 5,00 | 0,00 | 0,00 | 40,00 | 0,00 | 20,00

50 | 40 | 0,00 | 7,50 | 5,00 | 10,00 0,00 5,00 17,50 0,00 | 7,50 | 0,00 | 0,00 | 30,00 | 2,50 | 15,00

100 | 1,00 | 6,00 | 9,00 | 13,00 1,00 3,00 7,00 6,00 | 8,00 | 1,00 | 1,00 | 28,00 | 5,00 | 11,00

20 | 0,00 | 0,00 |0,00| 5,00 0,00 20,00 5,00 0,00 | 10,00 | 0,00 | 0,00 | 50,00 | 0,00 | 10,00

100 | 40 | 0,00 | 2,50 | 2,50 | 5,00 0,00 0,00 0,00 2,50 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 52,50 | 2,50 | 32,50

100 | 0,00 | 0,00 | 6,00 | 6,00 1,00 4,00 9,00 1,00 | 1,00 | 0,00 | 0,00 | 42,00 | 0,00 | 30,00

20 | 0,00 | 0,00 |0,00 | 0,00 0,00 0,00 5,00 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 55,00 | 0,00 | 40,00

500 | 40 | 0,00 | 0,00 | 5,00 0,00 0,00 0,00 2,50 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 40,00 | 0,00 | 52,50

100 | 0,00 | 0,00 | 1,00 | 0,00 0,00 2,00 2,00 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 46,00 | 0,00 | 49,00

La Tabla [4.7] indica
metros 1 = B = 0.5y A\ = Ao

ajuste.

que, para pares de variables aleatorias con marginales weibull con para-

= 1 la copula survival BB7 presenta mayor probabilidad de
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4.2. Métodos graficos para detectar dependencia

Testeamos los graficos de dispersion, Chi-plot y K-plot, para la cépula con mayor probabilidad

de seleccién y parametros obtenidos en cada simulacién.

Figura 4.1: Métodos graficos para la cépula gaussina con p = 0.88, para marginales normal con pardametros
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En el testeo grafico para la cépula gaussiana con pardmetro p = 0.88 para marginales normal
con parametros pu; = o = 1y o1 = 09 = 0, el grafico de dispersién indica una relacién
entre las variables aleatorias, en el grafico Chi-plot los puntos quedan por fuera de las bandas
esto da a indicar una dependencia, al igual que el caso del grafico K-plot, los puntos se alejan
consistentemente de la diagonal, lo que indica dependencia, como se muestra en la Figura

con una dependencia 7 = (0.6849.

Figura 4.2: Métodos gréficos para la cépula frank con 6 = 4.438, para marginales log-normal con pardmetros

p=p2=1lyor=02=0
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Para marginales log-normal con pardmetros pu; = s = 1y o1 = 05 = 0, la c6épula con mayor

probabilidad de seleccién fue frank con un parametro de 4.438. En la Figura se muestran
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graficos para detectar dependencia entre las variables. En el grafico de dispersién se muestra
una baja dependencia, sin embargo, en el grafico Chi-plot los puntos quedan por fuera de las
bandas y en el grafico K-plot, los puntos se alejan consistentemente de la diagonal, en ambos

casos refleja dependencia, con 7 = (0.4189.

Figura 4.3: Métodos graficos para la cépula gaussina con p = 0.87, para marginales t-student con pardmatros

vm=vy=n-—1
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Para la copula gaussiana con parametro p = 0.87 para marginales t-student con paramatros
vy = vy = n — 1, el grafico de dispersién indica una alta dependencia entre las variables
aleatorias, en el grafico Chi-plot los puntos quedan por fuera de las bandas esto da a indicar
dependencia, al igual que el caso del grafico K-plot, los puntos se alejan consistentemente de
la diagonal, lo que indica dependencia, como se muestra en la Figura con una dependencia

T =0.6718.

Figura 4.4: Métodos gréficos para la cépula frank con § = 4.0136, para marginales weibull con parametros

fr=Pr=1lyl=X=1
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Para marginales weibull con parametros f; = B3 = 1y Ay = Ay = 1, la copula con mayor

probabilidad de seleccién fue frank con un parametro de 4.0136. En la Figura los graficos
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Chip-plot y K-plot detectan dependencia entre las variables aleatorias, sin embargo, en el grafico

de dispersion la dependencia es baja, con 7 = 0.3891.

Figura 4.5: Métodos gréficos para la cépula frank con § = 3.3525, para marginales weibull con pardmetros
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Para marginales weibull con parametros f; = By = 2, Ay = Ay = 1 y la copula con mayor
probabilidad de seleccién fue frank, al igual que para las marginales weibull con parametros
B1 =Py =1y A = Ay = 1, con un parametro de 3.3525. En la Figura los gréaficos Chip-
plot y K-plot detectan dependencia entre las variables aleatorias, sin embargo, en el grafico de

dispersion la dependencia es baja, con 7 = 0.3369.

Figura 4.6: Métodos graficos para la cépula survival BB7 con ; = 1.61 y 0 = 4.48, para marginales weibull

con parametros ;1 = B2 =05y A1 =X =1
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Para marginales weibull con parametros 57 = 5o = 0.5, Ay = Ay = 1, la copula con mayor
probabilidad de seleccion fue survival BB7 con parametros de #; = 1.61 y 63 = 4.48. En la
Figura los graficos Chip-plot y K-plot detectan dependencia entre las variables aleatorias,

al igual que en el grafico de dispersiéon, con 7 = 0.6883.
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4.3. Aplicaciéon de validaciéon cruzada para selecciéon de

modelos cépulas

Se utilizo el método K-Fold de validacion cruzada, con K = 5, para probar analiticamente
la mejor copula, entre las tres copulas con mayor porcentaje de ajuste en la simulacién con
n = 500, tomando como métricas de medicién el criterio de informacién de Akaike (AIC) y

criterio de informacién bayesiano (BIC).

Tabla 4.8: AIC y BIC para cépulas ajustadas para marginales normal con parametros fi;

pe=1yoy=02=0

cépula AIC BIC

gaussiana (p = 0.88 ) 524.5224 | 527.1276
survival BB7 (0; = 5,0, = 3.30) | 591.4130 | 596.6233
Survival Gumbel (6 = 4.66) 647.0167 | 649.6219

La Tabla indica que, la copula eliptica gaussiana presenta mejor ajuste segun el criterio de

informacion de Akaike y criterio de informacion bayesiano en variables aleatorias con marginales

normal con parametros p; = ps =1y 01y = 09 = 0.

Tabla 4.9: AIC y BIC para cépulas ajustadas para marginales log-normal con pardmetros i, =

po=1yop=09=0

coépula AIC BIC

frank (6 = 4.438) 51.4665 | 54.0717
joe (0 = 3.93) 262.2161 | 264.8212
Survival BB7 (6; = 1.01,60, = 3.24) | 288.2866 | 293.4970

La Tabla indica que, la cépula arquimediana frank presenta mejor ajuste segtn criterio de
informacion de Akaike y criterio de informacion bayesiano en variables aleatorias con marginales

log-normal con parametros p1 = o =1y 01 = 09 = 0.
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Tabla 4.10: AIC y BIC para cépulas ajustadas para marginales t-student con paramatros v; =

vy=n-—1

coépula AIC BIC

gaussiana (p = 0.87) 407.5406 | 410.1458
survival BB7 (0, = 5,0, = 3.1) | 543.7185 | 548.9288
Survival Gumbel (0 = 4.89) 649.9594 | 652.5646

Segun criterio de informacién de Akaike y criterio de informacién bayesiano en variables alea-

torias con marginales t-student(v; = n — 1) — t-student(vy = n — 1), la cépula elitica gaussiana

presenta mejor ajuste, como se muestra en la Tabla [4.10]

Tabla 4.11: AIC y BIC para cépulas ajustadas para marginales weibull con pardmetros 5, =

62:1}7/\1:)\221

copula AIC BIC

frank (0 = 4.0136) 42.1049 | 44.7101
joe (6 = 3.08) 157.6756 | 160.2808
BBS8 (0, = 3.28,0, = 1) | 183.0415 | 188.2519

Segun criterio de informacion de Akaike y criterio de informacion bayesiano en variables aleato-

rias con marginales weibull con parametros 51 = 8o = 1y Ay = Ay = 1, la c¢épula arquimediana

frank presenta mejor ajuste, como se muestra en la Tabla [4.11

Tabla 4.12: AIC y BIC para copulas ajustadas para marginales weibull con parametros 5, =

Bo=2y M =X=1

cépula AIC BIC

frank (6 = 3.3525) 29.4010 | 32.0062
joe (6 = 2.95) 142.9679 | 145.5731
BB7 (0, =2.94,0, = 0.03) | 144.5246 | 149.7349

La Tabla indica que, la copula arquimediana BB7 presenta mejor ajuste segtn criterio de

informacion de Akaike y criterio de informacion bayesiano en variables aleatorias con marginales

weibull con pardametros 1 = o =2y A\; = Ay = 1.
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Tabla 4.13: AIC y BIC para cépulas ajustadas para marginales weibull con parametros 5, =

52:0.537/\1:)\2:1

coépula AIC BIC

t-student (0; = —0.87,0o =n — 1) | 452.3503 | 454.9555
joe (0 = 6.16) 580.3195 | 582.9246
survival BB7 (0, = 1.61, 0, = 4.48) | 427.5960 | 432.8065

La Tabla indica que, la cépula arquimediana survival BB7 presenta mejor ajuste segin
criterio de informacién de Akaike y criterio de informacién bayesiano en variables aleatorias

con marginales weibull con pardmetros f; = 2 = 0.5y Ay = Ay = 1.

4.4. Aplicaciéon en datos biomédicos

En esta seccién estaremos mostrando una aplicacion de las funciones copula para datos biomé-

dicos. Las variables a utilizar son el tiempo de oficio y microntcleo.

Para la aplicacion se tomaron los datos colectados en el marco del proyecto, Evaluacion de la
exposicion a mezclas de contaminantes ambientales y efectos en la salud en poblacién rural
en tres departamentos de Colombia 2020 , realizado por la Universidad del Sint, Universidad
Industrial de Santander, y Universidad del Rosario, bajo el patrocinio de Minciencias. Estos
datos corresponden a una evaluacién de riesgo de cancer, realizada a 407 individuos pertene-
cientes a una poblacion expuesta ocupacionalmente a mineria y agroquimicos, en los municipios
de Monterfa, Montelibano (Cérdoba), Nechi (Antioquia) y Aranzazu (Caldas), donde 99 indi-
viduos son de Montelibano, 103 de Aranzazu, 104 de Nechi y 101 de Monteria, bajo un conteo
de dano celular, medido en 2000 células de cada uno de los participantes siguiendo el ensayo
Cytokinesis Block Micronucleus Cytome (CBMN Cyt) Assay Biomarkers (Fenech et al., [2003)).
Se analizaron sistemas mineros de gran, mediana y pequena escala en Montelibano, la mineria
artesanal y de pequena escala en Nechi y un sistema minero cerrado en Aranzazu. La zona de
referencia sin actividad minera se establecié en Monteria. ICP-MS (Espectrometria de Masas
con Plasma Acoplado Inductivamente) midi6 la exposicién a miltiples elementos en el cabello
y la inestabilidad cromosémica, se evalué mediante la técnica de microntcleos de bloqueo de

citocinesis (Pastor-Sierra et al., [2023]).
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El objetivo del andlisis fue cuantificar la asociacién entre el conteo de Micronuecleos y el tiempo
de oficio, entendido este como el tiempo en meses de exposicion a los contaminantes durante
el desarrollo de las actividades laborales, y con esto poder determinar la relaciéon verdadera
entre este par de variables y nos dara indicios de posibles modelos estadisticos para estudios
posteriores. Adicionalmente, se quiere conocer la copula que nos de cuenta de la relacion de

dichas variables.

Figura 4.7: Gréfico de dispersién entre tiempo oficio y micronticleo
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El coeficiente de correlacién de Pearson para el tiempo oficio y microntcleo es de p = —0.0135,

indicando baja correlacion entre las variables. La Figura [4.7] muestra que no existe correlacion

lineal entre el tiempo oficio y microntcleo.
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Figura 4.8: Histograma y densidad para tiempo oficio
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Figura 4.9: Histograma y densidad para microniicleo
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Las Figuras y muestran el histograma y la densidad para las varibles tiempo oficio y
microntucleo. Después de hacer el analisis exploratorio, estimamos los parametros de la distri-

bucién, que en este caso es la logistica, a partir de la funcion fitdistr perteneciente al paquete

MASS.

Asi el parametro de localizacién para la distribucion logistica es 195.3834 y de escala es 46.9239,

hacemos las pruebas de bondad de ajuste Kolmogorov Smirnov y Anderson Darling, las cuales
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dan como resultado un p-valor de 0.08185 y 0.113 respectivamente, teniendo como hipotesis
nula que los datos siguen una distribucion logistica. Por tanto, con un nivel de significancia

a = 0.05 no se rechaza la hipotesis nula, es decir que los datos siguen una distribucion logistica.

Teniendo la distribucion de los datos con sus respectivos parametros, procedemos a aplicar la
funcién BiCopSelect para ajustar una funcion copula que modele el tiempo oficio y el micronu-

cleo.

Tabla 4.14: Resumen de simulacién para datos biomedicos

Tipo de cépula | porcentaje (%)

Frank 6,00
Joe 2,00
J270 6,00

J90 32,00
Tawn180 12,00
Tawn270 10,00
Tawn2_ 180 12,00
Tawn2_ 270 4,00
Tawn 4,00
Tawn2 12,00

Total general 100,00

La Tabla [4.14] contiene el resumen de las simulaciones para tiempo oficio y microntcleo, que se
encuentran en el Apéndice [F], la cual indica que, las cépulas arquimedianas presentan mayor

probabilidad de ajuste, en especifico la copula joe rotada 90 grados.
Figura 4.10: Métodos graficos para la cépula joe rotada 90 grados para datos biomédicos
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En el testeo grafico para la cépula joe rotada 90 grados con parametro 6 = —1.3863, el gréafico
de dispersién indica que no existe relacion lineal entre las variables aleatorias, en el grafico Chi-
plot, al igual que el grafico K-plot, los puntos se alejan de la diagonal, lo que indica dependencia,

como se muestra en la Figura con una dependencia 7 = —0.2193.

Tabla 4.15: AIC y BIC para copulas ajustadas para datos biomédicos

familia AIC BIC

Jo0 (9 = —1.3863) 4,5393 | 6,9386
Tawnl80 (0, = 2.4967, 60 = 0.085) 7,1505 | 11,9492
Tawn2_ 180 (0; = 12.105,0, = 0.1183) | 70,3865 | 75,1852
Tawn2 (0, = 9.3467, 60, = 0.033) 15,6290 | 20,4277

La Tabla [4.15| indica que, la cépula arquimediana joe rotada 90 grados con parametro 6 =
—1.3863, presenta mejor ajuste segin el criterio de informacién de Akaike y criterio de infor-

macion bayesiano para tiempo oficio y micronticleo.



Capitulo 5

Conclusiones y recomendaciones

5.1. Conclusiones

Este trabajo de investigacién tuvo como objetivo proponer mecanismos de seleccion de una
coOpula para modelar la asociacién entre dos variables aleatorias continuas mediante pruebas

graficas (k-plot, chi-plot) y modelos de validacién cruzada K-Fold.

= Se establecieron las funciones de distribucién marginales gaussianas normal con parame-
tros 11 = o = 1y 01 = 09 = 0, log-normal p; = py =1y 07 = 09 = 0 y t-student
vy = vo = n — 1, ademaés, se analiz6 el caso para marginales weibulls con parametro de

forma =1, 8 =2y [ = 0.5, respectivamente y parametro de escala A = 1 en cada caso.

= Se realizo simulaciones con la funcion BiCopSelect del paquete VineCopula del software
estadistico R, identificando las funciones copulas candidatas para modelar conjuntamente

la asociacion entre las marginales de las variables aleatorias continuas.

= Se verific la dependencia a través de los graficos k-plot y chi-plot via simulacién para
la funciéon cépula que mejor ajusto a las marginales establecidas. Se compar6 a través de
las métricas de mediciéon AIC y BIC las funciones copulas candidatas para ajustar las

marginales establecidas.

Haciendo uso de esta metodologia, hemos encontrado que la copula que mejor ajusta a margi-

nales normal con pardmetros py = ps = 1y 07 = g9 = 0, fue gaussiana con parametro p = 0.88

34



35

y una dependencia de 7 = 0.6849, para marginales log-normal con parametros p; = o =1y
o1 = 03 = 0, la cépula que mejor ajustd fue una frank con un parametro de 4.438 y dependencia
de 7 = 0.4189 y para las marginales t-student con parametros v; = v, = n — 1, la copula que
mejor ajusto fue una gaussiana con parametro p = 0.87 y dependencia 7 = 0.6718. En el caso de
las weibull con parametros 1 = 2 =1y Ay = Ay = 1 la copula que mejor ajusté fue frank con
un parametro de 4.0136 y dependencia de 7 = 0.3891, para weibull con parametros 5; = 5 = 2
y A1 = A2 = 1 la copula que mejor ajusté fue frank con un pardmetro de 3.3525 y dependencia
de 7 = 0.3369 y para marginales weibull con parametros 5, = 2 = 0.5 y Ay = Ay = 1 la copula
que mejor ajustd fue survival BB7 con parametros 6; = 1.61 y 6, = 4.48 y dependencia de

7 = 0.6883.

Se aplicé la metodologia planteada en este trabajo a las variables tiempo oficio y microntucleo
de datos biomédicos y se encontré que la copula que mejor ajusta la unién de las variables es
la copula arquimediana joe rotada 90 grados con pardametro § = —1.3863 y una dependencia

T = —0.2193.

A raiz de lo dicho, hemos encontrado que, con los métodos analiticos y graficos mostrados en
este trabajo, fue posible encontrar la asociacion de dos variables aleatorias, por medio de las

funciones copula.

5.2. Recomendaciones y futuras investigaciones

Para futuras investigaciones seria de gran ayuda poder usar cépulas discretas y se lograria

abarcar problemas donde se involucren conteos.

Adicionalmente, en las funciones copulas, se sugiere aplicar dicho método cuando las marginales

tienen distintas distribuciones.



Apéndice A

Cdédigo en R para el proceso de

simulacion

library(VineCopula)
library(CDVineCopulaConditional)

copula=function(n,r){
ale=1:1000
for (i in sample(ale,r)) {
#set.seed (1)
Nsim=n
X_1=runif (Nsim)

x_2=runif (Nsim)

x1=plnorm(x_1)
x2=plnorm(x_2)

selectedCopula <- BiCopSelect(x1,x2,familyset=NA)

(W)
I

selectedCopula$familyname

b= selectedCopula$family
c=round (selectedCopula$par,?2)
d=round(selectedCopula$par2,2)

print(c(b,a,c,d))
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#Métodos graficos de bondad de ajuste
#Grafico de Dispersion
plot(gaussiana,xlab='ul',ylab='u2',main='Dispersidn')

abline(1lm(ga2~ gal),lty=1)

#Grafico Chi-plot:
BiCopChiPlot(gal, ga2, PLOT=TRUE, mode="NULL",main='chi-plot',
xlim=c(-1,1),ylim=c(-1,1))

#Grafico K-Plot:
BiCopKPlot(gal, ga2, PLOT=TRUE,main='K-plot')

#funcidén validacidén cruzada k-folds

library(copula)

# Funcidén para dividir una matriz en k partes y aplicar la funcidén cdépula a cada parte
k_folds_copula<- function(mat, k, cop_model,p) {

# Verificar que la matriz tenga dos columnas

if (ncol(mat) != 2) {

stop("La matriz debe tener exactamente dos columnas.")

# Dividir la matriz en k partes

mat_parts <- split(mat, f = rep(l:k, length.out = nrow(mat)))

# Crear una lista para almacenar los resultados
copula_results <- vector("list", k)
AIC<-vector("list", k)

BIC<-vector("list", k)

# Aplicar la funcién cdépula a cada parte

for (i in 1:k) {



# Obtener la parte actual
part <- pobs((matrix(mat_parts[[i]], ncol = 2)))

n<-dim(part) [1]

# Ajustar el modelo de cbépula a la parte actual
log_ver=sum(log(dCopula(part, cop_model)))
aic<- -2xlog_ver + 2x*p

bic <- -2*xlog ver + log(n)* p

# Almacenar el resultado en la lista
copula_results[i] <- log ver
AIC[i]<- aic
BIC[i]<- bic
b
copula_results <- unlist(copula_results)
AIC<- unlist(AIC)
BIC<- unlist(BIC)

return(c(mean(copula_results) ,mean(AIC) ,mean(BIC)))

#Codigo para hallar las distribucidén de una variable
\begin{verbatim}
library (MASS)

ajuste<-fitdistr(micronucleo, "logistic");ajuste

> location scale
195.383403 46.923941
( 4.063375) ( 1.933770)



Apéndice B

Marginales normal

Tabla B.1: Pares de variables aleatorias marginales normal n = 50, r = 20

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 64
1 1 Gaussian 0.88 0
2 19 Survival BB7 5 3.76
3 1 Gaussian 0.92 0
4 1 Gaussian 0.91 0
) 1 Gaussian 0.91 0
6 19 Survival BB7 5 3.49
7 19 Survival BB7 5 3.72
8 14 Survival Gumbel | 4.97 0
9 1 Gaussian 0.9 0
10 1 Gaussian 0.91 0
11 1 Gaussian 0.91 0
12 1 Gaussian 0.92 0
13 1 Gaussian 0.94 0
14 1 Gaussian 0.92 0
15 19 Survival BB7 5 4.1
16 1 Gaussian 0.91 0
17 1 Gaussian 0.87 0
18 1 Gaussian 0.9 0
19 1 Gaussian 0.9 0
20 14 Survival Gumbel | 5.61 0
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Tabla B.2: Pares de variables aleatorias marginales normal n = 50, r = 40

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
1 1 Gaussian 091 0
2 1 Gaussian 091 0O
3 1 Gaussian 0921 0
4 1 Gaussian 093] 0
5 19 Survival BB7 5 1294
6 1 Gaussian 0.9 0
7 1 Gaussian 093] 0
8 19 Survival BB7 5 3.2
9 1 Gaussian 091 0
10 19 Survival BB7 5 |4.38
11 1 Gaussian 0.9 0
12 19 Survival BB7 5) 3.12
13 1 Gaussian 096 | 0
14 1 Gaussian 0.89 | 0
15 1 Gaussian 087 0
16 1 Gaussian 091 0
17 1 Gaussian 0.9 0
18 14 Survival Gumbel | 4.66 | 0
19 1 Gaussian 092 0
20 19 Survival BB7 5 | 3.66
21 1 Gaussian 0.9 0
22 1 Gaussian 091 0O
23 19 Survival BB7 5 | 4.44
24 1 Gaussian 0.9 0
25 1 Gaussian 0.9 0
26 1 Gaussian 091 O
27 14 Survival Gumbel | 5.27 | 0
28 19 Survival BB7 249 | 6
29 19 Survival BB7 5 |3.01
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30 19 Survival BB7 5 | 3.86
31 1 Gaussian 092 0
32 1 Gaussian 092 0
33 1 Gaussian 089 0
34 19 Survival BB7 5 | 4.58
35 1 Gaussian 091 O
36 19 Survival BB7 5 | 4.28
37 19 Survival BB7 5 | 2.88
38 14 Survival Gumbel | 4.83 | 0
39 1 Gaussian 093] 0
40 1 Gaussian 0.9 0

Tabla B.3: Pares de variables aleatorias marginales normal n = 50, » = 100

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6; 01
1 19 Survival BB7 5 [4.03
2 1 Gaussian 0.9 0
3 19 Survival BB7 5 |3.79
4 1 Gaussian 089 0
5 1 Gaussian 093] 0
6 1 Gaussian 094 0
7 1 Gaussian 091 0
8 1 Gaussian 0.9 0
9 19 Survival BB7 5 | 4.34
10 19 Survival BB7 237 6
11 1 Gaussian 093] 0
12 19 Survival BB7 5 | 3.32
13 19 Survival BB7 5 | 3.62
14 1 Gaussian 091 0
15 1 Gaussian 093] 0
16 1 Gaussian 0.89 | 0
17 1 Gaussian 092 0




18 19 Survival BB7 5 | 4.86
19 1 Gaussian 091 O
20 1 Gaussian 091 O
21 1 Gaussian 092 0
22 14 Survival Gumbel | 544 | 0
23 14 Survival Gumbel | 4.51 | 0
24 1 Gaussian 0.9 0
25 1 Gaussian 093] 0
26 1 Gaussian 091 0
27 19 Survival BB7 5 | 5.09
28 19 Survival BB7 5 |3.03
29 19 Survival BB7 5 | 3.57
30 1 Gaussian 091 0O
31 19 Survival BB7 5 [3.92
32 1 Gaussian 091 0O
33 1 Gaussian 093] 0
34 1 Gaussian 092 0
35 1 Gaussian 091 O
36 1 Gaussian 089 0
37 19 Survival BB7 5 |3.48
38 19 Survival BB7 5 |3.42
39 1 Gaussian 091 O
40 19 Survival BB7 5 | 3.45
41 1 Gaussian 091 O
42 1 Gaussian 092 0
43 1 Gaussian 091 0
44 1 Gaussian 093] 0
45 1 Gaussian 0.9 0
46 1 Gaussian 092 0
A7 1 Gaussian 093] 0
48 14 Survival Gumbel | 4.82 | 0
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49 19 Survival BB7 5 | 3.46
50 1 Gaussian 089 0
51 19 Survival BB7 5 |3.15
52 1 Gaussian 091 O
53 1 Gaussian 091 0
54 1 Gaussian 092 0
55 1 Gaussian 091 0
56 1 Gaussian 0.88 | 0
Y 1 Gaussian 0.9 0
58 1 Gaussian 0.9 0
59 19 Survival BB7 o | 282
60 1 Gaussian 092 0
61 19 Survival BB7 5 |3.88
62 1 Gaussian 093] 0
63 1 Gaussian 091 0O
64 19 Survival BB7 5 |4.28
65 1 Gaussian 093] 0
66 19 Survival BB7 5 |3.16
67 1 Gaussian 091 0
68 1 Gaussian 093] 0
69 19 Survival BB7 5 |3.71
70 1 Gaussian 0.95| 0
71 1 Gaussian 091 O
72 1 Gaussian 092 0
73 19 Survival BB7 5 1283
74 19 Survival BB7 5 | 3.47
75 19 Survival BB7 5 | 3.04
76 1 Gaussian 093] 0
7 1 Gaussian 091 0
78 1 Gaussian 0.9 0
79 14 Survival Gumbel | 5.18 | 0
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80 1 Gaussian 094 0
81 1 Gaussian 089 0
82 1 Gaussian 091 O
83 1 Gaussian 092 0
84 19 Survival BB7 5 | 4.89
85 19 Survival BB7 5 | 4.37
86 1 Gaussian 091 0
87 19 Survival BB7 5 | 3.37
88 1 Gaussian 092 0
89 1 Gaussian 091 0
90 1 Gaussian 092 0
91 1 Gaussian 0.9 0
92 19 Survival BB7 5 |4.63
93 1 Gaussian 0891 0
94 1 Gaussian 0891 0
95 1 Gaussian 094 0
96 1 Gaussian 094 0
97 1 Gaussian 087 0
98 14 Survival Gumbel | 4.66 | 0
99 1 Gaussian 092 0
100 19 Survival BB7 5 |3.24

Tabla B.4: Pares de variables aleatorias marginales normal n = 100, r = 20

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
1 1 Gaussian 092 0
2 1 Gaussian 092 0
3 1 Gaussian 091 0
4 1 Gaussian 091 0
) 1 Gaussian 0.9 0
6 1 Gaussian 0.9 0
7 19 Survival BB7 5 |291




8 19 Survival BB7 5 | 3.67
9 1 Gaussian 091 O
10 1 Gaussian 0.9 0
11 19 Survival BB7 5 |3.25
12 19 Survival BB7 5 | 4.14
13 19 Survival BB7 5 |3.29
14 19 Survival BB7 5 | 341
15 19 Survival BB7 o5 | 443
16 19 Survival BB7 5 |3.16
17 1 Gaussian 091 0
18 19 Survival BB7 ) 3.9
19 1 Gaussian 0891 0
20 1 Gaussian 0.9 0

Tabla B.5: Pares de variables aleatorias marginales normal n = 100, » = 40

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6; 0,
1 19 Survival BB7 5 |3.63
2 1 Gaussian 092 0
3 1 Gaussian 091 O
4 1 Gaussian 0.9 0
5 19 Survival BB7 5 | 3.07
6 1 Gaussian 091 O
7 19 Survival BB7 5 | 3.22
8 19 Survival BB7 ) 2.9
9 1 Gaussian 089 0
10 1 Gaussian 0.9 0
11 1 Gaussian 0.9 0
12 19 Survival BB7 ) 2.8
13 1 Gaussian 0.89 | 0
14 1 Gaussian 091 0
15 19 Survival BB7 5 | 3.42




Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
16 1 Gaussian 092 0
17 1 Gaussian 091 O
18 19 Survival BB7 5 | 2.86
19 19 Survival BB7 5 | 3.68
20 19 Survival BB7 5 | 4.65
21 19 Survival BB7 5 |3.98
22 1 Gaussian 092 0
23 1 Gaussian 091 0
24 1 Gaussian 089 0
25 19 Survival BB7 5 |3.56
26 19 Survival BB7 5 |3.38
27 1 Gaussian 089 0
28 1 Gaussian 091 O
29 19 Survival BB7 5 |3.61
30 19 Survival BB7 5 1293
31 1 Gaussian 0.9 0
32 1 Gaussian 089 O
33 1 Gaussian 091 0
34 1 Gaussian 0.9 0
35 1 Gaussian 091 0O
36 1 Gaussian 091 0O
37 19 Survival BB7 ) 2.9
38 1 Gaussian 0.89 | 0
39 19 Survival BB7 5 | 3.67
40 1 Gaussian 091 0

Tabla B.6: Pares de variables aleatorias marginales normal n = 100, » = 100

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6; 01
1 1 Gaussian 091 0
2 19 Survival BB7 5 13.92




Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
3 1 Gaussian 092 0
4 1 Gaussian 091 O
) 19 Survival BB7 5 | 2.77
6 19 Survival BB7 5 |3.51
7 19 Survival BB7 5 |3.21
8 19 Survival BB7 5 | 2.88
9 1 Gaussian 092 0
10 19 Survival BB7 ) 3.3
11 1 Gaussian 0921 0
12 19 Survival BB7 5 |3.08
13 1 Gaussian 0921 0
14 1 Gaussian 0.9 0
15 19 Survival BB7 5 13.09
16 1 Gaussian 088 0
17 19 Survival BB7 5 |3.27
18 19 Survival BB7 5 |3.34
19 19 Survival BB7 5 | 3.77
20 1 Gaussian 091 O
21 19 Survival BB7 5 |3.75
22 1 Gaussian 091 O
23 1 Gaussian 0.9 0
24 1 Gaussian 091 0
25 19 Survival BB7 5 1292
26 1 Gaussian 0.9 0
27 1 Gaussian 091 0
28 19 Survival BB7 5 | 3.85
29 19 Survival BB7 5 | 4.31
30 1 Gaussian 0.9 0
31 1 Gaussian 0.9 0
32 1 Gaussian 0941 0
33 19 Survival BB7 5 | 3.48
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
34 1 Gaussian 089 0
35 1 Gaussian 0.9 0
36 1 Gaussian 092 0
37 1 Gaussian 0.9 0
38 19 Survival BB7 5 | 3.71
39 19 Survival BB7 ) 3.4
40 1 Gaussian 091 0
41 19 Survival BB7 5 | 3.54
42 19 Survival BB7 5 13.03
43 19 Survival BB7 5 | 341
44 1 Gaussian 0.9 0
45 19 Survival BB7 5 | 4.21
46 1 Gaussian 0.9 0
47 1 Gaussian 0.9 0
48 19 Survival BB7 5 |2.83
49 1 Gaussian 089 0
50 1 Gaussian 0.9 0
51 1 Gaussian 091 O
52 19 Survival BB7 5 |3.16
53 1 Gaussian 094 0
54 19 Survival BB7 5 | 3.45
25 19 Survival BB7 ) 3.6
56 1 Gaussian 0.9 0
Y 19 Survival BB7 5 | 3.88
58 19 Survival BB7 5 |3.19
59 19 Survival BB7 ) 3.6
60 1 Gaussian 0.9 0
61 1 Gaussian 091 0O
62 1 Gaussian 091 0O
63 19 Survival BB7 5 |3.59
64 19 Survival BB7 5 | 341
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
65 1 Gaussian 091 O
66 19 Survival BB7 5 13.93
67 1 Gaussian 091 0
68 19 Survival BB7 5 |3.24
69 1 Gaussian 0.9 0
70 1 Gaussian 091 0
71 19 Survival BB7 o5 | 3.37
72 1 Gaussian 0.9 0
73 1 Gaussian 091 0O
74 1 Gaussian 091 0O
75 1 Gaussian 0881 0
76 19 Survival BB7 5 292
7 19 Survival BB7 5 13.92
78 1 Gaussian 091 O
79 1 Gaussian 089 0
80 19 Survival BB7 5 3.5
81 19 Survival BB7 5 | 3.88
82 1 Gaussian 091 O
83 19 Survival BB7 5 |3.38
84 19 Survival BB7 5 |3.13
85 19 Survival BB7 5 [4.21
86 1 Gaussian 0.89 | 0
87 19 Survival BB7 5 | 271
88 19 Survival BB7 5 | 3.82
89 1 Gaussian 091 0
90 19 Survival BB7 5 |3.36
91 1 Gaussian 091 0
92 1 Gaussian 0.9 0
93 1 Gaussian 0.9 0
94 1 Gaussian 0.9 0
95 1 Gaussian 089 0
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
96 1 Gaussian 091 O
97 19 Survival BB7 5 | 3.56
98 1 Gaussian 0.89 | 0
99 1 Gaussian 091 0
100 19 Survival BB7 5 |3.51

Tabla B.7: Pares de variables aleatorias marginales normal n = 500, » = 20

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
1 1 gaussiano 091 0
2 1 gaussiano 0.9 0
3 1 gaussiano 091 0
4 19 Survival BB7 5 |2.098
) 1 gaussiano 091 0O
6 19 Survival BB7 5 1294
7 19 Survival BB7 5 |[3.31
8 1 gaussiano 092 0
9 1 gaussiano 0.91 0
10 19 Survival BB7 5 | 3.05
11 1 gaussiano 091 O
12 19 Survival BB7 5 | 3.11
13 19 Survival BB7 5 13.03
14 19 Survival BB7 5 | 3.78
15 1 gaussiano 0.91 0
16 1 gaussiano 0.91 0
17 19 Survival BB7 5 |3.26
18 1 gaussiano 0.91 0
19 19 Survival BB7 ) 3.1
20 19 Survival BB7 5 | 3.17




Tabla B.8: Pares de variables aleatorias marginales normal n = 500, » = 40

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
1 19 Survival BB7 5 |3.26
2 1 Gaussian 092 0
3 1 Gaussian 0921 0
4 1 Gaussian 091 0O
5 1 Gaussian 0.9 0
6 19 Survival BB7 5 3.2
7 19 Survival BB7 5 |3.01
8 19 Survival BB7 5 |3.14
9 1 Gaussian 091 O
10 1 Gaussian 091 O
11 1 Gaussian 091 O
12 19 Survival BB7 5 |2.96
13 19 Survival BB7 5 | 3.46
14 19 Survival BB7 ) 3
15 19 Survival BB7 5 |3.16
16 1 Gaussian 0.9 0
17 1 Gaussian 091 0
18 19 Survival BB7 5 |3.13
19 1 Gaussian 091 0
20 19 Survival BB7 ) 3.2
21 19 Survival BB7 5 |3.16
22 1 Gaussian 091 0O
23 19 Survival BB7 5 | 3.12
24 19 Survival BB7 5 |3.28
25 1 Gaussian 091 O
26 19 Survival BB7 5 |3.03
27 19 Survival BB7 5 |3.31
28 1 Gaussian 092 0
29 1 Gaussian 091 O




Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
30 1 Gaussian 091 O
31 1 Gaussian 091 O
32 19 Survival BB7 5 |3.11
33 19 Survival BB7 5 | 3.27
34 1 Gaussian 091 0
35 1 Gaussian 091 0
36 1 Gaussian 091 0
37 1 Gaussian 091 0
38 19 Survival BB7 5 13.29
39 19 Survival BB7 5 1296
40 19 Survival BB7 5 |3.66

Tabla B.9: Pares de variables aleatorias marginales normal n = 500, » = 100

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
1 19 Survival BB7 5 13.09
2 1 Gaussian 091 O
3 19 Survival BB7 5 | 343
4 19 Survival BB7 5 | 3.11
5 1 Gaussian 091 O
6 19 Survival BB7 5 |3.51
7 19 Survival BB7 5 |3.28
8 1 Gaussian 092 0
9 1 Gaussian 091 0
10 19 Survival BB7 5 |3.09
11 19 Survival BB7 5 | 3.07
12 19 Survival BB7 o5 | 297
13 1 Gaussian 092 0
14 1 Gaussian 091 0O
15 19 Survival BB7 5 349
16 1 Gaussian 091 0O




Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
17 19 Survival BB7 ) 3
18 19 Survival BB7 5 |3.38
19 19 Survival BB7 5 | 3.44
20 19 Survival BB7 5 |3.14
21 1 Gaussian 091 0
22 1 Gaussian 092 0
23 19 Survival BB7 5 | 3.54
24 1 Gaussian 091 0
25 19 Survival BB7 5 |3.28
26 1 Gaussian 091 0O
27 1 Gaussian 091 0O
28 1 Gaussian 091 O
29 19 Survival BB7 5 |3.51
30 1 Gaussian 091 O
31 19 Survival BB7 5 13.29
32 19 Survival BB7 5 3.3
33 1 Gaussian 091 O
34 19 Survival BB7 5 |3.33
35 19 Survival BB7 5 3.2
36 1 Gaussian 092 0
37 1 Gaussian 091 O
38 1 Gaussian 091 0
39 19 Survival BB7 5 |3.01
40 19 Survival BB7 5 | 3.02
41 1 Gaussian 091 0
42 19 Survival BB7 5 |3.25
43 1 Gaussian 0.9 0
44 1 Gaussian 091 0O
45 19 Survival BB7 5 |3.01
46 1 Gaussian 091 0O
47 1 Gaussian 091 O
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
48 19 Survival BB7 5 | 297
49 1 Gaussian 091 O
50 1 Gaussian 091 0
51 1 Gaussian 091 0
52 19 Survival BB7 5 | 294
53 19 Survival BB7 5 | 345
o4 1 Gaussian 091 0
5} 1 Gaussian 091 0
56 19 Survival BB7 5 |3.43
57 1 Gaussian 091 0O
58 19 Survival BB7 5 3.4
59 19 Survival BB7 5 13.39
60 1 Gaussian 091 O
61 1 Gaussian 092 0
62 19 Survival BB7 5 |3.38
63 1 Gaussian 091 O
64 1 Gaussian 091 O
65 1 Gaussian 091 O
66 1 Gaussian 091 O
67 19 Survival BB7 5 |3.22
68 1 Gaussian 0.9 0
69 19 Survival BB7 5 | 297
70 19 Survival BB7 ) 3.2
71 1 Gaussian 091 0
72 1 Gaussian 091 0
73 19 Survival BB7 5 |3.03
74 19 Survival BB7 5 |3.03
75 1 Gaussian 091 0O
76 19 Survival BB7 5 |3.26
7 19 Survival BB7 5 |3.14
78 19 Survival BB7 5 |3.21

54



Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
79 1 Gaussian 091 0
80 19 Survival BB7 5 13.19
81 19 Survival BB7 5 | 3.07
82 19 Survival BB7 5 |3.19
83 1 Gaussian 091 0
84 1 Gaussian 091 0
85 1 Gaussian 091 0
86 1 Gaussian 092 0
87 19 Survival BB7 5 |3.11
88 1 Gaussian 091 0O
89 19 Survival BB7 5 3.4
90 1 Gaussian 0921 0
91 1 Gaussian 091 O
92 1 Gaussian 091 O
93 1 Gaussian 091 0
94 19 Survival BB7 5 |3.61
95 1 Gaussian 091 0
96 19 Survival BB7 5 1299
97 1 Gaussian 091 0O
98 1 Gaussian 092 0
99 19 Survival BB7 5 3.2
100 19 Survival BB7 5 | 3.17
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Apéndice C

Marginales log-normal

Tabla C.1: Pares de variables aleatorias marginales log-normal n = 50, r = 20

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 64
1 6 Joe 4.27 0
2 5 Frank 4.1 0
3 6 Joe 4.1 0
4 6 Joe 3.94 0
) ) Frank 4.97 0
6 5 Frank 4.68 0
7 5 Frank 4.54 0
8 6 Joe 4.56 0
9 19 Survival BB7 1.03 | 2.85
10 5 Frank 4.72 0
11 6 Joe 4.34 0
12 6 Joe 4.6 0
13 5 Frank 3.97 0
14 ) Frank 3.95 0
15 6 Joe 4.46 0
16 6 Joe 3.69 0
17 5} Frank 4.04 0
18 ) Frank 3.53 0
19 5 Frank 5.88 0
20 9 BB7 4.31 | 0.13
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Tabla C.2: Pares de variables aleatorias marginales log-normal n = 50, r = 40

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
1 6 Joe 3.7 0
2 5 Frank 4.7 1 0
3 6 Joe 413 0
4 D Frank 3991 0
5 6 Joe 4391 0
6 5 Frank 348 | 0
7 ) Frank 4.6 0
8 6 Joe 445 0
9 6 Joe 383 0
10 6 Joe 429 0
11 6 Joe 466 | 0
12 6 Joe 395 0
13 5 Frank 507 0
14 6 Joe 3.76 | 0
15 6 Joe 498 | 0
16 5t Frank 459 0
17 6 Joe 5.04 |1 0
18 6 Joe 3.721 0
19 D Frank 4.5 0
20 D Frank 3.8 0
21 D Frank 453 0
22 D Frank 5.05| 0
23 19 Survival BB7 1.02 | 2.9
24 ) Frank 4871 0
25 6 Joe 3921 0
26 ) Frank 476 | 0
27 6 Joe 4241 0
28 ) Frank 458 | 0
29 ) Frank 449 0

57



Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
30 6 Joe 481 0
31 5 Frank 3.771 0
32 6 Joe 4271 0
33 D Frank 532 0
34 D Frank 3.71 1 0
35 6 Joe 4171 0
36 5 Frank 442 0
37 6 Joe 436 | 0
38 D Frank 4.7 0
39 6 Joe 389 0
40 6 Joe 4.021 0

Tabla C.3: Pares de variables aleatorias marginales log-normal n = 50, r = 100

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
1 6 Joe 457 0
2 6 Joe 359 0
3 D Frank 5.03 | 0
4 ) Frank 4221 0
) 6 Joe 4711 0
6 5t Frank 4521 0
7 5t Frank 4711 0
8 6 Joe 4211 0
9 6 Joe 4441 0
10 6 Joe 3.78 1 0
11 D Frank 459 0
12 6 Joe 3931 0
13 5 Frank 3941 0
14 D Frank 5.11 | 0
15 6 Joe 4.5 0
16 6 Joe 4181 0
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
17 5 Frank 3.86 | 0
18 6 Joe 4.06 | 0
19 5t Frank 512 0
20 D Frank 456 | 0
21 6 Joe 3.79 1 0
22 D Frank 4.3 0
23 D Frank 4441 0
24 9 BB7 3.96 | 0.09
25 19 Survival BB7 1.02 | 3.14
26 6 Joe 4.03| 0
27 6 Joe 3.78 1 0
28 D Frank 463 0
29 19 Survival BB7 1.02 | 3.59
30 6 Joe 438 0
31 ) Frank 4551 0
32 5 Frank 5.63 | 0
33 6 Joe 4.6 0
34 6 Joe 436 | 0
35 6 Joe 4411 0
36 5t Frank 522 0
37 6 Joe 416 | 0
38 6 Joe 446 | 0
39 6 Joe 4.67 | 0
40 6 Joe 3.7 | 0
41 D Frank 4841 0
42 D Frank 5.02| 0
43 6 Joe 3.8 0
44 D Frank 4571 0
45 6 Joe 463 | 0
46 D Frank 438 0
47 6 Joe 3.86 | 0
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
48 6 Joe 503 | 0
49 5t Frank 4771 0
20 6 Joe 4.021 0
51 D Frank 4451 0
52 D Frank 39| 0
53 D Frank 493 0
o4 6 Joe 4111 0
5} 19 Survival BB7 1.03 | 3.5
56 6 Joe 468 | 0
57 5 Frank 446 | 0
58 6 Joe 453 0
29 6 Joe 388 0
60 ) Frank 444 1 0
61 6 Joe 3771 0
62 6 Joe 426 | 0
63 6 Joe 416 | 0
64 6 Joe 4.6 0
65 ) Frank 4.2 0
66 5t Frank 4.4 0
67 6 Joe 456 | 0
68 6 Joe 4071 0
69 D Frank 4371 0
70 19 Survival BB7 1.04 | 3.53
71 D Frank 4.4 0
72 D Frank 425 0
73 6 Joe 446 0
74 5 Frank 4121 0
75 6 Joe 3.821 0
76 5 Frank 3.791 0
7 d Frank 4371 0
78 6 Joe 3721 0
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
79 19 Survival BB7 1.04 | 3.63
80 5t Frank 4721 0
81 5t Frank 416 | 0
82 6 Joe 485 0
83 D Frank 456 | 0
84 D Frank ) 0
85 5 Frank 4.46 | 0
86 D Frank ) 0
87 6 Joe 439 0
88 6 Joe 4371 0
89 6 Joe 4171 0
90 D Frank 446 | 0
91 ) Frank 3.54 1 0
92 5 Frank 3.7 1 0
93 6 Joe 3791 0
94 ) Frank 4911 0
95 6 Joe 356 | 0
96 19 Survival BB7 1.03 | 3.57
97 6 Joe 5241 0
98 5t Frank 4.7 0
99 5t Frank 448 | 0
100 5 Frank 5.06 | 0

Tabla C.4: Pares de variables aleatorias marginales log-normal n = 100, » = 20

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6; 0,
1 6 Joe 421 0
2 19 Survival BB7 1.02 | 3.27
3 6 Joe 4.5 0
4 ) Frank 5.2 0
) ) Frank 4491 0
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
6 6 Joe 4171 0
7 5t Frank 4511 0
8 6 Joe 418 | 0
9 6 Joe 4411 0
10 D Frank 4291 0
11 D Frank 438 0
12 D Frank 4741 0
13 D Frank 4.4 0
14 D Frank 4991 0
15 6 Joe 4.1 0
16 6 Joe 392 0
17 D Frank 4451 0
18 ) Frank 486 | 0
19 19 Survival BB7 1.03 | 3.68
20 ) Frank 448 | 0

Tabla C.5: Pares de variables aleatorias marginales log-normal n = 100, r = 40

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
1 6 Joe 4221 0
2 5t Frank 3971 0
3 5 Frank 519 | 0
4 6 Joe 4141 0
) 6 Joe 4541 0
6 D Frank 4.3 0
7 19 Survival BB7 1.03 | 3.55
8 6 Joe 4.06 | 0
9 19 Survival BB7 1.01 | 3.22
10 6 Joe 4.021 0
11 6 Joe 4131 0
12 6 Joe 4271 0
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
13 5t Frank 495 0
14 5t Frank 548 | 0
15 19 Survival BB7 1.02 | 2.85
16 6 Joe 4.65| 0
17 D Frank 4211 0
18 5 Frank 4911 0
19 6 Joe 3.96 | 0
20 6 Joe 382 0
21 5 Frank 448 | 0
22 6 Joe 4151 0
23 6 Joe 4271 0
24 6 Joe 4071 0
25 6 Joe 428 | 0
26 6 Joe 3951 0
27 ) Frank 4511 0
28 6 Joe 3921 0
29 6 Joe 431 0
30 6 Joe 4171 0
31 5t Frank 4721 0
32 5t Frank 4.69 | 0
33 6 Joe 439 0
34 6 Joe 4491 0
35 6 Joe 4321 0
36 6 Joe 4.021 0
37 5 Frank 508 0
38 D Frank 439 0
39 5 Frank 4371 0
40 6 Joe 3951 0

63



Tabla C.6: Pares de variables aleatorias marginales log-normal n = 100, » = 100

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
1 5 Frank 4431 0
2 D Frank 4171 0
3 D Frank 4871 0
4 6 Joe 4.2 0
) D Frank 4521 0
6 6 Joe 361 O
7 ) Frank 4911 0
8 D Frank 5.03 | 0
9 6 Joe 3.1 1 0
10 ) Frank 4331 0
11 5 Frank 4541 0
12 6 Joe 4151 0
13 5t Frank 3.72 1 0
14 5t Frank 395 0
15 D Frank 418 | 0
16 9 BB7 3.74 1 0.05
17 D Frank 4.4 0
18 19 Survival BB7 1.02 | 3.34
19 5 Frank 4811 0
20 5 Frank 4851 0
21 5 Frank 4931 0
22 5 Frank 4971 0
23 d Frank 4591 0
24 6 Joe 4491 0
25 ) Frank 448 | 0
26 6 Joe 4111 0
27 6 Joe 396 | 0
28 19 Survival BB7 1.01 | 2.72
29 6 Joe 4.3 0
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
30 6 Joe 4241 0
31 5t Frank 4.7 0
32 6 Joe 4.04 1 0
33 5 Frank 389 | 0
34 D Frank 4491 0
35 5 Frank 4341 0
36 D Frank 453 0
37 19 Survival BB7 039 0
38 5 Frank 4.44 1 0
39 5 Frank 4381 0
40 D Frank 4.66 | 0
41 6 Joe 486 | 0
42 ) Frank 463 0
43 ) Frank 4911 0
44 6 Joe 424 1 0
45 6 Joe 451 0
46 6 Joe 4111 0
47 6 Joe 4831 0
48 5t Frank 4.64 | 0
49 19 Survival BB7 1.02 | 34
20 6 Joe 488 | 0
o1 6 Joe 4121 0
52 D Frank 459 0
53 D Frank 4991 0
o4 6 Joe 3.71 1 0
55} D Frank 3941 0
56 D Frank 5.14 | 0
57 6 Joe 38| 0
58 5 Frank 4811 0
59 6 Joe 3.76 | 0
60 6 Joe 418 1 0
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
61 6 Joe 4431 0
62 6 Joe 4.06 | 0
63 5t Frank 488 0
64 D Frank 455 0
65 19 Survival BB7 1.02 | 2.9
66 D Frank 4.6 0
67 6 Joe 4171 0
68 D Frank 3511 0
69 5 Frank 4.86 | 0
70 6 Joe 398 0
71 19 Survival BB7 1.01 | 2.9
72 D Frank 4251 0
73 5 Frank 493 0
74 6 Joe 4.08| 0
75 ) Frank 4.4 0
76 D Frank 4.87 1 0
7 6 Joe 3991 0
78 D Frank 5.06 | 0
79 5 Frank 463 0
80 6 Joe 426 | 0
81 5t Frank 445 0
82 D Frank 4.5 0
83 19 Survival BB7 1.03 | 3.3
84 6 Joe 4071 0
85 6 Joe 4351 0
86 5 Frank 4271 0
87 6 Joe 4191 0
88 6 Joe 4.03| 0
89 5 Frank 4991 0
90 5 Frank 388 0
91 19 Survival BB7 1.01 | 3.0
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
92 5 Frank 398 | 0
93 5t Frank 4311 0
94 6 Joe 4431 0
95 D Frank 4241 0
96 6 Joe 3.78 1 0
97 D Frank 4.05 | 0
98 D Frank 4.9 0
99 6 Joe 4171 0
100 5 Frank 4.7 | 0

Tabla C.7: Pares de variables aleatorias marginales log-normal n = 500, r = 20

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
1 ) Frank 4391 0
2 ) Frank 5.02 1 0
3 5 Frank 4.87 1 0
4 5 Frank 5121 0
5 5 Frank 4.77 1 0
6 D Frank 4.67 | 0
7 19 Survival BB7 1.01 | 3.15
8 19 Survival BB7 1 311
9 6 Joe 401 0
10 6 Joe 3991 0
11 5 Frank 505 0
12 D Frank 499 0
13 19 Survival BB7 1.01 | 3.24
14 6 Joe 388 0
15 d Frank 4851 0
16 6 Joe 389 0
17 6 Joe 401 0
18 6 Joe 398 0




Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
19 5t Frank 4811 0
20 5t Frank 4.54 1 0

Tabla C.8: Pares de variables aleatorias marginales log-normal n = 500, r = 40

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
1 D Frank 4731 0
2 D Frank 4.67 1 0
3 6 Joe 4 0
4 6 Joe 3931 0
5 5 Frank 4.84 1 0
6 D Frank 4741 0
7 6 Joe 3941 0
8 5 Frank 498 | 0
9 5 Frank 4.78 1 0
10 ) Frank 476 | 0
11 6 Joe 4 0
12 6 Joe 3811 0
13 ) Frank 4.8 0
14 6 Joe 428 1 0
15 6 Joe 389 0
16 6 Joe 3971 0
17 D Frank 4721 0
18 5t Frank 4.67 | 0
19 6 Joe 4.02 1 0

20 9 BB7 3.95 0.0
21 D Frank 4.66 | 0
22 5 Frank 4.78 1 0
23 6 Joe 4.06 | 0
24 6 Joe 3941 0
25 D Frank 4721 0
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
26 19 Survival BB7 1.01 | 2.94
27 5t Frank 476 | 0
28 6 Joe 4.08| 0
29 D Frank 4.64 | 0
30 6 Joe 4.041 0
31 6 Joe 3941 0
32 9 BB7 4.01 | 0.02
33 6 Joe 3921 0
34 19 Survival BB7 1.01 | 3.2
35 6 Joe 4071 0
36 6 Joe 381 0
37 6 Joe 3.9 0
38 6 Joe 4031 0
39 ) Frank 4921 0
40 ) Frank 483 0

Tabla C.9: Pares de variables aleatorias marginales log-normal n = 500, » = 100

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
1 5 Frank 525 0
2 6 Joe 4021 0
3 5t Frank 4721 0
4 D Frank ) 0
) 19 Survival BB7 1.01 | 3.25
6 6 Joe 416 0
7 D Frank 459 0
8 D Frank 469 | 0
9 5 Frank 4911 0
10 5 Frank 4921 0
11 6 Joe 4.06 | 0
12 6 Joe 3871 0
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
13 5t Frank 426 | 0
14 5t Frank 488 | 0
15 6 Joe 395 0
16 6 Joe 399 0
17 D Frank 4811 0
18 6 Joe 392 0
19 5 Frank 469 | 0
20 6 Joe 3.86| 0
21 D Frank 5111 0
22 5 Frank 498 | 0
23 D Frank 4791 0
24 5 Frank 4881 0
25 6 Joe 413 0
26 6 Joe 4071 0
27 6 Joe 382 0
28 ) Frank 4771 0
29 6 Joe 383 0
30 6 Joe 4.041 0
31 6 Joe 413 0
32 6 Joe 3.82 1| 0
33 5t Frank 4841 0
34 6 Joe 4 0
35 6 Joe 4.041 0
36 6 Joe 391 0
37 D Frank 481 0
38 6 Joe 4051 0
39 5 Frank 4881 0
40 6 Joe 4.09| 0
41 6 Joe 398 0
42 D Frank 488 0
43 D Frank 4.82 1 0
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
44 5t Frank 476 | 0
45 6 Joe 3.7 1 0
46 5t Frank 493 0
A7 D Frank 4771 0
48 6 Joe 401 0
49 D Frank 4871 0
50 D Frank 4821 0
o1 D Frank 4541 0
52 6 Joe 4231 0
53 5 Frank 4951 0
o4 D Frank 498 0
55 6 Joe 4331 0
56 6 Joe 415 0
57 6 Joe 4.05| 0
58 5 Frank 4.65| 0
59 D Frank 475 0
60 D Frank 4.87 1 0
61 ) Frank 483 0
62 6 Joe 3971 0
63 5 Frank 4591 0
64 5t Frank 464 0
65 6 Joe 396 | 0
66 D Frank 4.8 0
67 D Frank 4781 0
68 5 Frank 4571 0
69 19 Survival BB7 1 |3.16
70 6 Joe 3921 0
71 5 Frank 4931 0
72 6 Joe 4421 0
73 6 Joe 4.08| 0
74 D Frank 4491 0
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
75 6 Joe 399 | 0
76 5t Frank 4941 0
7 5t Frank 453 0
78 D Frank 4991 0
79 D Frank 4791 0
80 6 Joe 4021 0
81 6 Joe 389 0
82 6 Joe 4.03| 0
83 6 Joe 4.08 | 0
84 6 Joe 4.1 0
85 6 Joe 393 0
86 D Frank 495 0
87 6 Joe 419 0
88 6 Joe 418 | 0
89 ) Frank 4941 0
90 D Frank 498 1 0
91 ) Frank 4.9 0
92 6 Joe 3941 0
93 6 Joe 399 0
94 5t Frank 483 0
95 5t Frank 4941 0
96 D Frank 483 0
97 D Frank 4911 0
98 D Frank 4821 0
99 D Frank 4.8 0
100 6 Joe 4011 0
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Apéndice D

Marginales t-student

Tabla D.1: Pares de variables aleatorias marginales t-student n = 50, r = 20

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 01
1 19 Survival BB7 ) 3.49
2 1 Gaussian 0.89 | 0
3 14 Survival Gumbel | 4.59 | 0
4 1 Gaussian 0.9 0
) 1 Gaussian 0.9 0
6 19 Survival BB7 5 | 4.26
7 1 Gaussian 093 0
8 1 Gaussian 089 | O
9 1 Gaussian 0.9 0
10 19 Survival BB7 5 | 5.22
11 1 Gaussian 091 O
12 1 Gaussian 093 O
13 19 Survival BB7 ) 3.81
14 1 Gaussian 0.9 0
15 19 Survival BB7 5 3.9
16 1 Gaussian 091 ] O
17 19 Survival BB7 ) 5.09
18 1 Gaussian 089 | O
19 14 Survival Gumbel | 5.1 0
20 1 Gaussian 091 ] O
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Tabla D.2: Pares de variables aleatorias marginales t-studen n = 50, » = 40

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
1 1 Gaussian 091 0
2 9 BB7 239 | 6
3 14 Survival Gumbel | 4.99 | 0
4 1 Gaussian 091 0O
5 1 Gaussian 092 0
6 19 Survival BB7 5 |3.12
7 1 Gaussian 092 0
8 19 Survival BB7 5 |3.61
9 1 Gaussian 089 0
10 19 Survival BB7 5 4
11 1 Gaussian 092 0
12 1 Gaussian 091 O
13 1 Gaussian 089 0
14 1 Gaussian 0941 0
15 1 Gaussian 087 0
16 1 Gaussian 091 0
17 1 Gaussian 092 0
18 1 Gaussian 0.89 | 0
19 19 Survival BB7 5 |391
20 1 Gaussian 0.89 | 0
21 9 BB7 245 | 6
22 19 Survival BB7 5 |3.63
23 1 Gaussian 0.9 0
24 1 Gaussian 092 0
25 19 Survival BB7 5 | 3.37
26 19 Survival BB7 5 |3.52
27 1 Gaussian 091 O
28 19 Survival BB7 5 | 4.61
29 1 Gaussian 089 0
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
30 1 Gaussian 091 O
31 1 Gaussian 092 0
32 19 Survival BB7 5 | 281
33 1 Gaussian 091 0
34 1 Gaussian 091 0
35 19 Survival BB7 5 | 3.32
36 1 Gaussian 0.89 | 0
37 1 Gaussian 0941 0
38 19 Survival BB7 5 |3.28
39 19 Survival BB7 5 |3.24
40 1 Gaussian 091 0O

Tabla D.3: Pares de variables aleatorias marginales t-studen n = 50, » = 100

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
1 1 Gaussian 092 0
2 19 Survival BB7 ) 6
3 1 Gaussian 091 0
4 1 Gaussian 0.9 0
5 19 Survival BB7 5 | 4.62
6 1 Gaussian 088 0
7 1 Gaussian 093] 0
8 1 Gaussian 0.89 | 0
9 19 Survival BB7 5 | 3.71
10 1 Gaussian 0.89 | 0
11 1 Gaussian 0.9 0
12 19 Survival BB7 5 | 3.12
13 1 Gaussian 0.9 0
14 1 Gaussian 0.9 0
15 1 Gaussian 0921 0
16 1 Gaussian 0891 0




Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
17 19 Survival BB7 5 |4.61
18 19 Survival BB7 5 | 3.47
19 19 Survival BB7 5 |3.16
20 1 Gaussian 091 0
21 1 Gaussian 093] 0
22 1 Gaussian 092 0
23 14 Survival Gumbel | 5.26 | 0
24 19 Survival BB7 5 | 5.06
25 19 Survival BB7 5 |[3.21
26 1 Gaussian 0921 0
27 19 Survival BB7 5 |5.76
28 19 Survival BB7 ) 3.6
29 14 Survival Gumbel | 545 | 0
30 1 Gaussian 0.9 0
31 1 Gaussian 091 O
32 1 Gaussian 089 0
33 14 Survival Gumbel | 4.89 | 0
34 9 BB7 234 | 6
35 1 Gaussian 093] 0
36 1 Gaussian 089 0
37 19 Survival BB7 5 |3.22
38 1 Gaussian 092 0
39 14 Survival Gumbel | 4.53 | 0
40 1 Gaussian 0.9 0
41 1 Gaussian 091 0
42 1 Gaussian 091 0
43 19 Survival BB7 ) 3.7
44 19 Survival BB7 5 |[3.12
45 1 Gaussian 0921 0
46 1 Gaussian 093] 0
47 1 Gaussian 088 0
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
48 1 Gaussian 094 0
49 1 Gaussian 091 O
50 1 Gaussian 0.9 0
51 1 Gaussian 0.9 0
52 19 Survival BB7 5 | 5.05
53 1 Gaussian 093] 0
o4 1 Gaussian 0.9 0
5} 19 Survival BB7 5 | 4.39
56 1 Gaussian 091 0O
57 19 Survival BB7 5 |4.43
58 19 Survival BB7 5 | 345
59 1 Gaussian 089 0
60 14 Survival Gumbel | 542 | 0
61 1 Gaussian 094 0
62 1 Gaussian 091 O
63 1 Gaussian 091 0
64 1 Gaussian 0.9 0
65 1 Gaussian 089 0
66 1 Gaussian 091 0O
67 1 Gaussian 088 0
68 1 Gaussian 094 0
69 1 Gaussian 093] 0
70 1 Gaussian 091 0
71 1 Gaussian 092 0
72 1 Gaussian 092 0
73 9 BB7 237 6
74 1 Gaussian 0941 0
75 19 Survival BB7 5 1296
76 1 Gaussian 091 0O
7 19 Survival BB7 5 |3.98
78 1 Gaussian 0.9 0
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
79 1 Gaussian 089 0
80 1 Gaussian 092 0
81 1 Gaussian 092 0
82 1 Gaussian 092 0
83 19 Survival BB7 ) 3.8
84 19 Survival BB7 5 | 2.56
85 19 Survival BB7 5 | 3.84
86 19 Survival BB7 o5 | 4.33
87 19 Survival BB7 5 3.5
88 1 Gaussian 0891 0
89 1 Gaussian 0921 0
90 14 Survival Gumbel | 4.93 | 0
91 19 Survival BB7 5 3.6
92 1 Gaussian 094 0
93 19 Survival BB7 5 |3.89
94 1 Gaussian 092 0
95 1 Gaussian 0.9 0
96 1 Gaussian 0.9 0
97 1 Gaussian 091 0O
98 1 Gaussian 093] 0
99 19 Survival BB7 5 |3.08
100 14 Survival Gumbel | 4.9 0

Tabla D.4: Pares de variables aleatorias marginales t-studen n = 100, » = 20

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6; 0,
1 19 Survival BB7 5 3.7
2 1 Gaussian 091 O
3 1 Gaussian 0.9 0
4 1 Gaussian 091 O
5 1 Gaussian 0.9 0
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
6 1 Gaussian 091 O
7 1 Gaussian 091 O
8 1 Gaussian 092 0
9 1 Gaussian 091 0
10 1 Gaussian 091 0
11 1 Gaussian 093] 0
12 1 Gaussian 091 0
13 19 Survival BB7 5 |3.15
14 1 Gaussian 089 0
15 19 Survival BB7 5 |3.24
16 19 Survival BB7 5 |3.28
17 1 Gaussian 0.9 0
18 1 Gaussian 091 O
19 1 Gaussian 0.9 0
20 19 Survival BB7 5 |3.51

Tabla D.5: Pares de variables aleatorias marginales t-studen n = 100, r = 40

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
1 19 Survival BB7 5 |3.19
2 19 Survival BB7 5 | 4.15
3 19 Survival BB7 5 |3.04
4 19 Survival BB7 5 | 3.62
) 19 Survival BB7 5 | 4.38
6 1 Gaussian 092 0
7 19 Survival BB7 5 1395
8 1 Gaussian 091 0O
9 19 Survival BB7 5 | 294
10 19 Survival BB7 5 13.23
11 19 Survival BB7 5 |3.34
12 1 Gaussian 091 O




Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
13 1 Gaussian 092 0
14 1 Gaussian 091 O
15 19 Survival BB7 5 | 3.47
16 1 Gaussian 091 0
17 19 Survival BB7 5 | 3.94
18 19 Survival BB7 ) 3.8
19 1 Gaussian 091 0
20 19 Survival BB7 5 | 3.76
21 1 Gaussian 091 0O
22 1 Gaussian 091 0O
23 19 Survival BB7 5 |3.25
24 1 Gaussian 2.99 | 2.16
25 1 Gaussian 091 O
26 1 Gaussian 0.9 0
27 19 Survival BB7 5 291
28 19 Survival BB7 5 13.39
29 19 Survival BB7 5 |3.31
30 1 Gaussian 092 0
31 19 Survival BB7 5 |3.74
32 19 Survival BB7 5 |3.36
33 1 Gaussian 091 O
34 1 Gaussian 091 0
35 19 Survival BB7 5 | 3.17
36 19 Survival BB7 5 |3.31
37 1 Gaussian 091 0
38 19 Survival BB7 5 |3.26
39 19 Survival BB7 5 1399
40 1 Gaussian 0.9 0
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Tabla D.6: Pares de variables aleatorias marginales t-studen n = 100, » = 100

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
1 19 Survival BB7 5 |3.03
2 1 Gaussian 0.9 0
3 1 Gaussian 0.9 0
4 1 Gaussian 091 0O
5 19 Survival BB7 5 |3.63
6 1 Gaussian 091 O
7 19 Survival BB7 5 | 3.06
8 1 Gaussian 092 0
9 1 Gaussian 091 O
10 19 Survival BB7 5 |3.21
11 19 Survival BB7 5 | 2.86
12 19 Survival BB7 5 | 3.69
13 19 Survival BB7 5 | 343
14 1 Gaussian 091 0
15 9 BB7 2.5 6
16 19 Survival BB7 5 |4.03
17 19 Survival BB7 o5 | 3.82
18 19 Survival BB7 5 | 3.52
19 19 Survival BB7 5 1399
20 19 Survival BB7 5 |3.01
21 1 Gaussian 0.9 0
22 19 Survival BB7 5 13.95
23 1 Gaussian 089 0
24 19 Survival BB7 5 |3.43
25 1 Gaussian 0.9 0
26 1 Gaussian 0.9 0
27 1 Gaussian 091 O
28 1 Gaussian 089 0
29 19 Survival BB7 5 | 3.05




Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
30 1 Gaussian 091 O
31 19 Survival BB7 5 |3.61
32 1 Gaussian 091 0
33 19 Survival BB7 o | 4.42
34 1 Gaussian 0.9 0
35 19 Survival BB7 5 | 343
36 19 Survival BB7 5 | 3.56
37 19 Survival BB7 5 | 3.07
38 19 Survival BB7 5 1394
39 19 Survival BB7 5 2.7
40 19 Survival BB7 5 |3.98
41 19 Survival BB7 5 13.59
42 1 Gaussian 091 O
43 19 Survival BB7 5 |3.33
44 19 Survival BB7 5 | 3.77
45 19 Survival BB7 5 |3.26
46 1 Gaussian 0.9 0
47 19 Survival BB7 5 13.29
48 19 Survival BB7 5 1285
49 1 Gaussian 092 0
50 1 Gaussian 0.9 0
51 19 Survival BB7 5 | 4.04
52 19 Survival BB7 o | 4.27
53 19 Survival BB7 5 |3.91
o4 19 Survival BB7 5 |3.98
55} 19 Survival BB7 5 | 294
56 19 Survival BB7 5 | 3.64
57 1 Gaussian 091 0O
58 19 Survival BB7 5 |3.04
59 19 Survival BB7 5 1293
60 19 Survival BB7 5 |3.58

82



Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
61 1 Gaussian 091 O
62 1 Gaussian 092 0
63 1 Gaussian 0.9 0
64 1 Gaussian 0.9 0
65 19 Survival BB7 o5 | 4.75
66 1 Gaussian 091 0
67 1 Gaussian 091 0
68 1 Gaussian 091 0
69 1 Gaussian 091 0O
70 1 Gaussian 091 0O
71 19 Survival BB7 5 | 291
72 19 Survival BB7 5 |3.61
73 19 Survival BB7 5 |3.01
74 1 Gaussian 091 O
75 19 Survival BB7 5 |3.42
76 1 Gaussian 092 0
7 19 Survival BB7 5 |3.33
78 1 Gaussian 092 0
79 19 Survival BB7 5 |3.48
80 19 Survival BB7 5 |3.17
81 19 Survival BB7 5 |3.56
82 19 Survival BB7 5 | 3.45
83 1 Gaussian 091 0
84 1 Gaussian 091 0
85 19 Survival BB7 ) 3.4
86 19 Survival BB7 5 | 3.66
87 19 Survival BB7 5 | 3.67
88 19 Survival BB7 5 |3.36
89 19 Survival BB7 5 |3.01
90 1 Gaussian 091 0O
91 19 Survival BB7 5 |3.36
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
92 19 Survival BB7 5 1295
93 1 Gaussian 092 0
94 1 Gaussian 091 0
95 19 Survival BB7 5 |3.24
96 19 Survival BB7 5 | 3.17
97 19 Survival BB7 5 |3.59
98 19 Survival BB7 5 | 3.94
99 1 Gaussian 091 0
100 19 Survival BB7 5 3.4

Tabla D.7: Pares de variables aleatorias marginales t-studen n = 500, r = 20

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
1 19 Survival BB7 5 |3.23
2 19 Survival BB7 5) 3.2
3 19 Survival BB7 5 |3.28
4 19 Survival BB7 5 |3.09
5 19 Survival BB7 5 | 3.07
6 19 Survival BB7 5 |3.03
7 1 Gaussian 091 0
8 19 Survival BB7 5 | 3.46
9 19 Survival BB7 5 | 3.78
10 19 Survival BB7 5 | 3.02
11 19 Survival BB7 5 |3.21
12 1 Gaussian 091 0
13 1 Gaussian 091 0O
14 1 Gaussian 0.9 0
15 19 Survival BB7 5 |3.01
16 19 Survival BB7 5 |3.53
17 1 Gaussian 091 O
18 19 Survival BB7 5 | 3.31




Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,

19 1 Gaussian 0.92 0

20 1 Gaussian 0.9 0

Tabla D.8: Pares de variables aleatorias marginales t-studen n = 500, r = 40

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
1 19 Survival BB7 5 |3.26
2 1 Gaussian 091 0
3 19 Survival BB7 5 |3.23
4 19 Survival BB7 5 292
5 1 Gaussian 091 0O
6 19 Survival BB7 5 |3.13
7 1 Gaussian 091 O
8 1 Gaussian 091 O
9 19 Survival BB7 5 3.3
10 1 Gaussian 091 O
11 19 Survival BB7 5 |3.21
12 19 Survival BB7 5 | 3.44
13 1 Gaussian 091 O
14 19 Survival BB7 5 |3.18
15 1 Gaussian 091 O
16 19 Survival BB7 5 13.03
17 1 Gaussian 0.9 0
18 19 Survival BB7 ) 3.2
19 1 Gaussian 0.9 0
20 19 Survival BB7 5 | 3.47
21 19 Survival BB7 5 |3.31
22 1 Gaussian 091 0
23 1 Gaussian 091 0O
24 1 Gaussian 091 0O
25 1 Gaussian 091 0O




Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
26 1 Gaussian 091 O
27 1 Gaussian 091 O
28 19 Survival BB7 5 1292
29 19 Survival BB7 5 |3.19
30 1 Gaussian 091 0
31 1 Gaussian 091 0
32 1 Gaussian 091 0
33 1 Gaussian 091 0
34 19 Survival BB7 5 [3.05
35 1 Gaussian 091 0O
36 1 Gaussian 091 0O
37 1 Gaussian 091 O
38 1 Gaussian 091 0
39 1 Gaussian 091 0
40 19 Survival BB7 5 |3.11

Tabla D.9: Pares de variables aleatorias marginales t-studen n = 500, » = 100

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
1 19 Survival BB7 5 3
2 1 Gaussian 091 O
3 1 Gaussian 091 O
4 19 Survival BB7 ) 3.6
) 1 Gaussian 091 0
6 1 Gaussian 091 0
7 1 Gaussian 092 0
8 1 Gaussian 091 0
9 1 Gaussian 092 0
10 19 Survival BB7 5 |3.18
11 1 Gaussian 091 O
12 19 Survival BB7 5 3.1
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
13 1 Gaussian 091 O
14 1 Gaussian 091 O
15 1 Gaussian 091 0
16 19 Survival BB7 5 | 3.07
17 1 Gaussian 091 0
18 19 Survival BB7 ) 3.4
19 19 Survival BB7 5 |3.24
20 19 Survival BB7 5 |3.15
21 1 Gaussian 091 0O
22 19 Survival BB7 5 |3.07
23 19 Survival BB7 5 |3.21
24 19 Survival BB7 5 | 3.37
25 1 Gaussian 091 O
26 1 Gaussian 091 O
27 19 Survival BB7 5 |3.14
28 1 Gaussian 091 O
29 1 Gaussian 092 0
30 19 Survival BB7 5 |3.51
31 19 Survival BB7 5 13.23
32 1 Gaussian 092 0
33 1 Gaussian 091 O
34 19 Survival BB7 5 |3.33
35 19 Survival BB7 5 |3.23
36 1 Gaussian 091 0
37 19 Survival BB7 5 |3.29
38 19 Survival BB7 5 |3.36
39 1 Gaussian 092 0
40 1 Gaussian 0921 0
41 1 Gaussian 091 0O
42 1 Gaussian 0921 0
43 1 Gaussian 091 O

87



Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
44 1 Gaussian 092 0
45 19 Survival BB7 5 | 3.52
46 19 Survival BB7 5 |3.18
A7 19 Survival BB7 5 | 3.27
48 1 Gaussian 092 0
49 1 Gaussian 091 0
50 1 Gaussian 091 0
o1 1 Gaussian 091 0
52 1 Gaussian 091 0O
53 1 Gaussian 091 0O
54 19 Survival BB7 5 | 3.32
55 1 Gaussian 091 O
56 19 Survival BB7 5 3
57 19 Survival BB7 5 12.89
58 1 Gaussian 091 0
59 19 Survival BB7 5 |3.16
60 19 Survival BB7 5 |3.14
61 1 Gaussian 091 O
62 19 Survival BB7 5 |3.17
63 1 Gaussian 091 0O
64 1 Gaussian 091 O
65 19 Survival BB7 5 |3.13
66 19 Survival BB7 5 |3.24
67 19 Survival BB7 5 | 3.05
68 1 Gaussian 091 0
69 1 Gaussian 091 0
70 1 Gaussian 092 0
71 1 Gaussian 091 0O
72 1 Gaussian 091 0O
73 1 Gaussian 0.9 0
74 19 Survival BB7 5 13.03
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
75 19 Survival BB7 5 3.2
76 1 Gaussian 092 0
7 19 Survival BB7 5 |3.23
78 19 Survival BB7 5 |3.26
79 1 Gaussian 091 0
80 19 Survival BB7 5 |3.03
81 19 Survival BB7 5 | 3.55
82 19 Survival BB7 5 |3.24
83 1 Gaussian 091 0O
84 1 Gaussian 091 0O
85 19 Survival BB7 5 |3.21
86 19 Survival BB7 5 | 3.17
87 1 Gaussian 091 O
88 19 Survival BB7 5 13.23
89 19 Survival BB7 5 1295
90 1 Gaussian 091 O
91 19 Survival BB7 5 |3.14
92 1 Gaussian 092 0
93 1 Gaussian 091 O
94 1 Gaussian 091 O
95 19 Survival BB7 5 |3.16
96 1 Gaussian 091 0
97 19 Survival BB7 5 |3.59
98 19 Survival BB7 5 | 3.57
99 1 Gaussian 091 0
100 1 Gaussian 091 0
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Apéndice E

Marginales weibull

Tabla E.1: Pares de variables aleatorias marginales weibull n = 50, r = 20

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 01
1 ) Frank 325 0
2 0 Independence 0 0
3 2 t 0.65 | 30
4 1 Gaussian 049 | O
5 9 BB7 3371 0
6 0 Independence 0 0
7 2 t 0.74 | 30
8 9 BB7 3.8 0
9 2 t 0.61 | 18.2
10 2 t 0.54 | 30
11 9 BB7 3241 0
12 2 t 0.67 | 2
13 2 t 0.38 | 30
14 0 Independence 0 0
15 9 BB7 3.3 0
16 9 BB7 285 | 0
17 9 BB7 3951 0
18 2 t 0.48 | 30
19 6 Joe 3231 0
20 9 BB7 3.1 0

90



Tabla E.2: Pares de variables aleatorias marginales weibull n = 50, r = 40

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
1 9 BB7 437 | 0
2 10 BB8 441 1
3 6 Joe 3.76 | 0
4 1 Gaussian 0.5 0
5) 19 Survival BB7 1.5 | 2.5
6 6 Joe 334 | 0
7 9 BB7 329 | 0
8 6 Joe 339 | 0
9 1 Gaussian 0.36 0
10 6 Joe 413 | 0
11 6 Joe 3.53 0
12 6 Joe 3.22 0
13 6 Joe 3.78 | 0
14 6 Joe 3.06 0
15 1 Gaussian 0.61 0
16 6 Joe 3.78 0
17 D Frank 3.71 0
18 19 Survival BB7 1.83 | 3.5
19 19 Survival BB7 1.53 | 3.81
20 9 BB7 345 | 0
21 6 Joe 3.56 0
22 2 t 0.57 | 30
23 6 Joe 3.36 | 0
24 6 Joe 3.54 0
25 5 Frank 3.65 0
26 10 BB8 3.55 1
27 234 Tawn2_ 270 -2.52 | 0.37
28 9 BB7 3.05 | 0.03
29 5 Frank 3.05 0
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6 0,
30 19 Survival BB7 1.35 | 2.61
31 19 Survival BB7 1.34 | 3.28
32 2 t 0.55 | 30
33 5t Frank 4.25 0
34 1 Gaussian 0.49 0
35 0 Independence 0 0
36 1 Gaussian 0.45 0
37 9 BB7 3.28 | 0.1
38 6 Joe 346 | 0
39 9 BB7 343 | 0
40 9 BB7 3.56 | 0

Tabla E.3: Pares de variables aleatorias marginales weibull n = 50, » = 100

Pares | Familia | Tipo de cépula 0, 0,
1 6 Joe 2.98 0
2 2 t 0.59 30
3 2 t 0.46 30
4 2 t 0.45 2
5 124 Tawnl_90 -20 0.04
6 9 BB7 3.68 0
7 10 BBS 3.51 1
8 9 BB7 4.64 0
9 6 Joe 3.22 0
10 6 Joe 3.21 0
11 234 Tawn2_ 270 -20 0.05
12 19 Survival BB7 1.2 2.97
13 2 t 0.54 30
14 6 Joe 2.82 0
15 2 t 0.37 30
16 10 BBS 2.65 1
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Pares | Familia | Tipo de cépula 0, 0,
17 9 BB7 3.96 0
18 6 Joe 3.4 0
19 1 Gaussian 0.75 0
20 6 Joe 2.95 0
21 6 Joe 3.44 0
22 6 Joe 3.07 0
23 10 BBS8 3.4 1
24 6 Joe 3.26 0
25 5 Frank 2.92 0
26 9 BB7 2.96 0
27 2 t 0.54 | 4.03
28 9 BB7 3.34 0
29 2 t 0.61 30
30 6 Joe 3.84 0
31 0 Independence 0 0
32 0 Independence 0 0
33 9 BB7 3.83 0
34 124 Tawnl_90 -20 0.03
35 6 Joe 3.54 0
36 10 BBS8 2.99 1
37 9 BB7 3.44 0
38 124 Tawnl 90 -20 0.03
39 ) Frank 3.1 0
40 6 Joe 3.66 0
41 1 Gaussian 0.64 0
42 124 Tawnl 90 -20 0.05
43 234 Tawn2_ 270 -20 0.03
44 9 BB7 4.45 0
45 9 BB7 2.96 0
46 6 Joe 3.84 0
47 6 Joe 3.16 0
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Pares | Familia | Tipo de cépula 0, 0,
48 9 BB7 3.39 0
49 2 t 0.6 7.08
50 6 Joe 3.26 0
51 124 Tawnl_ 90 -18.49 | 0.01
52 6 Joe 4.35 0
53 ) Frank 3.41 0
54 2 t 0.52 30
55 10 BBS8 2.77 1
56 2 t 0.49 30
o7 5 Frank 3.38 0
58 6 Joe 2.79 0
59 6 Joe 3.7 0
60 6 Joe 3.24 0
61 6 Joe 3.6 0
62 0 Independence 0 0
63 9 BB7 3.38 0
64 10 BBS 2.7 1
65 6 Joe 3.13 0
66 234 Tawn2_ 270 -2.82 | 0.19
67 6 Joe 3.25 0
68 124 Tawnl_ 90 -8.06 | 0.03
69 6 Joe 3.99 0
70 9 BB7 3.42 0
71 6 Joe 3.49 0
72 6 Joe 3.49 0
73 124 Tawnl_ 90 -3.32 | 0.11
74 2 t 0.5 12.9
75 9 BB7 3.44 0
76 1 Gaussian 0.54 0
77 1 Gaussian 0.52 0
78 1 Gaussian 0.49 0
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Pares | Familia | Tipo de cépula 0, 0,
79 1 Gaussian 0.46 0
80 9 BB7 3.19 0
81 6 Joe 3.64 0
82 234 type2_ 270 -7.59 | 0.07
83 5 Frank 3.85 0
84 ) Frank 3.3 0
85 5 Frank 3.69 0
86 6 Joe 3.41 0
87 9 BB7 3.51 | 0.08
88 ) Frank 3.91 0
89 6 Joe 2.7 0
90 ) Frank 3.83 0
91 6 Joe 3.35 0
92 9 BB7 3.1 0
93 2 t 0.62 30
94 2 t 0.54 30
95 ) Frank 6.93 0
96 9 BB7 2.91 0
97 2 t 0.54 | 11.79
98 2 t 0.56 30
99 9 BB7 3.09 0
100 5 Frank 3.06 0

Tabla E.4: Pares de variables aleatorias marginales weibull n = 100, r» = 20

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
1 2 t 0.53 | 30
2 ) Frank 355 0
3 6 Joe 3251 0
4 5 Frank 2941 0
5 10 BB8 338 1
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
6 5 Frank 2381 0
7 19 Survival BB7 1.24 | 3.29
8 6 Joe 3.08| 0
9 D Frank 4.09 | 0
10 D Frank 3.5 0
11 D Frank 4791 0
12 D Frank 3.8 0
13 6 Joe 3451 0
14 9 BB7 3.56 | 0
15 10 BBS8 3.1 1
16 D Frank 3.65 0
17 D Frank 3111 0
18 6 Joe 332 0
19 9 BB7 3111 0
20 6 Joe 329 0

Tabla E.5: Pares de variables aleatorias marginales weibull n = 100, r» = 40

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
1 2 t 04 | 30
2 9 BB7 3.78 | 0.08
3 5t Frank 262 | 0
4 10 BBS8 3.67| 1
) 1 Gaussian 051 0
6 6 Joe 3.63| 0
7 6 Joe 348 | 0
8 9 BB7 3.5 0
9 6 Joe 3491 0
10 9 BB7 3.2 |0.08
11 6 Joe 326 0
12 D Frank 4451 0
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
13 2 t 0.41 | 30
14 10 BBS8 327 1
15 2 t 0.59 | 5.43
16 10 BBS8 299 | 1
17 D Frank 4.041 0
18 2 t 0.58 | 4.02
19 2 t 0.58 | 5.57
20 6 Joe 3.3 0
21 10 BBS8 357 1
22 6 Joe 3541 0
23 2 t 0.59 | 5.45
24 10 BBS8 3.73 1 1
25 6 Joe 3311 0
26 ) Frank 4551 0
27 10 BBS8 3451 1
28 ) Frank 346 | 0
29 6 Joe 2941 0
30 10 BBS8 3291 1
31 9 BB7 289 | 0
32 2 t 0.55 | 30
33 6 Joe 3.1 0
34 D Frank 3.04 | 0
35 D Frank 3241 0
36 6 Joe 296 | 0
37 6 Joe 3151 0
38 2 t 0.5 | 30
39 10 BB8 3.76 | 1
40 6 Joe 3.66 | 0
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Tabla E.6: Pares de variables aleatorias marginales weibull n = 100, » = 100

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
1 1 Gaussian 0.64 0
2 2 t 0.52 | 30
3 1 Gaussian 0.56 0
4 10 BB8 3.76 1
> 6 Joe 3.24 0
6 6 Joe 3.27 0
7 1 Gaussian 0.34 0
8 ) Frank 2.91 0
9 2 t 0.45 | 30
10 5 Frank 3.86 0
11 5 Frank 3.7 0
12 6 Joe 3.84 0
13 5 Frank 3.04 0
14 10 BBS8 3.59 1
15 9 BB7 3.24 0
16 5 Frank 3.35 0
17 2 t 047 | 30
18 5 Frank 3.62 0
19 9 BB7 3.05 0
20 5 Frank 3.9 0
21 6 Joe 3.01 0
22 9 BB7 3.34 0
23 5 Frank 3.93 0
24 10 BBS8 3.23 1
25 9 BB7 3.12 0
26 9 BB7 3.09 | 0.17
27 ) Frank 4.33 0
28 6 Joe 3.08 0
29 ) Frank 4.19 0
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
30 5 Frank 3.62 0
31 5 Frank 4.68 0
32 6 Joe 3.73 0
33 5 Frank 3 0
34 5 Frank 3.82 0
35 234 Tawn2 270 -2.57 | 0.24
36 5 Frank 3.08 0
37 5 Frank 3.9 0
38 2 t 0.61 | 20.04
39 9 BB7 3.14 0
40 10 BBS 3.09 1
41 10 BBS8 3.28 1
42 ) Frank 4.03 0
43 9 BB7 2.95 0
44 2 t 043 | 30
45 0 Independence 0 0
46 ) Frank 3.54 0
47 5 Frank 3.83 0
48 6 Joe 3.05 0
49 2 t 0.55 | 30
50 5 Frank 3.15 0
51 2 t 0.56 | 5.36
52 5 Frank 3.98 0
53 6 Joe 3.54 0
54 6 Joe 3.09 0
55 5 Frank 3.5 0
56 10 BBS 3.57 1
57 1 Gaussian 0.51 0
58 5 Frank 3.77 0
59 1 Gaussian 0.62 0
60 5 Frank 3.17 0
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
61 6 Joe 3.06 0
62 Frank 4.62 0
63 5 Frank 4.14 0
64 5 Frank 3.67 0
65 2 t 0.47 | 30
66 9 BB7 2.87 0
67 2 t 0.49 | 2.55
68 10 BBS 3.37 1
69 10 BBS8 3.34 1
70 5 Frank 3.66 0
71 2 t 049 | 30
72 234 Tawn2_ 270 -4.01 | 0.11
73 6 Joe 3.17 0
74 6 Joe 3.55 0
75 6 Joe 3.44 0
76 6 Joe 3.56 0
77 5 Frank 3.38 0
78 6 Joe 3.28 0
79 6 Joe 2.93 0
80 5 Frank 3.41 0
81 6 Joe 3.28 0
82 2 t 0.54 | 30
83 1 Gaussian 0.56 0
84 6 Joe 3.76 0
85 6 Joe 3.03 0
86 5 Frank 3.74 0
87 5 Frank 4.19 0
88 5 Frank 4.04 0
89 10 BBS 3.6 1
90 6 Joe 3.51 0
91 5 Frank 3.27 0
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
92 5 Frank 4.69 0
93 6 Joe 3.37 0
94 6 Joe 3.48 0
95 10 BBS8 3.27 1
96 6 Joe 2.97 0
97 2 t 0.4 30
98 2 t 0.49 | 30
99 6 Joe 2.92 0
100 5 Frank 3.6 0

Tabla E.7: Pares de variables aleatorias marginales weibull n = 500, r = 20

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6; |6,
1 ) Frank 4141 0
2 ) Frank 4191 0
3 5 Frank 4331 0
4 10 BBS8 3.08| 1
) ) Frank 4011 0
6 6 Joe 3.09 | 0
7 5 Frank 4141 0
8 10 BBS8 3.06| 1
9 5 Frank 399 | 0
10 D Frank 3.7 0
11 6 Joe 3.13 1 0
12 D Frank 355 0
13 D Frank 3.74 1 0
14 D Frank 416 | 0
15 D Frank 3.68 | 0
16 5 Frank 4.09 | 0
17 D Frank 4.3 | 0
18 6 Joe 3.06 | O
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6; | 6,
19 5t Frank 4121 0
20 10 BBS8 313 | 1

Tabla E.8: Pares de variables aleatorias marginales weibull n = 500, r» = 40

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, | 6,
1 6 Joe 3.071 0
2 10 BBS8 341 | 1
3 D Frank 3.67] 0
4 6 Joe 3241 0
5 5 Frank 4.09 | 0
6 D Frank 3551 0
7 10 BB8 32 |1
8 5 Frank 3.56 | 0
9 6 Joe 319 0
10 6 Joe 313 0
11 ) Frank 416 | 0
12 ) Frank 3.8 10
13 ) Frank 445 0
14 5 Frank 3971 0
15 5t Frank 4.26 | 0
16 5 Frank 396 | 0
17 D Frank 3.8 10
18 6 Joe 3210
19 D Frank 4251 0
20 10 BBS8 312 | 1
21 D Frank 393 0
22 6 Joe 3.03] 0
23 D Frank 3.7 0
24 5 Frank 4.04 1 0
25 6 Joe 3.16 | O
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, | 6,
26 10 BBS8 341 | 1
27 5t Frank 391 0
28 10 BBS8 294 | 1
29 6 Joe 3.12 1 0
30 5 Frank 3.96 | 0
31 5 Frank 35 10
32 D Frank 399 0
33 5 Frank 3931 0
34 D Frank 3981 0
35 5 Frank 4.04 1 0
36 5 Frank 399 0
37 D Frank 339 0
38 5 Frank 3.7 10
39 5 Frank 4.05| 0
40 5 Frank 393 0

Tabla E.9: Pares de variables aleatorias marginales weibull n = 500, » = 100

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, | 6,
1 5 Frank 4.36 | 0
2 6 Joe 3071 0
3 6 Joe 3.16 | 0
4 D Frank 4.041 0
) D Frank 3.87 1 0
6 6 Joe 335 0
7 2 t 0.55 | 30
8 D Frank 3.87 1 0
9 10 BBS8 3.01] 1
10 10 BBS8 328 | 1
11 5 Frank 4221 0
12 D Frank 3991 0
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, | 6,
13 5t Frank 4.46 | 0
14 6 Joe 3.07 1 0
15 6 Joe 3071 0
16 6 Joe 3.02| 0
17 10 BB8 3.03 | 1
18 D Frank 4271 0
19 5 Frank 3.8 1 0
20 6 Joe 298| 0
21 D Frank 345 0
22 10 BBS8 35 | 1
23 9 BB7 334 0
24 5 Frank 4351 0
25 6 Joe 319 0
26 10 BBS8 32 |1
27 6 Joe 326 | 0
28 ) Frank 3911 0
29 10 BBS8 326 1
30 D Frank 3.16 | 0
31 6 Joe 3.14 | 0
32 5t Frank 4.08 | 0
33 10 BBS8 3.26 | 1
34 6 Joe 3.01( 0
35 D Frank 4.1 | 0
36 6 Joe 3.36 | 0
37 D Frank 453 0
38 D Frank 411] 0
39 6 Joe 3.03| 0
40 6 Joe 3.0 0
41 5 Frank 4321 0
42 10 BBS8 3.09 | 1
43 10 BBS8 3.01] 1
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, | 6,
44 5t Frank 3371 0
45 10 BB8 3.06 | 1
46 10 BBS8 3.1 |1
A7 D Frank 4421 0
48 D Frank 4.46 | 0
49 6 Joe 3.05| 0
20 6 Joe 3 0
o1 D Frank 3.56 | 0
52 10 BB8 3.09| 1
53 6 Joe 3.15 | 0
54 6 Joe 3271 0
95 D Frank 3.8 10
56 10 BB8 3.08 1 1
57 5 Frank 4.06 | 0
58 ) Frank 428 | 0
59 6 Joe 339 0
60 D Frank 435 0
61 ) Frank 4.06 | 0
62 5 Frank 415 0
63 5t Frank 4.16 | 0
64 5 Frank 339 0
65 6 Joe 3210
66 D Frank 4.06 | 0
67 10 BBS8 3.16 | 1
68 6 Joe 3321 0
69 6 Joe 3.01] 0
70 6 Joe 3110
71 5 Frank 4011 0
72 6 Joe 3.02| 0
73 5 Frank 3.96 | 0
74 D Frank 4.22 1 0
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Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, | 6,
75 5 Frank 3821 0
76 10 BBS8 327 1
7 6 Joe 3410
78 6 Joe 3.02| 0
79 6 Joe 3191 0
80 D Frank 4.01] 0
81 6 Joe 3.06 | O
82 2 t 0.49 | 30
83 D Frank 43 | 0
84 6 Joe 3 0
85 5 Frank 3.77 1 0
86 6 Joe 3151 0
87 10 BBS8 3.01] 1
88 5 Frank 3481 0
89 10 BBS8 311 1
90 10 BBS8 311 1
91 10 BBS8 3.16 | 1
92 5 Frank 3.83] 0
93 5 Frank 4.07 1 0
94 6 Joe 3.08| 0
95 5t Frank 4.02 ] 0
96 D Frank 3.61| 0
97 6 Joe 3131 0
98 5 Frank 3.75 1 0
99 5 Frank 3951 0
100 D Frank 42 1 0
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Apéndice F

Simulaciéon para datos biomédicos

Tabla F.1: aplicacién datos bimédicos

Pares | Familia | Tipo de cépula | 6, 0,
1 204 Tawn2 2.06 | 0.06
2 ) Frank 1.18 0
3 104 Tawn 5.86 | 0.06
4 26 J90 -1.29 | 0
5 134 Tawn270 -20 | 0.01
6 114 Tawn180 2.04 | 0.08
7 234 Tawn2 270 -20 ] 0.02
8 214 Tawn2_ 180 3.46 | 0.2
9 204 Tawn2 2.43 | 0.09
10 26 J90 -1.73 1 0
11 134 Tawn270 -1.59 | 0.08
12 26 J90 -1.28 | 0
14 204 Tawn?2 9.06 | 0.01
15 26 J90 -1.35 ] 0
16 134 Tawn270 -1.57 1 0.15
17 26 J90 -1.33 ] 0
18 26 J90 -1.31 ] 0
19 36 J270 -1.12 ) 0
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20 114 Tawn180 1.85 | 0.08
21 26 J90 -1.3 0
22 26 J90 -1.37 1 0
23 114 Tawn180 234 | 0.1
24 114 Tawn180 3.34 | 0.07
25 214 Tawn2_ 180 5.29 | 0.11
26 5 Frank 0.97 0
27 214 Tawn2 180 20 0.07
28 104 Tawn 16.07 | 0.03
29 234 Tawn2 270 -1.74 | 0.22
30 26 J90 -143 1 0
31 204 Tawn2 2.53 | 0.02
32 26 J90 -1.3 0
33 36 J270 -1.13 1 0
34 214 Tawn2_ 180 20 0.1
35 26 J90 -147 1 0
36 26 J90 -147 1 0
37 114 Tawn180 1.92 | 0.1
38 26 J90 -1.35 ] 0
39 204 Tawn2 20 | 0.01
40 134 Tawn270 -20 | 0.01
41 214 Tawn2_ 180 7.64 |0.13
42 36 J270 -1.26 | 0
43 114 Tawn180 3.49 | 0.08
44 26 J90 -1.31 ] 0
45 26 J90 -1.31 ] 0
46 6 Joe 1.24 0
47 214 Tawn2 180 16.24 | 0.1
48 204 Tawn2 20 ] 0.01
49 134 Tawn270 -6.96 | 0.03
50 26 J90 -1.58 | 0
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