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Resumen

En el presente trabajo, se exploran conceptos fundamentales del Algebra Homolégica,
tales como Médulos, Homomorfismos y Sucesiones Exactas. Se analizan en profundi-
dad los Complejos de Cadena y la Homologia, y se discuten teoremas clave como el
Lema de la Serpiente y el Teorema Fundamental del Algebra Homolégica. Ademds,
se examina la Homotopia entre Homomorfismos de Complejos de Cadena. Todo lo
anterior es con el fin de llegar a la base central de estre poyecto, la Homologia. Para
ello se estudian los Simplejos y el Complejo de Cadenas Singulares. Luego, se abor-
dan temas como el 0-ésimo Grupo de Homologia, la Homologia de un Punto y la
Homologia Reducida. Se destaca la Funtorialidad y se presenta el Teorema de Invar-
ianza por Homotopia. Posteriormente, se exploran conceptos mas avanzados como la
Homologia Relativa, la Homologia de Pares Topoldgicos, la Escision y la Sucesién de

Mayer-Vietoris. Finalmente, se discute la Homologia de un Cociente de Espacios.
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Abstract

In this work, fundamental concepts of Homological Algebra are explored, such as
Modules, Homomorphisms and Exact Sequences. Chain Complexes and Homology
are analyzed in depth, and key theorems such as the Snake Lemma and the Funda-
mental Theorem of Homological Algebra are discussed. Furthermore, the Homotopy
between Homomorphisms of Chain Complexes is examined. All of the above is in or-
der to reach the central basis of this project, Homology. For this, the Simplexes and
the Complex of Singular Chains will be studied. Then, topics such as the Oth Homol-
ogy Group, One-Point Homology and Reduced Homology are addressed. Funtoriality
is highlighted and the Homotopy Invariance Theorem is presented. Subsequently,
more advanced concepts such as Relative Homology, Homology of Topological Pairs,
Excision and the Mayer-Vietoris Sequence are explored. Finally, the Homology of a

Quotient of Spaces is discussed.
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Introduccion

Al momento de iniciar este trabajo, es necesario tener claro el porqué desarrollar el
mismo, y en especial resaltar la importancia del estudio de la topologia algebraica, y
mas puntualmente, la homologia singular de espacios topoldgicos, que es el tema del
que trata este proyecto.

La teoria de homologia, surgida a fines del siglo XIX, se originé como una rama de
la topologia con Henri Poincaré como pionero. Poincaré, en su obra "Analysis Situs'
de 1895, introdujo el concepto de homologia como una herramienta para estudiar es-
pacios topolédgicos complicados y contar agujeros de diferentes dimensiones mediante
invariantes lineales. Por otro lado, la teoria de homologia también tiene raices en la
geometria algebraica, destacando el trabajo de Hilbert en el estudio de polinomios y
sus ideales. Hilbert desarroll6 una teoria algebraica sofisticada para reducir el estudio
de polinomios no lineales a una estructura de relaciones lineales, estableciendo asi una
conexion entre la geometria algebraica y la teoria topoldgica, culminando en lo que
se conoce como algebra homologica. Posteriormente, en los anios 1950, la geometria
algebraica experimenté un gran avance con el desarrollo de la teoria de cohomologia
de haces, combinando ideas topoldgicas de Riemann-Poincaré, conceptos algebraicos
de Hilbert y herramientas analiticas para medir con precision.

Es sabido que uno de los problemas mas importante de la topologia es determinar
condiciones bajo las cuales dos espacios son homeomorfos o no. Ocurre, en muchos
casos, que no existe un método para resolver este problema, pero hay varias técnicas
que aplicarse y dan resultado en casos especiales relevantes. Como hemos aprendido
en el curso de topologia del pregrado, para verificar que dos espacios son homeomorfos

segun la definicion misma, debemos exhibir una funcién continua entre los dos espacios



que sea biyectiva y que su inversa sea continua. Por su parte, la tarea de verificar que
dos espacios no son homeomorfos es generalmente algo complicado y las herramientas
topoldgicas que conocemos no son suficientes en la mayoria de los casos. Un ejemplo
de lo anterior consiste en considerar las siguientes superficies: la esfera (S?), el toro
(T?) y una superficie compacta de género dos (33), mds conocida como un toro con
dos “huecos”.

Estos espacios comparten las propiedades topolégicas mas importantes que cono-
cemos: conexidad, compacidad, metrizabilidad. Por esta razén no podemos afirmar
que no sean homemorfas, ni que sean homeomorfas entre ellas. Estas propiedades
topoldgicas no permiten “distinguir” entre estos espacios.

Por lo tanto, es necesario introducir nuevas propiedades y técnicas para poder
resolver este gran problema. Una de las primeras ideas que surgen es la conexidad
simple, y esta cualidad nos permite distinguir, por ejemplo, al plano euclideo R? del
espacio euclideo R3. Sin embargo, esta propiedad no es suficiente para diferenciar
ciertos espacios como el toro T? y 3,. Surge otra idea més general, un concepto que
engloba a la conexidad simple como un caso particular, llamado el grupo fundamental
(consultar en [7, 8, [10]), pero aunque esta herramienta sin duda es méas poderosa, atin
no es suficiente para probar que ciertos espacios no son homeomorfos, como por ejem-
plo 8? y 8", para n > 2. En efecto, estos espacios no son homeomorfos, y es por eso
que surge la necesidad de la homologia singular, como una herramienta algebraica que
permite resolver el problema de determinar cuando dos espacios no son homeomorfos,
en muchos mas casos que los que logran las herramientas “tradicionales”.

Para adentrarnos en el concepto de homologia, primero necesitamos cimentar
nuestro entendimiento en el algebra homoldgica. Este viaje comienza al considerar
ciertos objetos fundamentales conocidos como n-simplejos. Estos simplejos son esen-
cialmente poliedros de dimensiéon n que actiian como bloques de construccién primor-
diales en nuestra exploracién. A partir de estos n-simplejos, definimos los n-simplejos
singulares, que son como 'ladrillos" abstractos con los que construimos complejos de
cadenas singulares. Estos complejos, a su vez, son estructuras algebraicas compuestas

por moédulos libres generados por los n-simplejos singulares, que son combinaciones



lineales "formales" de los simplejos singulares con coeficientes en un anillo. Una vez
establecidos estos complejos de cadenas, introducimos homomorfismos entre los mo-
dulos, llamados operadores frontera, que capturan las relaciones entre los distintos
simplejos singulares. Esta coleccién de complejos y homomorfismos constituye lo que
llamamos el complejo de cadenas singulares de un espacio topolégico X con coefi-
cientes en un anillo R.

Con el complejo de cadenas en su lugar, podemos avanzar hacia el calculo de los
grupos de homologia. Estos grupos se definen como el cociente entre el kernel y la
imagen de los operadores frontera, y nos proporcionan una descripcién algebraica
de la estructura topoldgica de X. Ademads, exploramos variantes de la homologia,
como la homologia reducida y la homologia relativa, que nos permiten realizar cal-
culos mas precisos y abordar una amplia gama de problemas topolégicos de manera
mas efectiva. En resumen, este enfoque algebraico nos proporciona una herramienta
poderosa para entender la geometria subyacente de los espacios topoldgicos y analizar
sus propiedades fundamentales.

El presente trabajo tiene como objetivo principal explorar y desarrollar los con-
ceptos fundamentales del algebra homoldgica y la teoria de homologia de espacios
topologicos. Para lograr este propdsito, en el Capitulo 1 se presentaran los aspectos
preliminares necesarios, abarcando nociones basicas de algebra abstracta y topologia.

El Capitulo 2 se centra en el desarrollo del algebra homolégica de manera mas
especifica. Aqui, los objetivos principales son establecer el lema de la serpiente, el
cual relaciona los grupos de homologia de una sucesion exacta corta, y demostrar el
teorema fundamental del algebra homologica.

Por tltimo, en el Capitulo 3 se introducen los grupos de homologia de espacios
topologicos. Este capitulo comienza con la construcciéon de complejos de cadenas
a partir de recubrimientos por simplejos. Se abordaran los principales resultados,
incluyendo el teorema de invarianza de la homologia por homotopia, la sucesién exacta
larga de Mayer-Vietoris que relaciona la homologia de una unién de espacios con la de
los espacios componentes, junto con el teorema de excision. Finalmente, se discutiran

algunas aplicaciones de estos teoremas en contextos relevantes.



Chapter 1

Preliminares

En este corto capitulo haremos un rapido recorrido por conceptos alegbraicos que
seran de ayuda para llevar a cabo este trabajo.

Un grupo (G, *) es un conjunto G junto con una operaciéon binaria * en G,
tal que se satisfacen los siguientes axiomas: La operacion binaria % es asociativa,
ademas, existe un elemento e en GG tal que e x x = x *x ¢ = x para todas las ¢ € G
y finalmente, Para cada a € G existe un elemento a’ en G con la propiedad de que
a'xa =axa =e. Un grupo G es abeliano si su operacién binaria * es conmutativa,
es decir, x x y = y % x, para todo z,x € G.

Si G es un grupo y sea S un subconjunto de G y para cada a, b € S es cierto que
el producto a * b calculado en G también esta en .S, entonces S es cerrado bajo la
operacion de grupo de G. La operaciéon binaria en S, asi definida, es la operaciéon
inducida en S desde G. Entonces, podemos precisar el concepto de grupo contenido
en otro.

Si H es un subconjunto de un grupo G cerrado bajo la operacion de grupo de G y
si H es él mismo un grupo bajo esta operacion inducida, entonces H es un subgrupo
de G.

Ahora veamos otro concepto que es muy importante en algebra. Un anillo
(R,+,-) es un conjunto R junto con dos operaciones binarias + y -, que llamamos
suma y multiplicacion, definidas en R tales que se satisfacen los siguientes axiomas:

(R,4+) es un grupo abeliano; ademés, la multiplicacién es asociativa y para todas las



a,b,c € R, se cumple la ley distributiva izquierda a(b+ +c¢) = (ab) + (ac) y la ley
distributiva derecha (a 4 b)c = (ac) + (be).

Un anillo en donde la multiplicacién es conmutativa es un anillo conmutativo.
Un anillo R con identidad multiplicativa 1 tal que 1z = x1 = x para todas las x € R
es un anillo con unitario.

Un homomorfismo de grupos es una funcién entre dos grupos que preserva
la operacién binaria. Formalmente, dados dos grupos (G,-) v (H,*), una funcién
f G — H es un homomorfismo de grupos si se verifica que para todos los pares de

elementos gi, g2 € G, se cumple que:

f(g1-92) = f(91) * f(92),

donde - es la operacion en GG y * es la operacion en H. Si la funcién f es biyectiva,
entonces se llama un isomorfismo de grupos, lo que significa que ambos grupos tienen
la misma estructura algebraica, y solo se diferencian por los simbolos utilizados para
denotar los elementos y la operacion.

Ahora, veamos el significado de ciertos simbolos que nos encontraremos a lo largo

de este documento, dado el siguiente diagrama

A ! B
h O k
C g D

el simbolo O nos indica que el diagrama es conmutativo, es decir,
goh=kof.

En ocasiones encontraremos la siguiente notacion: =, la cual ndica que la igualdad
se sigue gracias a la conmutatividad del diagrama respectivo.
El simbolo, < se usara para la funcion inclusion, es decir, dado un conjunto B y

un subconjunto A de B, la funcién de inclusién ¢ : A — B se define de tal manera que



para cada elemento x en A, la imagen de = bajo la funciéon de inclusion es el mismo
elemento x en B. Es decir, i(x) = x para todo = en A.

Ahora, veamos una serie de conceptos en el area de topologia, que también seran
necesarios.

Una topologia sobre un conjunto X es una coleccién T de subconjuntos de X
con las siguientes propiedades: @ y X estdn en 7; la unién de los elementos de
cualquier subcoleccion de T estd en T y 1 a intersecciéon de los elementos de cualquier
subcoleccién finita de T esta en 7.

Un conjunto X para el que se ha definido una topologia 7 se llama espacio
topologico. Diremos que un subconjunto U de X es un conjunto abierto de X si
U pertenece a la coleccion T .

Ahora, si X es un espacio topologico con topologia 7 y si Y es un subconjunto

de X, la colecciéon

Ty ={YNnU|UeT}

es una topologia sobre Y, denominada topologia de subespacio. Con esta topologia,
Y se denomina subespacio de X y sus conjuntos abiertos son todas las intersecciones
de conjuntos abiertos de X con Y. Finalmente, diremos que un subconjunto A de un
espacio topologico X es cerrado si el conjunto X \ A es abierto.

Un subespacio afin de R™ es un conjunto que se puede obtener al trasladar un
subespacio vectorial de R™. En otras palabras, si V' es un subespacio vectorial de
R™ y a es un vector en R™, entonces el conjunto a +V = {a+v : v € V} es un

subespacio afin.



Chapter 2

Algebra homolégica

Este capitulo se centra en el dlgebra homolégica, una disciplina matematica de gran
relevancia en la que se sientan las bases para el desarrollo de la teoria de la homologia
singular. Nos ocuparemos principalmente del estudio de los grupos de homologia, los
cuales son una herramienta esencial para examinar y clasificar espacios topoldgicos.

Abordaremos en este capitulo temas clasicos del algebra homolégica como R-
modulos, sucesiones exactas y complejos de cadena. También presentaremos el lema
de la serpiente, un resultado fundamental que proporciona una relacién entre los
grupos de homologia de dos sucesiones exactas cortas conectadas. Ademads, se discu-
tira el teorema fundamental del algebra homoldgica, que es crucial para entender la
estructura y las propiedades de los grupos de homologia.

La homologia singular, aunque es un tema derivado del algebra homoldgica, tiene
su propia importancia debido a su capacidad para proporcionar una descripcion de-
tallada y matematicamente rigurosa de los espacios topolégicos. Sin embargo, es el
algebra homologica la que proporciona las herramientas y conceptos necesarios para
desarrollar esta teoria.

Finalmente, se tratardn las homotopias entre complejos de cadenas, un concepto
central dentro de esta tematica que permite la comparacion entre diferentes comple-
jos de cadenas. Con el contenido de de este capitulo,esperamos proporcionar una
comprension sélida del algebra homoldgica y su papel en la teoria de la homologia

singular.



2.1 Mobdulos, homomorfismos y sucesiones exactas

En esta seccién presentaremos los conceptos fundamentales de R—moddulos, homo-
morfismos y sucesiones exactas. Estos son pilares esenciales en el estudio del algebra
y proporcionan las herramientas necesarias para explorar estructuras algebraicas més
complejas.

En todo lo que sigue, R representa un anillo conmutativo con identidad multi-

plicativa.

Definicién 2.1.1. Un grupo abeliano M es un R-médulo (a izquierda), si existe
una operacion externa R x M — M (denotada r - m ), tal que para r,r,79 € Ry

m,my, mo € M, se tiene
e r-(mi+me)=r-my+r-mg y (ri+r) -m=ry-m+ry-m,
¢ (7’1T2)-m=7“1-(7“2~m) y 1-m=m.

Una vez establecidas las propiedades clave de los R-moédulos, introducimos el
concepto de rN. Para un anillo R, un R-moédulo M, y un elemento r en R, definimos
rN como el conjunto de todos los productos de r y n, para cada n en N. Es decir,
rN={rn:ne N}

Con esta definiciéon, podemos introducir el concepto de un R-submoddulo.

Definicién 2.1.2. Decimos que N es un R-submoédulo del R-moédulo M si N es
un subgrupo de M tal que rN C N para cada r € R. Se puede entonces definir
el R—moddulo cociente de M por N, denotado M/N, donde la operacién externa

R x M/N — M/N se define asociando a (r,m + N) el elemento r - m + N.

Después de entender como se define un R-submodulo y cémo se puede formar un
R—modulo cociente, es natural preguntarse como podemos relacionar diferentes R-
moédulos. Una forma de hacerlo es a través de las funciones llamadas R-homomorfismos.
Estas funciones preservan la estructura del R—modulo y nos permiten estudiar las
propiedades de los R—mddulos en un contexto mas amplio. Veamos cémo se define

un R-homomorfismo.



Definicién 2.1.3. Una funcién f : M — M’ entre R-md6dulos es un homomor-
fismo de R médulos (también llamada R-homomorfismo o aplicacién R-lineal),

si para r € Ry m,my,my € M, se tiene
« from) =1 f(m),
o [(mi+ma) = f(mi)+ f(ma).

Se puede verificar ([4, pp. 120]) que si f : M — M’ es un R-homomorfismo y N’
es un R-submoédulo de M’, entonces f~! (N’) es un R-submédulo de M.

De lo anterior, se tiene que si f: M — M’ es una aplicaciéon R-lineal, se tienen
los R-submoédulos Ker(f) = f71({0}) € M e Im(f) = f(M) C M'.

A continuacién enunciamos el primer teorema de isomorfismo para R—madulos,
el cual establece que si ¢ : ) — M es un homomorfismo de R—modulos, entonces
Q/ Ker(y) = Im(p), donde el cociente @)/ Ker(p) representa el conjunto de todas las
clases de equivalencia de elementos de () bajo la relacién de equivalencia definida por
©, es decir, dos elementos ¢y, g2 € () estan en la misma clase de equivalencia si y solo
si p(q1) = ©(ge2); en este contexto, una clase de equivalencia se denota comtinmente
como [q] 0 ¢+ Ker(p), y a lo largo de este trabajo, utilizaremos la notacién de suma
o corchetes para denotar las clases laterales segin convenga.

Ahora que hemos explorado los conceptos de R-submédulos y R-homomorfismos,
podemos comenzar a explorar como se pueden combinar diferentes R-modulos para
construir mas R-moédulos. Una forma de hacerlo es a través de la operacion de

producto. Veamos cémo se define esto.

Definicién 2.1.4. Dada {M; :i € I} una familia de R-mo6dulos, se define el R-
modulo producto [[;,c; M;, donde la suma de elementos del producto se define
componente a componente y la multiplicacion por un escalar se define de la misma
manera. La i-ésima proyeccion, p; : [[;c; M; — M;, definida por

yZi ((mi)id) =my

para todo ((mi)ie [> € Ilier Mi, es un homomorfismo de R-médulos sobreyectivo.



Por ejemplo, si tenemos dos R—modulos M y N, y consideramos su producto
M x N, un elemento en M x N es un par ordenado (m,n) donde m € M y n € N.
Ahora, dados dos de estos elementos, digamos (my,n1) y (mg,ns), su “suma” en el
R—médulo producto esté definida por (my, nq)+(mg, ng) = (mq+ma, ny+nsy), donde
las sumas en el lado derecho son las sumas en los R—moddulos individuales M y N.
De manera similar, la “multiplicacién por un escalar” r en el anillo R estd definida
por r - (m,n) = (r-m,r - n), donde las multiplicaciones en el lado derecho son las
multiplicaciones por escalares en los R—moddulos individuales M y N.

El concepto de producto nos permite combinar R—moddulos de una manera que
preserva su estructura individual. Pero, ;qué pasa si queremos combinar R—modulos
de una manera que resulte en una nueva estructura? Para esto, podemos usar la

operacion de suma directa.

Definicién 2.1.5. Dada {M; : ¢ € I} una familia de R-mddulos, se define su suma
directa (externa) como sigue:

@Mi = {(mi)ief € HMl :m; € M;,m; =0 para casi todo z} .

el el
La frase “para casi todo ¢” significa que m; = 0 para todos excepto un niimero finito

de indices ¢. La suma directa resulta ser un R-submoédulo de [];c; M.

Para cada k € I puede definirse una aplicacion R-lineal inyectiva q; : M —
@;cr M;, que asocia a my, € M, el elemento cuyas coordenadas son todas nulas, salvo
la k-ésima que es precisamente my,.

Hasta ahora, hemos explorado como los R-moédulos pueden interactuar entre si
a través de operaciones como el producto y la suma directa. Sin embargo, en alge-
bra homoldgica, a menudo estamos interesados en como los R—modulos se conectan
en una sucesion o cadena. Esto nos lleva al concepto de una sucesion exacta de

homomorfismos de R-mdédulos.

Definicién 2.1.6. Sean M, My, M3 tres R—modulos y f @ My — My, g : My — M

R—homomorfismos. La sucesién

f

M, M, —2— M

10



es exacta en M, si Im(f) = Ker(g). Si la sucesién

M, M, - M, My

es exacta en My, ..., M,, entonces decimos simplemente que la sucesiéon es exacta.
A continuacién, veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.1.1. La sucesion

j RNy

es exacta (en P) siy solo si ¢ es inyectiva. En efecto, si la sucesion es exacta en P,
entonces Im(f) = Ker(¢). Pero f es la funcién nula, asi que Im(f) = {0}, lo que
implica que Ker(¢) = {0}. Esto muestra que ¢ es inyectiva.

De forma reciproca, si ¢ es inyectiva, entonces Ker(¢) = {0}. De esto se sigue

que Im(f) = {0} = Ker(¢) por lo que la sucesion es exacta en P.

Ejemplo 2.1.2. La sucesion

o S R N

es exacta (en P) si y solo si ¢ es sobreyectiva. Por un lado, si la sucesién es exacta
en P, entonces Im(p) = Ker(f) = P. Es decir, ¢ es sobreyectiva.

En forma reciproca, si ¢ es sobreyectiva, entonces Im(p) = P porque todos los
elementos en P son imagenes de algin elemento en (). Claramente la sucesion es

exacta en P.

A una sucesion exacta de la forma

0——P-t20-250—50

se le llama sucesién exacta corta. A las sucesiones exactas infinitas por alguno de

los extremos se les llama sucesiones exactas largas.

11



Ejemplo 2.1.3. La sucesion

0t p 2, R—240

es exacta (en P, @), R) siy solo si a es inyectiva y [ es sobreyectiva, ademas Im(«) =
Ker(5). A esta sucesién se le llamard sucesién exacta corta.

Para probar esto, comencemos suponiendo que « es inyectiva, entonces Ker(a) =
{0} = Im(f), asi la sucesién es exacta en P. Dado que [ es sobreyectiva, entonces
Im(B) = R = Ker(g), de donde se sigue que la sucesién es exacta en R. Finalmente,
dado que Im(«) = Ker(/3),entonces la sucesién también es exacta en Q.

Para el reciproco, supongamos que la sucesion es exacta en P. Entonces Im(O) =
Ker(a), es decir, Ker(«) = {0}. Esto significa que « es inyectiva. Si la sucesion es
exacta en R, entonces Im(f3) = Ker(O) = R, lo cual implica que 3 es sobreyectiva.

Si la sucesién es exacta en @, entonces Im(a) = Ker(f).

A las sucesiones exactas infinitas por alguno de los extremos se les llama suce-

siones exactas largas.

2.2 Complejos de cadena y homologia

Ahora abordaremos los conceptos de complejos de cadenas y la homologia de un
complejo de cadenas. Esta seccion es crucial para entender como estas herramientas
matematicas revelan la estructura subyacente de los espacios topologicos.

A continuacion, consideremos R un anillo conmutativo con unitario. Para efectos

practicos, se puede considerar R = 7Z, Q, R.
Definicién 2.2.1. Un complejo de cadenas es una sucesiéon de homomorfismos de
R-médulos como sigue:

Op—2
Cp_2 L.

Op+1
G g,

donde C), p € Z, es el p-ésimo R-moédulo del complejo y se satisface la condicién de

que 0, 0 Op41 = 0, para todo p € Z.
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Los elementos de C, se dice que tiene dimension p. Usamos la notaciéon (Cy, 0)
para referirnos al complejo de cadenas anterior. A los homomorfismos 0; se le llama

operadores frontera.

Ejemplo 2.2.1. Consideremos la sucesion de modulos triviales C,, = {0}, para cada
indice p, y homomorfismos nulos. Esto forma un complejo de cadenas llamado com-

plejo nulo.

Con la definiciéon complejo de cadenas, hemos establecido una estructura que nos
permite conectar una serie de R-modulos a través de homomorfismos. Un aspecto
clave de esta estructura es la condicién 9, o 9,41 = 0, que garantiza una cierta
coherencia en la cadena. Pero, jqué significa realmente esta condiciéon en términos
de las imagenes y los nucleos de los homomorfismos en la cadena? La siguiente

proposicién nos proporciona una respuesta a esta pregunta.

Proposicién 2.2.1. Sea (C.,0) un complejo de cadenas. Para todo p € 7Z se tiene
que

0p00p11 =0 siysolosi Im(0,41) C Ker (9,)

Demostracion. “=" Suponga que 0, 0 0,41 = 0. Sea yy € Im (J,4+1). Entonces existe

zo € Cpyq tal que Jpi1(z0) = Yo, v luego tenemos

0p(y0) = Op (Fp11(w0)) = (p © Fpy1)(20) = 0,

asi que yo € Ker(9,).
“«<” Suponga que Im (0,41) C Ker(9,) y sea ¢ € C,qy1. Entonces 0,41(c) €
Im (0p+1) C Kerd,, por lo que 0,41(c) € Kerd,, es decir, 0, (9p+1(c)) = 0. Se

concluye que 9, 0 9,41 = 0. ]
Definimos a continuacién los homomorfismos entre complejos de cadena.

Definicién 2.2.2. Un homomorfimos de complejos de cadena f : (C.,0) — (C.,d')
es una sucesiéon de homomorfismos de R-médulos f, : C, — C}, para todo p € Z,

tales que el siguiente diagrama es conmutativo para todo p € Z.
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C, Chr
fp O fpf 1
8/
! p /
Cp Cpfl

El esquema anterior induce el siguiente diagrama conmutativo en forma de escalera

infinita:
Cp Cpfl Cpfz ——
Ip O Jp—1 O fp—2
¢ Cy s Ly

Los homomorfismos entre complejos de cadenas permiten mapear un complejo de
cadenas en otro, preservando la estructura del complejo. A continuacién introducimos

el concepto de un subcomplejo.

Definicién 2.2.3. Un complejo (D, d) se dice que es un subcomplejo de (C,, 0) si
D,<C,yd=20]|p,, para todo p € Z.

Dadas las definiciones de un homomorfismo de complejos de cadena y un subcom-
plejo, podemos observar que un subcomplejo (D,,d) de (C,, d) induce naturalmente
un homomorfismo de complejos de cadena. Esto se debe a que, para cada p € Z,
la inclusién 4, : D, = C, es un homomorfismo de R-médulos. Ademads, estas inclu-
siones respetan las diferencias, es decir, 0 o4, = 4,1 0 0. Por lo tanto, la sucesiéon
{ip}pez define un homomorfismo de complejos de cadena de (D, d) a (C,,0), al cual

nos referiremos como la inclusién. Obtenemos asi el siguiente diagrama:
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’ Dp & Dp—l et Dp—2 ’
O O
b Oy

c, ’ o ! Cpy — -

A continuacién definimos el complejo de cadenas cociente asociado a un subcom-

plejo.

Definicién 2.2.4. Sea (D,,d) un subcomplejo de (C,, d). Se define el complejo co-

ciente

(€., 0)/(Ds, 0) = (C./Ds, 07)

donde 95 : C,/D, — C,_1/D,_; esta definido mediante

G, c] = [0p(c)];

para todo ¢ € D,, p € Z. De manera equivalente J;(c+ D,) = 0,(c) + D1,
utilizando la notacion aditiva para clases laterales. A este complejo se le conoce

como complejo de cadenas cociente de C, médulo D,.
La definicion anterior nos lleva naturalmente al diagrama siguiente:

8; 1 P
+— Cpi1/Dpya — Cp/Dy —— Cp/Dpy —— -++,

Ademas, nos preguntamos si este es un complejo de cadenas. En efecto, sea

[c] € Cpy1/Dpy1. Al aplicar 95, a [c] resulta
b ([e]) = [Gpa(0)] € G/ Dy
Aplicamos ahora el operador frontera 9% y se tiene
3y (10p11(0)]) = [0 (Fpra(e))] = [0],

lo cual se sigue dado que 9,0 0,+; = 0. Hemos demostrado asi que la composicién de

dos operadores frontera consecutivos es cero, por tanto () es un complejo de cadenas.
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Este concepto nos permite estudiar cémo se puede “reducir” un complejo elim-
inando un subcomplejo. Ahora, introducimos los concepto de ciclos, fronteras y la

homologia.
Definicién 2.2.5. Consideremos un complejo de cadenas (Cy, 9).
i) A los elementos de C, se les llama cadenas de dimensién p.

ii) A los elementos de Ker(d,) se les llama ciclos de dimension p, y se usa la

notacion Z, = Ker(9,).

iii) A los elementos de Im(0,41) se les llama fronteras de dimensién p, y se utiliza

la notacién F, = Im(0p41).

El p-ésimo grupo de homologia del complejo de cadenas C, se define entonces

como el cociente

Hp (C*) = Zp/Fp'

para p € Z. Diremos que dos ciclos ¢, ¢’ € Z, son homdlogos si [c] = [¢] € H,(C,),

en otras palabras, ¢ y ¢’ son homélogos si y solo si la diferencia de ¢ — ¢’ vive en F,,.

El grupo de homologia nos proporciona una forma poderosa de estudiar la es-
tructura interna de un complejo y es fundamental para muchos resultados en dlgebra

homolodgica.

Observacion 1. El cociente entre un R-modulo y un submaédulo siempre es posible.
Gracias a la Proposiciéon [2.2.1] podemos garantizar que F, C Z,, para todo p. Por

tanto es valido considerar el cociente que define al p—ésimo grupo de homologia.

Habiendo establecido las definiciones fundamentales de cadenas, ciclos y fronteras,
ahora nos movemos hacia una proposicion importante que relaciona estas entidades
a través de un homomorfismo. Esta proposicién nos permitird entender cémo los

homomorfismos interactian con los ciclos y las fronteras en los complejos de cadenas.
Proposicién 2.2.2. Si f: (C.,0) — (C., ') es un homomorfismo, entonces
i) fp(Zy) € Z,, para todo p € Z,
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ii) f,(Fy) C F), para todo p € Z.

Por tanto, se tiene una funciéon inducida

fp: Hy(C) = Hy (CY)
[c] = [fp(c)]

Demostracion. i) Veamos que f,(Z,) € Z . Por definicién, Z, = Ker(d,) y Z,, =
Ker(d,). Si z € Z,, entonces 0,(z) = 0. Como f es un homomorfismo de complejos
de cadenas, tenemos que 9,(fy(2)) = fp-1(9p(2)) = f,-1(0) = 0. Por lo tanto,
f(z) € Z,

ii) Ahora mostremos que f,(F,) € F,. Por definicion, F, = Im(0py1) y F, =
Im(d,,,). Sib € F,, entonces existe un ¢ € Cpy; tal que dp11(c) = b. Como f es un
homomorfismo de complejos de cadenas, tenemos que 9, (fpr1(c)) = f,(9ps1(c)) =p
f(b). Por lo tanto, f,(b) € F}.

Finalmente, mostremos que la funcién inducida f, : H, (C.) — H, (C,) est4 bien
definida. En efecto, por definicién, H, (C.) = Z,/F, y H,(C.) = Z}/F). Si [ €
H, (C.), entonces necesitamos mostrar que f,([c]) = | fp(c)] estd bien definida. Esto
significa que si [¢] = [¢], entonces f,([c]) = f,([¢]). Pero si [¢] = [¢], entonces
c—c € I}, y como hemos demostrado que f,(F},) C F}, tenemos que f,(c—c') € F},
lo que significa que [f,(c)] — [f,(¢)] = [f,(c — )] = [0], por lo tanto f,([c]) = f,([¢])
en H,(C.). O

La proposicién anterior muestra como un homomorfismo entre complejos de ca-
denas induce un homomorfismo entre los respectivos grupos de homologia. Esto es
fundamental, ya que nos permite “trasladar” la estructura de un complejo a otro a
través de sus grupos de homologia. Pero, jqué pasa si tenemos dos homomorfismos
y queremos componerlos? La siguiente proposicién nos muestra como se comportan

los homomorfismos inducidos en tal caso.

Proposicién 2.2.3. Sean f : (C,,0) — (C.,0') y g : (C.,0") — (C/,0") homomorfis-

mos. Entonces
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« gof=gof;
« Ide, = Idpc.).

Demostracién. i) Mostremos que g o f = go f. Para probar esto, necesitamos mostrar

que para cada clase de equivalencia [c] € H, (C.), tenemos que g o f([c]) = g(f([c]))-

Comenzamos con el lado izquierdo de la ecuacién. Por definicién de la funcién in-
ducida, tenemos que go f([c]) = [g o f(c)]. Para el lado derecho tenemos primero
que f([c]) = [f(c)], y luego aplicamos g a este resultado para obtener g(f([c])) =
g([f()]) = [g(f ()] = lg o f(0)].

i1) Sea [c¢] € Hp(C,), donde ¢ € Z, es un ciclo en C,.

Por la definicion de la funciéon inducida, tenemos:

Ide, ([c]) = [Ide, (¢)] = [¢] = Idn,(c.)([c])

Por lo tanto, Ide, = Idg,c,)- O

2.3 El lema de la serpiente y el teorema funda-
mental del dlgebra homolégica

En esta seccion mostraremos dos resultaldos fundamentales del algebra homologica:
el lema de la serpiente y el teorema fundamental del algebra homoldgica. Utilizaremos
el lema de la serpiente para demostrar el teorema fundamental, siendo este 1ltimo una
piedra angular en este campo. Este teorema sera la clave para desbloquear calculos

en los grupos de homologia méas adelante en nuestro estudio.

Lema 2.3.1. (Lema de la serpiente) Suponga que en el siguiente diagrama las

filas son sucesiones exactas:

A v Z a Z! 0
o1 O 02 O 03
0 A ¢ Zs v Zs
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Entonces existe un homomorfismo 9§, : Ker (05) — Z;/Im (0;) tal que la siguiente

sucesién es exacta

Ker (04) " Ker (02) — ", Ker (0s) U

)

L 20/ Tm (8)) — s Zo) i (8) —2s 73/ Tm (D)

donde ¢” y 1" son las restricciones de ¢’ y ¢’ en Ker(0;) y Ker(d,) respectivamente.

Ademés ¢ y 1 son los homomorfismos inducidos por ¢ y 1 de la siguiente manera:

¢ (x+1Im(dy)) : = ¢(z) + Im (D) ,
O (x +Im(ds)) : = ¥(x) + Im (33).

Demostracion. Para tener una mejor idea de la prueba, consideremos el siguiente

diagrama
Ker(0,) v Ker(ds) AN Ker(0s)
A v z v Z 0
o1 02 03
0 Z d Z v 7

Z0/Tm(D) — Zo/Tm() —" Zs/ Im(0s)

Como vemos, la “serpiente” estd dada por la sucesion senalada con la flecha roja.
Demostraremos este lema en tres etapas, como sigue:

Etapa 1: Mostremos que ¢” (Ker(d;)) C Ker(0s). En efecto, seay € ¢" (Ker(0,)),
luego existe z € Ker(0;) tal qye y = ¢"(x). Dado que = € Ker(0;), se tiene que
01(x) = 0. Por otro lado 05(y) = 02 (¢"(x)) = ¢ (01(c)) = 0. Por tanto, y € Ker(d,).
De manera andloga se verifica que ¢ (Ker(0ds)) C Ker(03).

Ahora veamos que ¢ estd bien definida. Cuando definimos ¢ en una clase de

equivalencia, elegimos un representante z de la clase y definimos ¢([z]) = [¢(2)].
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Pero necesitamos asegurarnos que esta definicion no dependa de la eleccién del rep-
resentante. Es decir, si 2’ es otro representante de la misma clase de equivalencia,
entonces necesitamos que [¢(2)] = [p(2')] en Za/ Im (0s).

Dado que z y z’ estan en la misma clase de equivalencia en Z; / Im (0, ), estas clases
difieren por un elemento de Im (9;), es decir, existe un ciclo ¢ tal que 2’ = z + 9;(c).
Basta ver que ¢ (Im(0;)) C Im(0s). En efecto, sea z € Im(d;). Entonces existe

y € Z; tal que x = 0y(y). Luego

¢(x) = ¢ (01(y)) = 92 (¢ (y)) € Im(Ds).

Esto muestra que ¢ estd bien definida y de manera analoga se verifica que v estd bien

definida.

Mostremos que la sucesién es exacta en Ker(0s), es decir, mostremos que Im(¢”)
Ker(¢"). Claramente 9" 0 ¢” = 0, dado que son las restricciones de ¢’ y ¢ en Ker(0;)

y Ker(02) respectivamente y sus composiciones ya son cero. Por tanto Im(¢”) C

Ker(¢").

Mostremos ahora la contenencia contraria. Sea = € Ker(¢”). Entonces
V() = ' (x) =0

Asi, x € Ker(¢) = Im(¢') por exactitud en Z). Luego, existe ¢; € Z] tal que
¢ (c1) =z, pero ¢(d1(c1)) = a(¢/(¢1)) = Do) = 0, y por tanto ¢(y(c1)) = 0. Dado

que ¢ es un homomorfismo inyectivo, se tiene que 9;(c1) = 0, esto es, ¢; € Ker(0,).
Entonces ¢”(c1) = ¢'(c1) = z, y por tanto z € Im(¢”). Concluimos que la sucesién
es exacta en Ker(ds).

Ahora, veamos la exactitud en Z,/ Im(0;), para ello debemos probar que Im(¢) =

Ker(v).
Primero, note que si [z] € Z;/Im (0), entonces
o d([2]) = ¥ (¢(x) + Im(0,))
= (¢(x)) + Im(5)
=0+ Im(0s)

= [0].
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Por lo tanto, por Proposicién [2.2.1], tenemos que Im(¢) C Ker(1)).
Probemos ahora que Ker (ﬂ) C Im (5) En efecto, sea x + Im(d;) € Ker (@),

entonces

Y(z) + Im(0s) = ¢ (x +Im(0s)) = 0.

Se sigue que ¥ (z) € Im(0s). Por definicién de imagen, existe ¢; € Z} tal que 05(c}) =
¥(x), y por la sobreyectividad de 9" existe ¢ € Z} tal que ¢'(c}) = ¢. Es claro que
x+Im(0y) = x — Oa(c}y) + Im(0s), dado que 05(ch) € Im(d,). Por lo tanto

Y (2 — Oa(cy)) = ¥(x) — ¥ (0a(c}))
= (x) — 05 (V'(ch))
= Y(x) — 03(c3)
= P(z) — Y(x)
=0

Asi, © — O0y(d,) € Ker(y) = Im(¢) por exactitud, y luego existe ¢; € Z; tal que

¢(c1) = x — Oa(cl), entonces

¢ (c1+1m(d)) = ¢(z) + Im(9,)
=T — 82<C/2) + Im((b)

En conclusion, z +Im(0s) € Im (5) Hemos demostrado que la sucesion es exacta en
Zy/ Im (0s).

Etapa 2: Definamos el homomorfismo d.. Sea ¢; € Ker(ds), entonces, por la
sobreyectividad de ¢ existe ¢, € Z} tal que ¢/(c}) = ¢4, luego &, € (') (), aqui
usamos la notacién (')~ para indicar un elemento cualquiera de la imagen inversa
de ¢§ bajo ¢'; no quiere decir que 9’ sea invertible), ahora tomemos la imagen de
¢y bajo 0y y verifiquemos que estd en el kernel de v, para encontrar un c¢; tal que

¢(c1) = 02(cy). Veamos esto como sigue:

P (0a(ch)) = 05 (V'(cy)) = 05(c) = 0.
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Por tanto 0y(c,) € Ker, y dado que ¢ es inyectiva por el Ejemplo [2.1.1], existe un
unico ¢; € Z; tal que

¢(c1) = Oa(c5).

Entonces se tienen las siguientes cuentas:

er = ¢ (Da(ch) = 67" (3 (W) ()

(67 0 b0 (1)) ().

Por tanto definimos d, : Ker (05) — Z;/Im (0;) como sigue:

0s(z) = (¢7" 0 Dy 0 (¢) ) (x) + Im(0))

Es necesario verificar que d, estd bien definida puesto que por la sobreyectividad
de ¢’ escogimos un ¢, € Z,, por tanto, veamos que esta eleccion no genera ningin
problema.

Sea ¢j € (¢')"(c}), entonces ¢, — ¢ € Ker(¢') = Im(¢') por exactitud, luego
03(ch) — Du(cl) € By(Im(¢)) < B(0n(2))).

Por tanto, la preimagen de 0y(c,) — da(chy) en Z; vive en Im(0;), asi que d,(ch) =
0.(cy) v se sigue que esta funcion estd bien definida.

Etapa 3: Una vez definimos el homomorfismo de conexion ¢, mostremos exactitud
en Ker(03) y Z1/Im(0;) como sigue.

Para mostrar exactitud en Ker(ds), por definicién, mostremos que Im(¢”) =
Ker (d,).

i) Mostremos que Im (1) C Ker (d,), o de manera equivalente, que d, o )" = 0.

Sea x € Ker (0s), entonces:

0, (V' (x)) = (67 0 Byo (v)71) (¥"(x)) + Tm(3)
= ¢ (Os(x)) + Im (D))
= ¢71(0) + Im(d)
=0+ Im(0,)

= 0.
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i1) Mostremos ahora que Ker (4,) C Im (¢"). Sea x € Ker(d,), entonces

d.(x) =0
¢t odyo () Hx)+Im(d)) = 0+ Im(dy).

Por tanto ¢t o dy o (¢')"!(x) € Im (9;). Entonces existe ¢, € Z], tal que 9;(c}) =
¢t odyo (¢)Hx). Luego

6 (01(c) = (07 0 D20 (V) M(x)) = 02 () '(2)).

Pero ¢ (@(c))) < Bu(¢/(c})). por lo que se sigue que (¢/)~}(z) — ¢/(c}) € Ker (dy),
luego:
V(@) @) = ) =0 () (@) =07 () @) ==
Por tanto = € Im (¢").
Ahora mostremos exactitud en Z; / Im (0, ), es decir, veamos que Im (6,) = Ker (5)
i) Mostremos que Im (J,) C Ker @), para ello, comprobemos que ¢ o d, = 0. En
efecto, sea x € Ker(0;), entonces d,(z) = (¢ 0Dy 0 (¢')71) (x) + Im(0;), luego

¢ (0.(x))

¢ (67 00 () (@) + Im(0n))
6 (07" 00 (1) () +1m (D)
9y 0 (¢") 7 () + Tm(d,)
19,
Y

2(4") 7 () + Im (3)
= 7 (9(x)) + Im (9s)
=97 (0) +Im (0s)

— 0+ Tm (3)

=0.

ii) Mostremos que Ker (¢) C Im (4,). Si x + Im(d)) € Ker (), entonces ¢(z +
Im(8;)) = ¢(z) +Im(8y) = 0, por lo que ¢(z) € Im(d,). Luego existe ¢, € Z, tal que
Os(ch) = B(x), ast

W (Da(ch)) = 05 ('(ch)) = ¥ (¢()) = 0.
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Por tanto ¢'(c,) € Ker(ds). Aplicando d., se tiene que

0. (V(ch)) = (&' 0 Dao (¥)71) (¢/(ch)) + Tm(dh)
= ¢~ 0 Dy(cy) 4+ Im(d)
= ¢! (D2(ch)) + Im(0y)
= ¢ (6(x)) + Im(dy)

Por tanto = + Im(0;) € Im(d,) lo que finaliza la prueba. O

El lema de la serpiente nos proporciona una herramienta poderosa para estudiar
las relaciones entre los grupos de homologia de diferentes complejos de cadenas. Sin
embargo, a veces queremos entender la estructura interna de un solo complejo de ca-
denas. Para esto, introducimos el concepto de exactitud de una sucesion de complejos

de cadenas.

Definiciéon 2.3.1. Decimos que una sucesiéon de complejos de cadena

c, L p, 2, ¢

es exacta en D, si en dimension p

es exacta en D, para todo p € Z. La sucesion inicial se dice que es exacta, si es

exacta en todo complejo de la sucesion.

La definicién de exactitud en un complejo de cadenas nos proporciona una forma
de entender cémo los R—moddulos individuales en un complejo estan conectados entre
si. Sin embargo, a veces queremos entender como una funcién individual en un
complejo puede influir en la estructura global del complejo. Para esto, consideremos

el siguiente lema.
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Lema 2.3.2. Sea (C,,d) un complejo de cadenas. Se tiene que el operador frontetra
9, : C, = C,_1 induce una funcién 9, : C/Im(0yy1) — ker(0,_1) de la siguiente
manera. Dado un elemento = + Im(0,,1) en C,/Im(9,41), la funcién 0, mapea este

elemento a 0, () en ker(d,_1). Ademads, se cumple lo siguiente:

ker(d,) = H,(C,) v ker(d,_1)/Im(d,) = H,_1(C.).

Demostracion. Dado que im(0,,4+1) C ker(0,) v im(0,) C ker(9,,—1), el operador fron-

tera 8, induce un mapa 9, de la siguiente manera:
Cy/im(0yy1) — Cy/ ker(0,) = im(0,) C ker(0,_1).

Note que la funcién 9, estd bien definida porque para cualesquiera dos representantes
de x + Im(0py1) = y + Im(0,41) en C,,/ Im(0,11), esto es © — y € Im(0,11), es decir,

existe z € Cyyq tal que 0,41(2) = z — y. Ademds, se tiene que :

Dado que Lo anterior se sigue del hecho que 0, o0 9,41 = 0 por la propiedad de los
complejos de cadena. Por lo tanto, la funcién inducida 9, estd bien definida.

Se calcula facilmente que ker(0,,) = ker(d,)/im(0y+1) = H,(Cy) y ker(0,-1)/1im(9,,) =
Hn—l(c*)‘ D

Ahora que hemos explorado cémo los homomorfismos entre complejos de cadenas
pueden inducir homomorfismos en sus respectivos grupos de homologia, podemos pre-
guntarnos qué sucede cuando tenemos una sucesion exacta de complejos de cadenas.

Esto nos lleva al teorema fundamental del algebra homoldgica.
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Teorema 2.3.1. Si 0 A, ¢ B. v C. 0 es una sucesion exacta

de complejos de cadena, entonces existen homomorfismos

Oup + Hy (Ci) = Hp1 (As)

tales que la sucesion

es exacta.
Demostracion. Suponga que la sucesion de complejos de cadena

0 A 2B Y, 0

Figura 2.1

es exacta. Dado que A,,B, y C, son complejos de cadena, podemos expandir la

anterior sucesiéon como sigue:

Op+1 %t A
bp Up
0 A, B, Cp 0
p a, oy
0 A g L o
— Ay — B,y — Cpoy —— 0
8[,,1 8;/; 1 8;;/71
0 A, 22 g, o 0
. p—2 p—2 p—2 E—
Figura 2.2
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Por la exactitud en la Figura [2.1] se sigue que el cada cuadro de la Figura [2.2) es
conmutativo. Aplicando el Lema [2.3.2] dado que se tienen funciones

Op: Ay — Ap,l;ﬁ]’g : B, = B, 1;0) : C, — C,_y,

1, Yp
entonces se tiene el siguiente diagrama

op / Up V7
Ap/Im(Op41) —— Bp/Im(8),,) —— Cp/Im(J;,,)

[ |7 |2
Ker(9,_1) — " Ker(d, ;) — " Ker(d!_,)
donde gb;_l, 1,1 son las restricciones de ¢, 1 y ¥, respectivamente, ademas, Dy Uy
son los homomorfimos inducidos por ¢, y 1, respectivamente.

Mostremos que 1, es sobreyectiva. En efecto, sea [y] € C,/Im(), ), asi que y es
una clase de equivalencia de la forma ¢ +Im(9,, ) para algtin ¢ € C,. Dado que ¥,
es sobreyectiva, existe un elemento b € B, tal que 1,(b) = ¢. Considere el elemento

x =0b+1Im(d,,,) en el dominio de 1,. Luego

Up(x) = ¢p(b+Tm(0),4)) = ¥p(b) + Im(0,) = ¢ +Im(Ty4,) =y

Por lo tanto, para cada elemento y en el codominio, hemos encontrado un elemento
z en el dominio tal que 1,(z) = y, lo que demuestra que 1, es sobreyectiva.

Ahora, mostremos que ¢}, ; es inyectiva. Para demostrar que la funcién ¢, ,
es inyectiva, sean a,b € Ker(d,_1) tal que ¢, ,(a) = ¢, ,(b), esto significa que
bp-1(a) = ¢p1(b), ya que ¢;,_, es la restriccion de ¢, 1. Dado que ¢,_; es inyectiva,
si ¢p_1(a) = ¢p_1(b), entonces a = b. Por lo tanto ¢;,_, es inyectiva.

Dado que ¢, ; es inyectiva y 1, es sobreyectiva, tenemos el siguiente diagrama

d’ip / d}ip /!
A/ Im(0py1) —— B,/ Im<ap+1) —— Cp/ Im( p+1) —0

[ I |2
¢ v,

0 —— Ker(0,-1) — Ker( ;/;71) — Ker( 1/7/*1)

Figura 2.3
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Ahora, veamos que el anterior diagrama es conmutativo, es decir, mostremos que
a9, o ¢, = ¢, © 0p y ademds que 0 01, = Yy, 00,

i) Mostremos que 5]/) odp = ¢, 0 dp. Elijamos un elemento arbitrario x +
Imd,; € Ay/Imd,,1. Debido a la comnutatividad de la Figura se tiene que
0,0 ¢p = ¢p—100p, dado que la funciéon ¢, ;| es una restriccion de la funcién ¢, 1, se

obtiene la igualdad 8], 0 ¢, = ¢, ; 0 J,. Luego

O(p(x +ImDpyr)) = 0 (¢p(x) +Im ), )

=0, (¢p(x))
= ¢p1(0p(2))
p-1(0p(@ +Tm dp)).
Lo cual finaliza esta parte de la prueba.
i1) Mostremos ahora que 5;,’ othp =1h,_j 0 8’ Para ello, tomamos un elemento

arbitrario y + Imd,,, € B,/Im3d,, ;. Por la comnutatividad de la Figura se
tiene que 9 (¥, (y)) = ¥p-1(9,(y)). Dado que la funcién ¢}, es una restriccién de la

funcién v, 1, se obtiene la igualdad 9, (v,(y)) = v¥;,_1(9,(y)). Luego

8y (Gpy +Tm,,1)) = 3, (y(y) +1Im )
9”(wp(y))

~1(0,(y))

= @/Jp {0y +1m ).

Lo cual finaliza la demostracién, por tanto, los cuadros en la figura conmu-

tan. Ahora, mostremos exactitud en B,/Imd,,,. Para ello debemos mostrar que
Im (ngp) = Ker (%)
Mostremos que Im (gbip) C Ker (%) Sea y € Im (QTp) Luego existe a +Im 0,41 €
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A,/Tm d,; tal que ¢, (a +Imd,,;) = y. Entonces

Go(y) =y (@ (a + TmDpi))
=y (‘bp(a) +Im 8;1/7+1)

= 1y (¢p(a)) + Im Qgﬂ
=0+1Ima),,
=0.

Esto muestra que y € Ker (%)
Para mostrar que Ker (%) C Im (ngp), procedemos como sigue: Sea x+1Imd, ., €
Ker 1, es decir

Up (2 + 1m0y, ) = vp(a) + Imdl,, =0,

por lo que ¥,(7) € Im ), ;. Asi, existe ¢ € Cpy1 tal que 97, (c) = P,(z). Ahora,
por la sobreyectividad de la funcion .4, existe b € B,y tal que 1,+1(b) = c. Note
ahora que

r+Imd, , =x—0,,,0b)+Imd,,,,

pues 9,,,(b) € ImJ,,,. Entonces

Uy (= 3y (0) = pl@) — ¥y (01 (1))
= () — i1 (Ypya (b))
= 1y(z) — f%l( c)
= () — Pp(2)
=0.

De lo anterior se sigue que = — 01’9“( ) € Ker(¢,) = Im(¢,). Por exactitud en B,,

existe a € A, tal que ¢,(a) =z — 9,,,(b), asi que

oy (a+Tmd,, 1) = ¢p(a) +Im o
@;H(b) + Im 6]/3“

=xr+Imd,,,

29



Queda demostrado que Ker (Jp) C Im (gbj,) y por tanto la sucesién es exacta en
B,/Ima,,,.

Ahora, verifiquemos que la sucesién del diagramatambién es exacta en Ker( ;,_1).
Para ello debemos verificar que Im(¢/,_;) = Ker(¢, ;).

i) Para demostrar que Im(¢/, ;) C Ker(¢,_,), basta con ver que v, ; o ¢, ; =0,
lo cual se debe a v, y ¢, son restricciones de v, 1 y ¢,1 respectivamente, y que
por hipétesis se tiene que ¢,_1 0 ¢,_1 = 0. Por tanto se tiene lo que se queria probar.

ii) Ahora veamos que Ker(y), ;) C Im(¢) ;). Sea y € Ker(¢;, ;). Entonces

y € Ker(0,,_,), pues es el dominio del homomorfismo ¢, ,. Luego

7/’;—1(9) = ;;—1(9) = 0.

Se sigue que ¥,_1(y) = 0, esto es y € Ker(¢,—1) = Im(¢,_1) por la exactitud de la

sucesion en B,_;. Por tanto, existe x € A,_; tal que ¢,_1(x) = y. Ademas

Gp2 (Dp-1(2)) = 0y (Bp1(2))
= 81/9—1(9)
=0.

Dado que ¢,_5 es un homomorfismo y ademas es inyectivo, se tiene que 9,_;(z) =0,

es decir z € Ker(d,_;) y también

Bp1(2) = Ppa(2) = y.

Se concluye que y € Im(¢;, ), lo que muestra la exactitud en Ker(9,,_,).
Por tanto hemos verificado que el diagrama cumple todas las hipodtesis del
lema de la serpiente, asi que existe un homomorfismo 4., tal que la sucesién azul a

continuacion es exacta
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Ker 5p — 5 Ker 5]’0 — » Ker 5}’0’

| | |
A, b B, Up C,

/ /!
Im 0,11 Imd,,, Im 94

|
b, b, s
o Y,

—1 —1
0 —— Kerd,_y —— Kerd, | —— Kerd) ,

J J |

L Ker 8p71 Im 5]/0 Kel" 61/),_1
Im 0, Kerd,_, Im o)

Usando el Lema se obtiene la siguiente sucesién exacta:

Kerd, = H,(A,) Kerd, = H,(B,) Kerd, =H,(C,)

Ademés
Kerd,_4 Im 57/3 Ker 0/,
m — 4dp-1 ( p) m — 4dp-1 p) W — tip-1 (Cp)

Por tanto, se tiene que

H,(Ay) —— H,(B,)) —— H,(Cy) T

Sup

L Hy 1 (Ay) —— Hy1 (By) —— Hyp1 (Cp)

Como lo anterior vale para todo p € Z se sigue el resultado esperado, es decir, la

sucesion

es exacta. O

El teorema fundamental del algebra homolégica nos ensenia que sucesiones exac-
tas cortas de complejos de cadena inducen sucesiones exactas largas en grupos de

homologia.
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2.4 Homotopia entre homomorfismos de comple-
jos de cadena

En esta seccién nos adentraremos en la relacion entre dos homomorfismos y como
su homotopia puede influir en su comportamiento en el contexto de los grupos de
homologia. Aunque esta secciéon es breve, estd llena de ideas profundas que son

fundamentales para nuestra comprension del algebra homoldégica.

Definicién 2.4.1. Diremos que dos homomorfismos f,g : (C.,0) — (C.,0') son

homotépicos, si existen homomorfismos h,, : C, — €}, para todo p € Z, tales que
Jo—9p= a;l/J-‘rl 0 hy + hy-1 00,
para todo p € Z.

Como ya es usual, entendamos mejor esta definicién por medio de un diagrama

Op+1
CP+1
1— 1
Sp+1—9p+ hy
/
/ 8PJrl
p+1

Con la anterior definicién llegamos al siguiente resultado, muy importante en
el contexto de los grupos de homologia, que posteriormente sera de mucha ayuda.
Recordemos por la Proposicién [2.2.2] que los homomorfismos entre complejos de ca-
dena inducen homomorfismos en los grupos de homologia, esto nos lleva a la siguiente

proposicién.

Proposicién 2.4.1. Sean f, g : (Ci,0) — (C.,0') homomorfismos homotoépicos. En-
tonces f, = g,, donde

Tpv?p : H, (C.) — H, (C.)
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Demostracion. Sea [c] € H, (C.), es decir, ¢ € Z, < C,. Entonces
Fo(€) = gp(c) = Oy (hp(€)) + hp1 (9p(0)) -
Dado que c € Z,, = Ker 9,, se sigue
fo(©) = gp(c) + 8,y (hp(c)) -
Ademds 0, (Hy(c)) € F), se concluye que
[fo(e)] = [gp(c)].

Esto termina la prueba. O]

Lo que nos dice la anterior proposicién, es que funciones homotoépicas inducen la

misma funcién en los grupos de homologia.
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Chapter 3

Homologia

En este nuevo capitulo nos centraremos en la homologia singular de espacios topologi-
cos, un concepto central en la topologia algebraica. Comenzaremos con los simplejos,
que son las unidades basicas que usamos para descomponer espacios topoldgicos mas
complejos. Luego, introduciremos los complejos de cadenas singulares, que nos per-
miten organizar nuestros simplejos en una estructura coherente.

A partir de ahi, definiremos los grupos de homologia singular y exploraremos
conceptos como la homologia de un punto, la homologia reducida y la invarianza
por homotopia. Estos temas nos ayudaran a entender como diferentes espacios estan
relacionados entre si.

También abordaremos temas méas avanzados como la homologia relativa y la es-
cision. Finalmente, presentaremos la sucesion de Mayer-Vietoris, un resultado que
nos permite calcular los grupos de homologia de espacios complicados a partir de
espacios mas simples.

A lo largo del capitulo, proporcionaremos ejemplos concretos y aplicaciones prac-
ticas para ilustrar estos conceptos abstractos. Nuestro objetivo es proporcionar una
comprension solida de la homologia singular y su utilidad en una amplia gama de

contextos.
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3.1 Simplejos

A continuacién definimos los objetos que son la pieza fundamental de esta teoria.

Definicién 3.1.1. Sea n un entero no negativo. Un n-simplejo es la envolvente
convexa (es decir, el convexo mas pequeno) de n+1 puntos vy, vy, ..., v, en R™ con

m > n que no estan todos en un mismo subespacio afin de dimensién menor que n.

A continuacién algunos ejemplos de simplejos:

'
(%1

U1

Vo Vg
° Yo Vo (%] s

(a) 0 - simplejo (b) 1 - simplejo (c) 2 - simplejo (d) 3 - simplejo

Figura 3.1: n-simplejos con n = 0, 1, 2, 3.

A los elementos vy, . . . , v, les llamamos los vértices del simplejo y dicho simplejo lo
denotamos como [vg, . . ., v,]. Note que los n-simplejos viven en R"*!. Explicitamente
tenemos:

[Voy -y vn] = {tovo + -+ + tyv, s t; > 0 para todo i,tg+ -+ t, = 1}.
Con lo anterior, podemos definir el n-simplejo estandar como
A" = eq, ..., ey

donde ey, ..., e, es la base candnica de R""!. Este n-simplejo serd una pieza clave
para definir la homologia singular.

Podemos entonces escribir al n - simplejo estandar en forma de conjunto como
sigue

A" ={(to, ... ,t,) € R™': > t; = 1;t; > 0 para todo i}

)

Para fines de homologia, sera importante realizar un seguimiento del orden de los
vértices de un simplejo, por lo que un n-simplejo realmente significara un n-simplejo

con un ordenamiento especifico de sus vértices.
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3.2 Complejo de cadenas singulares

Después de haber explorado los simplejos y sus propiedades, estamos listos para dar
un paso mas y considerar como estos simplejos pueden interactuar en un espacio
topologico. En esta seccion, introduciremos el concepto de un complejo de cadenas
singulares, que es una herramienta esencial en la homologia singular. Comenzaremos

con la definicién de un n-simplejo singular en un espacio topologico X.

Definicién 3.2.1. Sea X un espacio topologico. Un n-simplejo singular en X, es

una funcién continua o : A" — X.

Abusaremos de la notacién y consideraremos como n-simplejo singular en X a
cualquier funcién continua o : [vg, ...,v,] — X, definida en un n-simplejo no nece-
sariamente el estdndar. Si estrictamente quisiéramos tener solo funciones definidas en
A" hariamos una composicion con la funcion lineal que envia ey, ..., e,11 a0, ..., U,
respectivamente.

Ahora podemos definir las n-cadenas singulares de X. Estas son sumas formales de

n-simplejos singulares, y nos permiten construir los complejos de cadenas singulares.

Definicién 3.2.2. Sea X un espacio topolégico y R un anillo conmutativo con uni-
tario. El R-mo6dulo libre generado por el conjunto de n-simplejos singulares estéd dado
por

Cn(X) = {Z rio; | m€Z, r; € R, o; es un n-simplejo singular} )

i=1
A los elementos de C,(X) se les llama n-cadenas singulares.
A continuacion consideramos la siguiente sucesion de R-modulos libres generados

por los conjuntos de n-simplejos singulares:

s O (X) 2 (X)) 2 o 2 (X, (3.1)
Definimos ahora 0, : C,,(X) — C,_1(X) como sigue: dada o : [vg,...,v,] = X,

definimos

(3.2)
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donde o es la restriccién de o al (n — 1)-simplejo singular

a[vo7---@,---,vn
[Uo,. ey U4y et ,’Un] = {UU,. N O J A OF T ,’Un].
Luego, la funcién 0, se extiende a todo C,(X) por linealidad.

Proposicién 3.2.1. El operador frontera definido en (3.2)) cumple que 9,100, = 0,

para todo n > 1.

Demostracion. Basta mostrar que 9,1 o d,(0) = 0 para todo n-simplejo singular o.

En efecto:

0ul0) = 2 (-1)' 0

=0
On1(0,(0)) =S (-1) 0 <a ~ )
i=0 [’U(),...,’Ui,...,vn]
=0 — 0 + ..
[50, s iy oy 0] [00, 01, ey By o 0]
+ (_1)2'—1 o
[Uo Uly eeey EJ\i_1 fL)\Z ...,’Un]
+ (—1)i0 L
[Uo, Vly oo s Uiy Vg1, -on ,’l)n]
+ (=)o ...
[0071)17 ,a‘,viﬂ,%\wz, ,Un]
=> - (Vo
j<’i vo,...,vj,...,vi,...,vn]
+3 () (=1 e
j>i [UO,..‘ﬂ)i,...,'Uj,.‘.7Un:|
=0.

El motivo por el cual resulta en cero, es porque cualquier sumando que aparezca en
la primera sumatoria aparece con signo opuesto en la segunda por el desface en los

indices. O

Una vez verificada esta proposicion, entonces concluimos que el complejo (3.1)) es
en realidad un complejo de cadenas, el cual llamaremos el complejo de cadenas

singulares de X.
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Veamos algunos ejemplos de estos R—moddulos de los complejos de cadenas sin-

gulares. Tenemos:

Co(X) = “Combinaciones lineales de 0-simplejos singulares”

= R - modulo libre generado por los puntos de X.

Podemos darnos cuenta de que estos R—moddulos pueden ser muy grandes, por ejem-

plo si X es un espacio infinito, como R. Ahora:

C1(X) = “Combinaciones lineales de 1-simplejos singulares”

= combinaciones lineales de caminos orientados en X.

En este caso si nuestro espacio es la esféra, ;cliantos caminos orientados pueden
haber en la esféra?, la respuesta a esa pregunta es una cantidad no numerable, lo cual
reafirma la idea de que estos R—mddulos pueden ser demasiado grandes.

Una vez tenemos un complejo de cadena podemos tomar sus grupos de homologia

gracias a la Proposicion [2.2.5] A estos grupos los denotaremos como
H,(X;R) := H,(C.(X)) n > 0.

Estos seran llamados los grupos de homologia singular de X. En particular,
H,(X;R) es el n-ésimo grupo de homologia singular de X con coeficientes
en R.

Ahora vamos a considerar una situacion en la que tenemos una coleccién de com-
plejos de cadenas. En particular, nos gustaria entender cémo se comporta la ho-
mologia cuando consideramos la suma directa de estos complejos. Este escenario es
especialmente relevante cuando estamos estudiando un espacio que tiene varias com-
ponentes arco-conexas, ya que cada componente puede contribuir a la homologia del
espacio total. La siguiente proposicién nos proporciona una herramienta valiosa para

calcular la homologia en tales casos.

Proposicién 3.2.2. Sea (C{,0%),.,; una colecciéon de complejos de cadena de R-

modulos. Entonces la siguiente sucesion
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(6% aa
-—>@C§®4@L>@Cﬁ_l M, e

acl a€el

es un complejo de cadenas, el cual denotaremos como (C,, d), donde C,, = @ C) con
acl
operador frontera 0, = @05, el cual esta definido como sigue:

EB(?" Ca)a = (05(¢a))a-

Ademas la homologia de este complejo (C,, 0) estd dada por

H,(C,) = H,(C).

ael

Demostracion. Para verificar que (Cy, ) es un complejo de cadenas, debemos verificar
que 0, 0 0,11 = 0. En efecto:

0,00, = (@) o (@01) - Doz 021

acl ael acl

pero como (C¢,0%) es un complejo de cadenas, tenemos que 05 o 95, ; = 0 para todo

a € . Por lo tanto, se tiene que

D0, 0 0,1) =P0=0.

acl acl

Asi, (Cy,0) es un complejo de cadenas.

Finalmente, veamos que la homologia del complejo esta dada por @ H, (C). Por
definicién, la n-ésima homologia de un complejo de cadenas es el coci?)flée del n-ésimo
grupo de ciclos por el n-ésimo grupo de fronteras. En nuestro caso, tenemos:

z(@®c)-@ze v R (Be)-BRC

acl a€cl ael ael

Por lo tanto, la homologia del complejo es

i (@c:) - 2 (@c:) /m (@)

o (@z <cg>) / (@F (Cf))
- SB (Z,(C) JF, (C))
— SB H, (C$)
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Por lo tanto, hemos demostrado que la homologia del complejo es @ H,(C) lo cual
acl
finaliza la demostracion. m

La proposicién anterior nos proporcioné una herramienta valiosa para calcular
la homologia de la suma directa de complejos de cadenas. Ahora, vamos a aplicar
este resultado a un escenario mas concreto, si tenemos un espacio topologico que se
puede descomponer en componentes arco-conexas. Esta situacién es comin en la
practica, ya que muchos espacios de interés pueden descomponerse de esta manera.

La siguiente proposiciéon nos muestra como calcular la homologia de dicho espacio.

Proposicién 3.2.3. Sea X un espacio topolégico y sean {X, : @ € I} sus compo-
nentes arco conexas. Entonces
Ho(X;R) =P Hu(Xo; R),
ael

para todo n > 0.

Demostracion. Dado que la imagen de cada ¢ : A" — X es un subconjunto arco-
conexo de X (porque cada simplejo es arco-conexo), la imagen de o debe estar con-
tenida en una unica componente arco-conexa X, de X. Entonces C,(X) se puede
descomponer como la suma directa de los C,(X,) para todos los a € I, es decir
Ch(X) = @Cn(Xa).
acl
Por otro lado, los homomorfismos frontera d,, preservan esta descomposicion, esto

es 0,(Cn(Xa)) C Cr1(Xa) para todo a € I. Por lo tanto, C.(X) = €D Cu(Xa).
acl
Finalmente, aplicando la Proposicion [3.2.2| se tiene que H,(X) = @5 H,(X,)

acl
para todo n > 0. O

3.3 El 0-ésimo grupo de homologia

Después de explorar varios conceptos fundamentales en algebra homoldgica, ahora
nos centraremos en un aspecto especifico: el 0-ésimo grupo de homologia. Este grupo

tiene una interpretacién geométrica muy intuitiva y nos proporciona informacion
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sobre la estructura de conectividad de nuestro espacio topolégico. En particular, nos
dice cuantas componentes arco-conexas tiene el espacio. La siguiente proposicion

formaliza esta idea.

Proposicién 3.3.1. Sea X un espacio topoldgico y R un anillo. Entonces Hy(X; R)

es una suma directa de copias de R, una por cada componente arco-conexa de X

Demostracion. Gracias a la Proposicion [3.2.3] basta con mostrar este resultado para
X arco-conexo, porque el caso general se sigue de descomponer en sus componentes
arco-conexas y usar la Proposicion [3.2.3

Por tanto, suponga que X es arco-conexo. Entonces consideremos la siguiente

sucesion

C1(X) SN Co(X) —— 0.

Por la definicién de homologia se tiene que
Definamos ahora la siguiente funcion

SZCQ(X)%R

Z n;,o; — an

Si X # @, es claro que va a existir por lo menos un 0-simplejo singular en Cy(X) y
por tanto € es sobreyectivo. Afirmamos que Im d; = Kere. En efecto:

i) Mostremos que Im 9; C Kere. Sea o : A — X un 1-simplejo singular, es decir,
un elemento de la base de C;(X). Luego

— 0
[v1]

e(01(0)) =¢ <0

>:1—1:O,
[vo]

lo cual finaliza esta parte de la demostracion.

i1) Veamos que Kere C Im 0;. En efecto, suponga que

€<Znioi> Y -0
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Dado que cada o; es un O-simplejo singular, lo podemos identificar con un punto de
X. Fijemos 7y € X. Para cada i € I, escojamos un camino 7; : A — X tales
que 7;(0) = 2o y (1) = oy, el cual existe pues X es arco-conexo. Definamos ahora

o9 : AY — X como la funcién constante z. Entonces 0;7; = 0; — 09, ¥ luego

O (Z ni%’) = Z nio; — Z ni0o
= Z n;04,

lo cual se sigue porque Y. n; = 0. Queda probado entonces que Y n;o; € Im 9, y por

tanto Im 0y = Kere. Luego por primer teorema de isomorfismo
R= C()(X)/KGI'8 = C()(X)/IIH&I = H()(X)
m

La anterior proposicién es muy importante, ya que nos muestra que Hy(X) puede
ser facil de calcular si conocemos la cantidad de componentes arco-conexas del espacio

que estamos considerando.
Ejemplo 3.3.1. Hy(S': R) £ R.
A continuacién, veamos un ejemplo de un espacio con n componentes arco-conexas

Ejemplo 3.3.2. Considere un espacio topolégico X que es la unién disjunta de n
copias de S, es decir, X = X; U X, U...UX,, donde cada X; es homeomorfo a
S1. Cada copia de S! es una componente arco-conexa, por lo que hay n componentes

arco-conexas. Entonces, Hy(X; R) = €D Ho(X;; R) es una suma directa de n copias

i=1
de R.
Finalmente, veamos un ejemplo del caclulo de homologia de un espacio discreto.

Ejemplo 3.3.3. Considera el conjunto de los niimeros racionales Q con la topologia
discreta. Cada punto forma una componente arco-conexa, por lo que hay infinitas
componentes arco-conexas. Entonces, si denotamos cada punto por X, tenemos que

Q= U X, donde I es el conjunto de indices que recorre todos los puntos racionales.
acl
Por lo tanto, Ho(Q; R) = @D Ho(X,; R) es una suma directa infinita de copias de R.

acl
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3.4 Homologia de un punto

Ahora nos centraremos en un caso particularmente simple pero fundamental: la ho-
mologia de un espacio que consta de un solo punto. Este caso puede parecer trivial,
pero en realidad es de gran importancia. Nos proporciona una base sobre la cual
podemos construir nuestra comprensiéon de espacios méas complejos. La siguiente

proposiciéon nos da el resultado para este caso.

Proposiciéon 3.4.1. Sea X un espacio el cual contiene solo a un punto, es decir
X = {z0}. Entonces

R, sin=0;
H,(X;R) =
0, sin#D0.

Demostracion. Para cada n > 0 tenemos un solo n-simplejo singular o, : A" — X,

la funcién constante xy. Note que

On(on) = A (—1)ian_1

0, si n es impar;
On_1, Silmn es par.
Luego el complejo de cadenas singulares se ve como sigue

f f

R R "R R, R 2.0

Entonces es claro que Kerd = R y
Ho(X;R) =Kerdo/Im0 = R.

Ademads, en cualquier otro lado Ker 0 = R y la imagen de f es R, entonces H,(X; R) =
0 para todo n > 0. O

3.5 Homologia reducida

En esta seccién hablaremos, en primera instancia, de la homologia reducida, la cual es

una variante de la homologia singular y es de mucha ayuda al momento de calcular la
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homologia de un espacio. En otras palabras, muchas veces resulta méas 1til considerar

la homologia reducida que la homologia singular.

Definiciéon 3.5.1. Sea X un espacio topoldgico y R un anillo conmutativo con uni-
tario. Los grupos de homologia reducida de X con coeficientes en R, que se denotan

H,(X; R), son los grupos de homologia del siguiente complejo

e Ou(X) 2 O () I (X)) B O0l(X) D Co(X) S R0 (3.3)

donde el homomorfismo ¢ : Cy(X) — R esta dado por:

(L) =30,
i i
el cual es conocido como el homomorfismo de aumentacion

Observaciéon: Como mencionamos al principio de esta secciéon, la homologia
reducida es una variante de la homologia singular y esto se ve a través de la siguiente

relacion:

H,(X;R) = H,(X;R), Yn > 1,

por lo cual, la diferencia entre la homologia singular y la reducida esta en el grupo

H,.
Ejemplo 3.5.1. Si X = {z¢}, ya habiamos visto que

R, Sin=0;
Ho(X; R) =
0, Sin # 0.

Pero la homologia reducida del espacio que solo consta de un punto es cero para todo

n, lo cual se verifica como sigue:
Es decir, se tiene que la siguiente sucesion

O%Im@l *>00<X) £ R 0

es exacta, por lo que el complejo dado en (3.3) es exacto en Cy(X), por tanto

Ho(X:R) =0y asi H,(X;R) =0 para todo n.
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Dado que en (3.3) se tiene que € o 0; = 0, esto induce un homomorfismo ¢ :

Hy(X; R) = R con kernel Hy(X, R), esto lleva a la siguiente sucesion exacta corta

0 —— Ho(X,R) —— Hy(X,R) —— R 0

Donde € es sobreyectivo y ¢ es inyectiva. Dado que € es sobreyectivo, existe
g € Ho(X) tal que £(g) = 1. Definimos s : R — Hy(X) por s(n) = ng. Este es un
homomorfismo de grupos tal que € o s = Id. A continuacién, definimos el siguiente

homomorfismo

o(a,n) — w(a) + s(n).

Veamos que ¢ es inyectiva. En efecto, suponga que ¢(ay,n1) = ¢(az, ng), note que

€ot=0. Luego

ni = &(s(ni))) = (1)) + &(s(n))) = &(d(ai, ns))-

Entonces ny = ng, por lo que t(a;) = t(az). Como ¢ es inyectiva, se sigue que a; = as.

Finalmente, verifiquemos que el homomorfismo ¢ es sobreyectivo.

Sea h € Hy(X). Definimos n = £(h). Entonces &(h — s(n)) = £(h) — &(s(n)) =
n —n = 0, por lo tanto h — s(n) € ker(¢) = im(¢), es decir, h — s(n) = i(a) para
algin a € Hy(X). Esto muestra que ¢(a,n) = h. Asi, se sigue que Hy(X,R) =
Ho(X,R)®R.

Por tanto el 0-ésimo grupo de homologia reducida es diferente al grupo de ho-

mologia singular por diferencia de una suma directa de R.

3.6 Funtorialidad

Después de explorar la homologia de espacios topoldgicos especificos, ahora nos cen-
traremos en cémo las funciones entre espacios topolégicos inducen funciones entre
sus complejos de cadenas y grupos de homologia. Este es un aspecto crucial del al-
gebra homoldgica, ya que nos permite entender como los espacios topologicos y sus

estructuras de homologia se relacionan entre si.
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Consideremos f : X — Y una funcién continua y R un anillo. Entonces para

cada n > 0 tenemos una funcién fy ,, definida como:

f#m : Cn(X) — Cn(y)

o fgnoo=foo.

Luego extendemos esto linealmente, es decir

Zniai > Znifoa.
Podemos ver esto a través del siguiente diagrama
A —T 5 X
f

f#mg
Y

Claramente fx es un homomorfismo de R-moédulos, por lo tanto podemos sacar

un diagrama como sigue:

c— Cp(X) —— O (X) Ci(X) —— Cp(X) —— 0
lf#,n lf#,na lf#,l T#.0
—— CR(Y) —— C 41 (Y) C1(Y) —— Co(Y) —— 0

Queremos ver que esto es en realidad un homomorfismo de complejos de cadena,
es decir, debemos verificar que el diagrama conmuta, en cada nivel n. Tomamos un
elemento de la base de C,,(X), y luego tenemos

f#m (Zn:(—l)i o | [vo,...,@,...,vn]>

1=0

fin (00 (0))

(—1)i fooll|vey. .., Viy... 0]

I

s
I
o

O (f#.n(0))

Por tanto hemos demostrado la siguiente proposicion
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Proposicién 3.6.1. Toda funcién continua f : X — Y induce un homomorfismo de

complejos de cadena

Fam 1 C(X) = CY).

Por la Proposicién [2.2.2] sabemos que homomorfismos de complejos de cadena
inducen homomorfismos en lo grupos de homologia, por lo que se tienen homomor-

fismos

fon = fo s Ho(X) = Hy(Y).

Finalmente, examinaremos algunas propiedades fundamentales de estos homomorfis-

mos inducidos.

Proposicién 3.6.2. Sean f : X — Y yg:Y — Z funciones continuas entre espacios

topoldgicos. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:
* (fogly=Taogs
o Idy = Ide, (x).
e (fog)=fiog..
o Id, = Idp, (x).
Demostracion. Mostremos cada una de las partes como sigue:

e Veamos que (f o g)x = fu o gx. En efecto, para un simplejo o : A" — X,

tenemos que
(foglu(o)=(fog)oo=fyo(goo)= fulgu(o)) = (fsog94)(0)
luego por linealidad, esto se extiende a todas las cadenas.

e En segundo lugar, probemos que Idy = Ide,(x). En efecto, para un simplejo

o: A" — X, tenemos que
Idy(o) =1doo =0 = Ide,(x)(0).
por la propiedad de linealidad, esto se extiende a todas las cadenas.
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e Queremos mostrar que (f o g), = f. o g.. Recordemos que los homomorfis-
mos inducidos en homologia, f. y g, estan definidos por f.([c]) = [fu(c)] ¥
9+([c]) = [g4(c)] para cualquier clase de equivalencia [¢] € H,(X) y [c] € H,(Y)
respectivamente. Entonces, para cualquier clase de equivalencia [¢] € H,,(X),

tenemos que

(f o 9)([c]) = [(f o g)#(c)]
= [fa(gx(c))]
= f(lgz(0)])
= f«(g:([c]))
= (fuo g)([e]).

Por lo tanto, (f o g)s = f« © gs.

 Finalmente, queremos mostrar que Id, = Idgy,x). En efecto, para cualquier

clase de equivalencia [c] € H,(X), tenemos que

1d.((¢]) = [Idg(c)] = ] = Idu,x([c).

ASi, ]d* = ]dHn(X)

3.7 Teorema de invarianza por homotopia

El teorema de invarianza por homotopia nos dice que funciones homotépicas inducen
la misma funcién en homologia. Ademas, como una consecuencia inmediata, se tiene
que dos espacios que sean homotopicamente equivalentes tienen grupos de homologia
isomorfos.

A continuacion, veamos algunas definiciones que nos ayudaran para comprender

el teorema de invarianza por homotopia.

Definicién 3.7.1. Sean X e Y espacios topologicos y f,g : X — Y funciones con-
tinuas. Decimos que f y ¢ son homotdpicas (f ~ g) si existe una funcién continua

H:X x1—Y tal que:
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e H(z,0) = f(x), Vx € X,
e H(z,1)=g(z), Vo € X.
La funcién H es llamada una homotopia entre f y g.

Lo que nos dice esta definiciéon es que podemos “deformar” f en g a través de la

aplicacion H, en un intervalo de una unidad de tiempo.

Definicién 3.7.2. Sean X, Y espacios topoldgicos. Una funciéon f: X — Y es una
equivalencia homotdpica si existe una funcién g : ¥ — X tal que fog = Idy y

gof=ldx.

Cuando existe una equivalencia homotoépica entre espacios X y Y, decimos que
estos espacios son homotépicamente equivalentes, y se usa la notacion X ~ Y.

A continuacién veamos una tres definiciones que nos serviran mucho mas adelante.

Definicién 3.7.3. Una funciéon continua r : X — A de un espacio topoldgico X a
un subespacio A, tal que la restriccion de r a A es la identidad en A, es llamada una
retraccion, es decir, r(a) = a para todo a en A. En tal caso, se dice que A es un

retracto de X.

Figura 3.2: A es un rectracto de X

Definiciéon 3.7.4. Un subespacio M de un espacio topolégico X es un retracto por
deformacion de X si existe una homotopia H : X x I — X entre la identidad de X

y una retraccion r : X — M.
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X x (1) /\

X xI ¢ M xI o N :
X x {0} M
Idx

Figura 3.3: Rectracto por deformaciéon
Finalmente, veamos la definicién que mas se usara posteriormente en el desarrollo
de este trabajo.

Definicién 3.7.5. Un subespacio A de un espacio topologico X es un retracto por
deformacion fuerte de X si existe una homotopia H : X xI — X entre la identidad

de X y una retraccién r : X — A tal que:
e H(z,0) =z para todo x en X;
e H(z,1) € A para todo = en X;

e H(a,t) = a para todo (a,t) en A x [0, 1].
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X x (1) /\

X xI Ax1T N :
X x {0} A A
Idx

Figura 3.4: Retracto por deformacién fuerte

Teorema 3.7.1. Si dos funciones f,g : X — Y son homotdpicas, entonces inducen

los mismos homomorfismos f. = g, : H,(X) — H,(Y), para todo n > 0.

Demostracion. La parte clave de la demostracion consiste en dividir a A™ x I en una
coleccién de (n + 1)-simplejos. Veamos algunos casos particulares de esta division.

En el caso que n = 1, a A! x I lo sub-dividimos en 2-simplejos como sigue:

Wo wn Wo w1
, wy
Vo U1 Vo
Vo U1
Figura 3.7: [vg, v, w1 ]
Figura 3.5: Al x [ Figura 3.6: [vg, wo, w1]

Note que al hacer la interseccién [vg, wo, w1]N[ve, v1, w1 ] resulta un simplejo de dimen-

sién menor, en este caso el 1-simplejo [vg, w1]. Ademds, veamos que este 1-simplejo

es la grafica de la funcion
@Yo - Al — I

(tg, tl) — tl
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En efecto,

{(to,t1,t2) = ta = o (to, t1)} = {(to, t1,t2) : ta =11}
= {(to,tl,tl) . (to,tl) c Al}

Para el caso en que n = 2 hacemos la divisién de A? x I en 3 - simplejos como sigue:

.
wy !

wy

= vy

(IR
Vo LN o

Figura 3.8: A% x [ Figura 3.9: [vg, v1, v, wo]

vy N Vg

Figura 3.10: [vg, v1, w1, wo] Figura 3.11: [vg, wo, wq, wo

Anélogo al caso anterior, [vg, 1, Vg, wa]N[vg, V1, W1, W] = [vg, V1, Wal. ¥ [vo, V1, W1, Wa]N
[V, wo, w1, wa| = [vg, w1, wa).

Ahora, hagamos las siguientes consideraciones en el caso general. En A™ x [,
definimos [vy, ..., v,] := A™ x {0}, es decir, como todo los puntos de la “base”; y
[wo, ..., wy,] = A" x {1} como el “techo”. Note que (graficamente) cada v; esta
exactamente debajo de cada w;.

Siguendo la idea para el caso n = 1, se puede ver que, en general, el n-simplejo

[V0, -+, Vi Wit 1, - - ., wy] es la grafica de la funcién ¢; definida como sigue :

(tO)atn)'_}tH-l—{'—i_tn
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Note ademas que la grafica de ¢; estd por debajo de la grafica de la funcién
wi—1, es decir ¢; < ¢;_1, lo cual se debe a que hay mas sumandos. Luego, la regién
entre estas graficas es [vg,..., v, w;, ..., wy| el cual es un (n + 1)-simplejo porque
w; & [vo, ..., Vi, Wiy, ..., wy,]. La manera de ver esto es que w; no esta en la gréfica
de la funcién ¢;

Luego, tenemos la cadena de desigualdades
O=¢n<pna1 < <o < g =1

Entonces tenemos que A" x [ es la union de los [vg, ..., v, w;, . .., wy].
Dado que f ~ g, por definicion, existe una homotopia F': X x [ — Y entre f y
g. Consideremos un n-simplejo singular ¢ : A™ — [ y tenemos entonces la funcién

Fo(oxId):A"xI—=Y:

Arx -2 x o F Ly

(p,t) ——— (o(p),t) —— F(o(p),t)

La restriccion Fo (o x Id)|[vg, ..., v, w;, ..., w,] define un (n+1)-simplejo singular
en Y, para i = 0,...,n. Luego, “pegamos coherentemente” estos (n + 1)-simplejos
para definir el operador prisma P, : C,(X) — C,1(Y) dado por la siguiente

f6rmula
n

P,(o) :Z(—l)iFo (o x Id) | [vo, ...,V Wiy ..., wy].

i=0
Dado que tenemos funcién continua f : X — Y entre espacios topologicos, entonces

por la Proposicién [3.6.1] f induce un homomorfismo de complejos de cadenas fu ,, :
C.(X) — C.(Y), y de manera similar g induce un homomorfismo de complejos de
cadenas gz, : C.(X) — C.(Y).

Ahora, veamos que P, es una homotopia entre fu, v g4n, es decir, satisface que

fun — Gpn = Opy10 P+ P,_100,, paratodon > 0.
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Para facilitar la notacion, sea G := F o (¢ x Id). Luego

=0
= Z (_1)Z an-&-l (G |[v0 ..... Vi y Wi yeers wn}>
=0
=> (-1 (Z (=1 G lfug. vt wn])
i=0 =0
n ) n+1
+> (=1 ( D G D S wn]>
1=0 j=i+1

Por otro lado se tiene

Pnfl o 871(0) = Z (_1)] Pn,1 (J ‘[vo ..... Z;\]- ..... vn})

Analicemos el caso cuando 7 = 0. Resulta

n—1

P (0 |1.02,..., vn}) => (-1)'Fo (0 |[o1,02,... n] XI) | 1,021,505 08,00

1=0

+ Fo (0 |['U17'U27--~y'Un] XI) |[7)17'U27U3---7'Ui7wi7wn]

+ (—1)n71FO (U |[v1,vg,“.,vn] X[) ’[1}1,’[}2 ..... VUn ,Wn

Observemos que si tenemos una funcion f: A — B tal que S CT C A, se sigue que

(f |1) |s= fs. Esto permite simplificar los términos de la anterior sumatoria, puesto
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que
(U |[v1,v2,... ,Un) XI) |[v1,v2,,..,vi,wi,wn]: Fo (0- X I) |[v17v2,.,.,vi,wi7...,wn}

Esto se aplicara en cada caso que se necesite. Una manera de ver esto de forma

geométrica es como sigue:

Nos damos cuenta que, por ejemplo, restringir (o |, v X1) a [vi, wi, ws] es lo
mismo que restringir (o x I) a [vy, wy, we]. Por tanto, en el caso anterior cuando j = 0
nos resulta

n—1

Z (_1)iF o (o x1) |[v1,v2..-,v¢,w¢,wn] .

=0

Haciendo los calculos, nos damos cuenta de que para j = 1, resulta que
Pn,1 (U |[v0,v2,4..,vn]) =Fo (0 X [) |[v0,wo,fﬁ1,w2,...,wn]
n—1 )
+ Z (_]')Z Fo (U X I) |[vo,;)\l,...,vi,wi,...,wn] .
i=2

De manera general se tiene

<
—_

~
V0 e+ 5Vi s Wi 5ee 05V ey W]

1=

(=1) Fo (o x 1) |

- i—1
+ Z (_1) Fo (U X I) |[vo,...,ﬁj,...,vi,wi,...,wn] :
i=j+1
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Por tanto,

Pa1000(0) =X (=1 Pt (0 [y
j=0
n Cfi-] A

= Z (_1)] ( (_1>Z Fo (U X I) |[vg,...,vi,wi,...ﬁ)\j,,..,wn])
j=0 =0
j=0 i=j+1

= Z (_]‘)j (_]‘)Z Fo (U x I) |[vo,...,vi,wi,.‘.,%\j,...,wn]
1<j

+ Z (_1)j (_1)i—1 Fo (O’ X ]) |[vo...@,...,vi,wi,...,wn]
i>]

Ademas, note que

n

P, 10 0,(0)+0u110 P,(0) :Z Fo (o x I
i=0

- Z Fo (0 X [) ‘[vo,...,vi,ﬁ;i,“.,wn]
1=0
=Fo (0% I)|wo,..w

n]

—Fo (‘7 X I) |[vo7---,vn}

Luego, Fo (o x Id) | [0, wo, - - ,w,)], es precisamente goo = g4(0),y —F o (o x Id) |
[Vg, -+, Un, Wy] €s —f 00 = —fu(o). Asi, se ha verificado la igualdad en (3.7),
por tanto P, es una homotopia entre fu, v gx,. Aplicando la consecuencia de la

Proposicién [3.6.1] se tiene el resultado deseado. []
Corolario 3.7.1. Si f : X — Y es una equivalencia homotopica, entonces

fo: Ho(X) — H,(Y),
es un isomorfismo para todo n > 0.

Demostracion. Suponga que f : X — Y es una equivalencia homotdpica, entonces

existe una funcion g : Y — X tal que fog = Idy y go f = Idx, luego por teorema
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de invarianza por homotopia y propiedades de funtorialidad se sigue:

(gof), = (dx)-

Gx © fo = Idm, (x)

Ademds (fog), = (Idy).

f* O g« = ]dHn(Y)

Por lo cual se tiene que f es biyectiva, dado que es un homomorfismo, se sigue que f

es un isomorfismo. 0
A continuacién, veamos un ejemplo practico de lo anterior.

Ejemplo 3.7.1. Sea X un espacio topoldgico el cual es homotopicamente equivalente
a un punto, es decir X es contractil. Entonces

R, Sin=0;
Hy(X;R) =

0, Sin # 0.

Para ver esto, procedamos como sigue: Dado que X es contréctil, existe una equiv-
alencia de homotopia f : X — {x¢}, donde {z(} es un espacio que contiene solo un
punto. Por la definicién de equivalencia de homotopia, existe una funcién inversa
g :{zo} — X tal que fog es homotdpico a la identidad en {x¢} y go f es homotdpico
a la identidad en X.

Ahora, la funcién inducida en homologia f. : H,(X) — H,({xo}) es un isomor-
fismo para todo n. Entonces se tiene

R, Sin=0;
Hy(X; R) =

0, Sin # 0.
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3.8 Homologia relativa

Ahora definamos la homologia relativa, la cual es también una variante de la ho-

mologia singular y a la vez, es una generalizacién de la homologia reducida.

Definiciéon 3.8.1. Si X es un espacio topoldgico y A es un subespacio de X, diremos
que (X,A) es un par (o pareja) de espacios topolégicos, o simplemente un

pareja.

Notemos que C.(A) es un subcomplejo de C,(X), por lo cual podemos considerar

el cociente entre estos R—modulos. Asi, llegamos a la siguiente definicién:
Definicién 3.8.2. Al complejo
Ci(X,A) :=Cu(X)/C(A),
se le conoce como el complejo de cadenas singular de la pareja (X, A).
Se puede ver que en dimensiéon n se tiene
CulX, A) = Cu(X)/Ca(A),

donde el operador frontera 0 entre estos R—moédulos es el inducido en los cocientes,

es decir, 0 : C,,(X, A) = C,,_1(X, A) estéd definida mediante

9,([0]) = [On(0)],

donde ¢ es una n—cadena singular en X. Asi, podemos considerar los grupos de

homologia del complejo C.(X, A) y, de hecho, definimos
H,(X,A):=H,(C.(X,A)),

los cuales se conocen como los grupos de homologia de la pareja (X, A).

A continuacion, consideremos la sucesion exacta corta de complejos de cadena

0 —— Cu(A) — C(X) —L C(X,A) —— 0,
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donde el homomorfismo 7 en el diagrama es la inclusién. Esto significa que ¢ mapea
cada cadena singular en A a la misma cadena singular en X.

Por otro lado, el homomorfismo j esta definido por el cociente: toma una cadena
singular en X y la mapea a su clase de equivalencia en el cociente C.(X)/C.(A) =
C.(X,A). En otras palabras, j “olvida” si una cadena singular en X estaba en A.

Aplicando el teorema fundamental del dlgebra homoldgica tenemos la siguiente

sucesion dada en el siguiente teorema

Teorema 3.8.1. Sea (X, A) un pareja de espacios topoldgicos, entonces se tiene la

siguiente sucesion exacta

D Hy(A) —2 H(X) —2 Ho (X, A) =2 H, (A —— -
donde i, es la funcién inducida por la inclusién, j, es la inducida por el cociente y o,
es el homomorfismo de conexién.

Observacién: Los grupos de homologia de la pareja son cero si y solo si el homomor-
fismo inducido por la inclusién 7, es un isomorfismo. Luego, los grupos de homologia
de la pareja nos dicen qué tan diferentes son los grupos de homologia del subespacio

en referente al espacio.

Ejemplo 3.8.1. Sea X un espacio topolédgico y o € X. Entonces
Ho(X {x0}) 2 Hy(X), n>0.

Esto se puede demostrar utilizando la sucesion exacta larga de la homologia rela-

tiva para el par (X, {zo}), esto es:

= H,({zo}) = Ho(X) = Ho (X, {z0}) = Hoo1({x0}) = Hpoa (X)) — -

Dado que {zp} es un punto, sus grupos de homologia son triviales para n > 0,
y para n = 0, tenemos que Hy({zo}) = R. Por lo tanto, la sucesion exacta larga se

simplifica a:
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0— H,(X)—= Hy(X,{z0}) =0

paran >0,y

0— R— Ho(X) = Ho(X,{z0}) =0

para n = 0. Estas sucesiones exactas cortas nos dicen que las funciones H,(X) —
H, (X, {zo}) son isomorfismos para todon > 0, y que la funcién Hy(X) — Ho(X,{zo})
es un homomorfismo sobreyectivo.

Por otro lado, los grupos de homologia reducida ﬁn(X ) se definen como el kernel
del operador frontera 0 : C,,(X) — C,,_1(X) en el complejo de cadenas aumentado.
Esto significa que H,(X) = H,(X) para todo n > 0, y Ho(X) = Hy(X)/R.

Por lo tanto, podemos concluir que los grupos de homologia relativa y los grupos

de homologia reducida son isomorfos para todo n, es decir, tenemos que:

H,(X), n > 0; H,(X), n>0; _
Ho(X, {zo}) = = = H,(X)

Hy(X)/R, n=0, |Hy(X) n=0,

3.9 Homologia de pares topolégicos

En esta seccién, exploraremos la homologia de pares topolégicos, estudiando cémo las
funciones continuas inducen homomorfismos en la homologia relativa. Este estudio
es crucial ya que nos permite simplificar los calculos en los grupos de homologia y
obtener una mejor comprensién de la estructura topologica de los espacios. A través
de este enfoque, podremos demostrar una proposicién importante que relaciona la
homotopia y la homologia, y examinar un ejemplo que ilustra estos conceptos en el

contexto de los espacios de disco y esfera.

Definicién 3.9.1. Una funcién “de parejas” f: (X, A) — (Y, B), es una funcién
continua tal que AC Xy BCY y f: X —Y tal que f(A) C B. Ademés, decimos
que f ~g¢g:(X,A) — (Y, B) si existe una homotopia h : (X x I,Ax I) — (Y, B)
tal que H(x,1) = f(z) y H(z,0) = g(z) para todo z € X y ademas H(A x I) C B.
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Existen homomorfismos inducidos para la homologia relativa al igual que en el caso
no relativo, o “absoluto”. Un funcién f: X — Y con f(A) C B, o mas concisamente
[ (X,A) = (Y, B), induce homomorfismos f; : C,(X,A) = C,(Y,B) ya que la
funcion fy : C,(X) — Co(Y) lleva C,,(A) a C,,(B), por lo que obtenemos una funcién
bien definido en cocientes, fy : C,(X,A) — C,(Y,B). La relacion f;0 = 0fy se
mantiene para cadenas relativas ya que se mantiene para cadenas absolutas. Por la
Proposicién [3.6.1] tenemos homomorfismos inducidos f, : H,(X, A) — H,(Y, B).

Por tanto se tiene el siguiente diagrama

0 —— Ci(A) —— Cu(X) —— C.(X,A) —— 0

[ s |4

0 — C(B) — C.(Y) —— C.(Y,B) —— 0

Hemos establecido que una funcién f : (X, A) — (Y, B) induce homomorfismos
en la homologia relativa. Ahora, si consideramos dos funciones homotopicas f y g,

es natural preguntarse como se relacionan sus homomorfismos inducidos.

Proposicién 3.9.1. Sean f,g : (X,A4) — (Y, B) funciones de parejas. Si f ~ ¢
entonces

fon = guen  Ho(X, A) — H,(Y, B),
para todo n > 0.

Demostracion. Primero, recordemos que si f ~ g : (X, A) — (Y, B), entonces existe
una homotopia H : X x I — Y tal que H(z,0) = f(z) y H(z,1) = g(x) para todo
x € X,y ademds H(A x I) C B.

El operador prisma P, de la prueba del teorema de invarianza por homotopia lleva
Cn(A) a C,11(B), y por lo tanto induce un operador prisma relativo P, : C,,(X, A) —
Cni1(Y, B).

Para ver esto, consideremos una cadena ¢ € C,(X, A). Entonces ¢ es una suma
de n-simplejos en X que evitan A, es decir, ¢ = Y, n;0; donde cada o; : A" — X

es un n-simplejo que evita A. Entonces P(c) es una suma de (n + 1)-simplejos en
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Y que evitan B, es decir, P(c) = 3, n;P(0;) donde cada P(c;) : A" — Y es un
(n + 1)-simplejo que evita B. Por lo tanto, P lleva C,,(A) a Cy41(B).

Dado que solo estamos pasando a grupos cocientes, la férmula 0P + PO = gu —
f4 sigue siendo vélida. Para verificar esto, consideremos una cadena ¢ € C,(X).

Entonces
(OP + PO)(c) = 0P(c) + PO(c)
=0 niP(oi) + an (90;)
= Zzn OP(0;) + an (00;)
_ ;mgoai ~fou,)
= (g% — f4)(0).

Por lo tanto, las funciones fx y g4 son homotépicamente equivalentes, y por lo
tanto inducen el mismo homomorfismo en grupos de homologia relativa. Esto se sigue
de la Proposicion [3.6.1] que establece que si dos funciones son homotopicas, entonces

inducen el mismo homomorfismo en homologia. O
A continuacién veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.9.1. Consideremos la pareja (D", dD"). Dado que D" = S"1), en-

tonces tenemos la siguiente sucesion:

eV H(S™Y) ——— Hy(DY) T

[% H,(D",S" ') —— H, (S"') —— H, (D") —— ---

Ahora, recordemos que un espacio topologico X es contractil si es homotépica-
mente equivalente a un punto. Esto significa que existe una homotopia H : X xI — X
tal que H(x,0) = x para todo = € X y H(z,1) = o para algin punto fijo 2o € X y
todo x € X.

En el caso del disco unitario en R", denotado por D™, podemos definir una tal

homotopia por H(z,t) = (1 — t)x para todo z € D" y t € I. Aqui, I = [0,1] es el
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intervalo unitario. Esta homotopia satisface las condiciones requeridas: H(z,0) = x
para todo x € D" y H(xz,1) = 0 para todo x € D", donde 0 es el origen en R".
Por lo tanto, D™ es contractil y por el Ejemplo [3.7.1| sus grupos de homologia son
triviales en todas las dimensiones excepto en la dimension cero. Por tanto, se tiene

que H,(D") = H,_1(D") =0sin—1>0. Asi, se sigue que
Hn(Dn, Snfl) o~ Hnil(snfl)’

sin—1>0.

3.10 Escisiéon y sucesion de Mayer-Vietoris

En el campo de la homologia singular, uno de los pilares fundamentales es el Teorema
de Escision. Este teorema establece una relacion entre los espacios topolégicos X, A
y Z, donde A es un subespacio de X y Z es un subespacio de A tal que la clausura de
Z en A es un retracto por deformacién de la clausura de Z en X. Es una herramienta
indispensable para el calculo de los grupos de homologia. Su importancia radica
en su capacidad para simplificar los calculos al permitirnos “escindir” o “cortar” un
subespacio Z de un espacio dado X, reduciendo asi la complejidad del problema.
En otras palabras, nos permite ignorar ciertas partes “irrelevantes” de un espacio al
calcular la homologia. Esto es especialmente 1til cuando el espacio X es complicado,
pero la diferencia X — Z es mucho mas simple. En tales casos, el Teorema de Escision
nos permite calcular la homologia de X a partir de la homologia de X — Z.

La demostraciéon del Teorema de Escision en homologia singular implica un desvio
técnico bastante largo que involucra una construccion sofisticada conocida como sub-
division baricéntrica. Esta construccién permite calcular grupos de homologia uti-
lizando simples singulares mas pequenos. Sin embargo, en el contexto de este trabajo,
no realizaremos la demostracion completa del Teorema de Escision. Esto se debe a
que hacerlo requeriria la introducciéon de muchas definiciones adicionales y algunas
proposiciones cuyas demostraciones también son extensas. Este enfoque haria que el
desarrollo del trabajo se volviera méas largo y posiblemente mas dificil de seguir. Sin

embargo, para aquellos interesados en los detalles completos de esta demostracion,
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pueden consultar el libro de [Hatcher| en la pagina 119. Aunque no profundizaremos
en la demostraciéon completa aqui, es importante tener en cuenta la utilidad y la

importancia del Teorema de Escision en el estudio de la homologia singular.

Teorema 3.10.1. (Escisién) Sean Z C A C X tales que la clausura de Z esta

contenida en el interior de A, entonces
(X —-Z,A-7)—= (X,A)

induce isomorfismos

H,X-Z,A-7)— H,(X,A)
para todo n.

A continuacién se enunciarda un teorema que sera de mucha utilidad a la hora de
realizar calculos. En este trabajo, no proporcionaremos una demostraciéon completa
de la sucesion de Mayer-Vietoris. Aunque es un resultado fundamental en homologia
singular, su demostracién requiere la introducciéon de varias definiciones y proposi-
ciones adicionales que extenderian significativamente el alcance de este trabajo. Sin
embargo, para aquellos interesados en los detalles completos de esta demostracion,
pueden consultar en ([0, pp. 125]). A pesar de que no profundizaremos en la de-

mostracion, veremos un ejemplo de aplicacién de esta.

Teorema 3.10.2. (Sucesién de Mayer-Vietoris) Sea X un espacio topoldgico y

sean U,V C X abiertos tales que X = U U V. Entonces la siguiente sucesion es

exacta
e S HLUNV) —2 Hy(U)® Hy (V) —2 s H(X) ﬂ
L )
H, (UNV) —* ... Ho(UNV) ——— Hy(U) & Ho(V) j

[—> Hy(X) —————— 0

donde «a(o) = (0,—0),8(c,7) =c+7yU = {U,V} y 0 es el homomorfismo de

conexion. Esta sucesion es llamada la sucesiéon de Mayer-Vietoris.
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3.11 Homologia de un cociente de espacios

Sea X un espacio topolégico tal que A C X. Entonces el espacio cociente X/A
consiste en “colapsar” A en un punto. Dado que X/A es un espacio topoldgico,
entonces tiene sentido hablar de sus grupos de homologia H,(X/A). Existe alguna

relacién con H, (X, A), en muchos casos, pero no siempre.

Definicién 3.11.1. Un par topoldgico (X, A), donde X es un espacio topoldgico y A
es un subconjunto de X, se dice que es un “par de retracto por deformacion de alguna
vecindad de X7 si existe una abierto U que contiene a A tal que A es es retracto por
deformacién fuerte de U.

Decimos que (X, A) es una pareja buena o un buen par si A es cerrado y

(X, A) es un par de retracto por deformacién de alguna vecindad de X.
Teorema 3.11.1. Sea (X, A) un buen par. Entonces la proyeccién al cociente
q:(X,A) = (X/A AJA)
induce un isomorfismo
¢ Hy(X,A) — H,(X/A, AJA),
para todo n > 0.

Demostracion. Sea V una vecindad en X que se retrae a A. Luego, tenemos el

siguiente diagrama conmutativo:

Hy (X, A) — D H (X, V) 8 H (X — AV - A

I Jb |

Ho(X/A, AJA) —P B (X/AVIA) <2 H (X/A— AJA,V/A — AJA)

La conmutatividad del diagrama anterior se sigue de las definiciones de las apli-
caciones de homologia y de como interactian con las inclusiones y las aplicaciones de
cociente.

Por ejemplo, la conmutatividad del cuadrado izquierdo del diagrama se sigue

de la definicién de las aplicaciones de homologia inducidas por las inclusiones y la
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retraccion por deformacién. La aplicacion f; es la aplicacion de homologia inducida
por la inclusion (X, A) < (X,V), y la aplicacién ¢ es la aplicacién de homologia
inducida por la aplicaciéon cociente ¢ : (X, A) — (X/A, A/A). Estas aplicaciones
son compatibles en el sentido de que aplicar primero f; y luego b es lo mismo que
aplicar primero ¢ y luego fo. Esto se debe a que ambas sucesiones de aplicaciones
representan la misma operacién topoldgica: pasar al cociente después de incluir A en
V. De manera similar se sigue la conmutatividad del otro cuadrado.

Nuestra meta es probar que ¢ es un isomorfismo. Para ello procedemos de la

siguiente manera:

o La aplicacion f; es un isomorfismo debido a la retraccién por deformacion de
V en A. Esta retraccién induce una equivalencia homotépica entre (X, A)
y (X,V). Esto se debe a que una retraccién por deformacién r : X — A
es una aplicacién continua tal que r(a) = a para todo a € A y existe una
homotopia H : X x [0,1] — X tal que H(x,0) = z, H(x,1) = r(x) para todo
x € Xy H(a,t) = a para todo a € Ayt € [0,1]. Esta homotopia induce una
equivalencia homotépica entre (X, A) y (X, V), y sabemos que una equivalencia

homotdpica induce un isomorfismo en homologia.

o La aplicacién f5 es un isomorfismo por un argumento analogo al anterior. La
retraccion por deformacién de A induce una retraccion por deformacion de
V/A en AJA. Esto se debe a que la retraccién por deformacién se preserva
bajo la operacion de cociente. Por lo tanto, si r : X — A es una retraccién
por deformacion, entonces la aplicacién inducida r' : X/A — A/A también es
una retraccion por deformacion. Por lo tanto, hay una equivalencia homotopica
entre (X/A, AJ/A) y (X/A,V/A), y esta equivalencia induce un isomorfismo en

homologia.

« La aplicacion f3 es un isomorfismo por el teorema de escision. Para aplicar este
teorema, necesitamos que la clausura de A esté contenida en el interior de V,
lo cual es cierto ya que A es cerrado. El teorema de escisiéon nos dice que la

inclusién (X —U,A —U) — (X, A) induce un isomorfismo en homologia para
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cualquier subconjunto U de X tal que la clausura de U esta contenida en el
interior de A. En este caso, podemos tomar U = A, porloque X - U =X - A
yA-U=A-A.

o La aplicacion f; es también un isomorfismo por el teorema de escision. En
este caso, podemos tomar U = A, por lo que X/A - U/A = X/A— AJ/Ay
VIA-—U/A=V/A—- A/A.

e La aplicaciéon a es un isomorfismo porque ¢ induce un homeomorfismo en el
complemento de A. Esto se debe a que la aplicacion cociente ¢ : X — X /A es

un homeomorfismo en el complemento de A, es decir, ¢ restringida a X — A es

un homeomorfismo a (X/A) — (A/A).

Para entender esto, consideremos la estructura del espacio cociente X/A como
la unién de (X — A) y A/A. Cada punto en X/A es o bien un punto en X — A,
o bien el tinico punto en A/A. Por lo tanto, la restriccién de ¢ a X — A es una

biyeccion a (X/A) — (A/A).

Antes de demostrar la continuidad de la inversa de ¢|x_ 4, definamos los con-
juntos abiertos en el espacio cociente X/A. Un conjunto U en X/A es abierto
si y solo si ¢7}(U) es un conjunto abierto en X. Esta es la topologfa cociente
inducida por ¢ en X/A. En otras palabras, la topologia en X/A es la més fina

topologia que hace que ¢ sea una funciéon continua.

Ahora, dado que ¢|x_ 4 es un homeomorfismo, su inversa es simplemente gt \( X/A)—(A/A)
(X/A) — (AJA) — X — A. Para cualquier conjunto abierto U en X — A,
(a7 (x/a)-(a74)) 1 (U) = q(U) es un conjunto abierto en (X/A)—(A/A), porque
¢ es un homeomorfismo y por lo tanto es continua. Por lo tanto, la inversa de

q|x_4 es continua.

Por la conmutatividad del diagrama, como a es un isomorfismo, entonces b también
es un isomorfismo. Finalmente, como b y 1 son isomorfismos, ¢ también debe ser un

isomorfismo. Esto completa la prueba del teorema. O
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Corolario 3.11.1. Sea (X, A) un buen par. Entonces se tiene la siguiente sucesién

exacta larga

Demostracion. Consideremos la sucesién exacta larga de la pareja (X, A)

e H(A) ——— Hy(X) )

L Hoy(X,A) —— Hy y(A) —— Hy (X)) — -

Ahora, tomamos homologfa reducida y se tiene que H,(X,A) = H,(X,A), por

tanto:

e S H(A) ——— Hy(X) 7

& Hy(X,A) —— Hy 1 (A) —— Hyp (X)) —— -

Pero ya hemos verificado que H,(X,A) = H,(X/A,AJA) = H,(X/A) y esto

finaliza la demostracion.
Veamos un ejemplo de aplicacion.

Ejemplo 3.11.1. Homologia de una esfera

~ R, Sin=y;
0, Sin #i.

]

Para ver esto, hagamos induccién sobre n. Si n = 0, entonces S° = {1, —1}, entonces

RHR Sii=0;

0, Si i £ 0.
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Pero entonces

— R, Sii=0;
H;(S% R) =

0, Sii#0.

Suponga ahora que el enunciado es cierto para algin n. Considere la pareja (D", 5",

la cual en una buena pareja, pues S™ es cerrado. Esto es cierto ya que S™ es la fron-

tera de D"*! y la frontera de un conjunto siempre es un conjunto cerrado. Ademas,

(D™ 8™) es un par de retracto por deformacién de alguna vecindad de D™ 1. Pode-

mos considerar la aplicaciéon de retraccion r : D" — S™ definida por r(z) = ﬁ

para x # 0 y r(0) = 0. Esta es una retraccién continua de D"*! sobre S™ y por lo

tanto (D!, S™) es un par de retracto por deformacion.

Dado que S"*1 = D"*1 /5" tenemos lo siguiente:

1
L ﬁn(sn-s-l) L Ei—l(sn) SN E—l(Dn—H) - ...

Ahora, sabemos que la homologia reducida del disco es cero, entonces se sigue que

0 es en realidad un isomorfismo, por tanto se tiene que para todo 7
H,(S"™) = H;_y(S")

Finalmente,

— — R, Sin=1i-1;

Hi(S™") = H;1(S") =

0, Sin#i—1.

R, Sin+1=y;

0, Sin+4+1#q.

Ahora, veamos otro ejemplo.

Ejemplo 3.11.2. Teorema del punto fijo de Brouwer: Toda funcién continua

f: D™ — D™ tiene un punto fijo, esto es f(x) = z para algin x € D"
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Por reducciéon al absurdo, suponga que f : D™ — D™ no tiene un punto fijo, esto

es f(x) # x para todo x de D". Entonces podemos determinar un vector f(x)z # 0.

Definamos ahora la funcién ¢ : D" — S™~1 de la siguiente manera

gp:D”—>Sn_l

z = M) (2 — f(2)) + f(2),

donde \(x) es un escalar que depende del punto z y representa la proporcion de vector
f(x)x necesaria para intersecar a S"~'. Ahora, ¢ serd continua por tanto cuando lo

sea A(z). Sabemos ademas que si y = o(z) se tiene que [ly|| = 1.por tanto
(@ = f(@)A(@) + f(2)]| = 1.
De lo cual se sigue que:
(x — f(2))?N(2) + f2(z) + 2(z — f(2)) M) f(2) =1

Dénde x = (x1,...... s xn) y f(x) = (fi(x),..., fu(x)) despejando A(x) tenemos:

—2 %0, (@i = fi(2)) fil2)] + ¢4 Sy (@ = fil@)? = AT, X0 (3 — fi2) () — 1)

2570 (= filw))®

Note que el denominador no puede ser completamente cero, porque sino f si tiene
un punto fijo. Ademadas sabemos que existen dos soluciones reales para A, las dos
intersecciones del vector con el borde del n-disco D™. Lo que nos asegura que el
discriminante 4 X7 | (z; — fi(x))* =427, >y (i — fi(x)? (f%(z) — 1) > 0. Porlo

tanto A es continua. A continuacién, consideramos el siguiente diagrama conmutativo:

¥

Dn Snfl

Sn—l

Aplicando H,,_; y considerando a R = Z se tiene
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H,(D") o H,(S")

o Id
Hn—l (Sn—l)
Por tanto se tiene
0 i Z
O Id
7

Lo cual es una contradiccion, lo que finaliza la prueba.

Ahora, veamos un ejemplo de aplicacién de la sucesiéon de Mayer-Vietoris.

Ejemplo 3.11.3. Considere el siguiente espacio topolégico X

Figura 3.12: Espacio en forma de “ocho”

Procedamos a calcular todos sus grupos de homologia. Por el Ejemplo [3.11.1} se

sigue que
R, Sin=0,1,
Hn(*gl;R) =
0, Sin#0,1.

Ahora, vamos a descomponer el espacio X como la unién de dos abiertos U,V de la

siguiente manera
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Figura 3.13: Descomposiciéon de X como unién de Uy V/

Es decir, los abiertos U y V' se ven de la siguiente manera

L O L

Figura 3.14: U Figura 3.15: V Figura 3.16: UNV
Ahora veamos de manera grifica que el espacio U es homeomorfo a S*. Esto se

vera como sigue

OGROING

Por tanto, los grupos de homologia del espacio U seran los mismos de S'. Anéloga-
mente se puede notar que el espacio V' es homeomorfo a S* (x). Ahora, veamos de
manera grafica que U NV es contractil, es decir, podemos colapsar el espacio a un

punto.

Por tanto, los grupos de homologia del espacio U NV, seran los mismos grupos
de homologia del punto que calculamos en el Ejemplo (#x). Ahora, hagamos uso

de la sucesion de Mayer- Vietoris para hacer los calculos de los grupos de homologia.
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Hy(UNV) —— Hy(U) ® Hy(V) —2— Hy(X) — 2 Hg@fm&/)]

9
L Hy(U) ® Hy(V) ——— Hy(X) ————— H(UNV)) ——— H(U) ® H\(V) 7

L H(X) —— Hy(UNV) —— Ho(U) ® Hy(V) ——— Ho(X) —— 0.

Figura 3.17: Aplicacién de Mayer- Vietoris al espacio X.

Gracias a las observaciones hechas en (x) y (#x), lo anterior se reduce como sigue:

)

0 —— Hy(X) 0 i

LO@O#HQ(X) 0 R@RU
E—)HI(X) R R&R R 0.

Del anterior diagrama podemos extraer la siguiente sucesion, la cual sabemos que

es exacta porque la sucesion de Mayer - Vietoris es exacta en cada R—moddulo.

0 —L H,(X) —2> 0.

Por la exactitud en H,(X) se tiene que
0 =Tm(f) = Ker(g) = Hn(X).

Asi, hemos obtenido que H,(X) = 0 para todo n > 2. De manera similar, vamos a

extraer la siguiente sucesion de la Figura [3.17]

0 —— R&R "~ H(X) "> R-—">+RoR-“+R 0.

Nuevamente, por exactitud de la sucesion, se tiene que Im(d) = Ker(k). La

funcién K estd definida de la siguiente manera

Ek:R—RO®OR

a— (a,a).
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Por tanto, por la misma definicién de la funcién k es claro que la funcion es inyectiva,

por tanto Ker(k) = 0, es decir, Im(J) = 0. Luego

0 —— R®R —— H\(X) —— 0.

Por los Ejemplos y se tiene que h es un isomorfismo, por lo que se sigue
que Hi(z) = R® R.
Finalmente, se obtuvo que los grupos de homologia del espacio X estan dados de

la siguiente manera:

R, Sin=0;

H,(X;R)={R®R, Sin=1;

0, Sin>1.
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