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Resumen

En este trabajo se realiza un estudio introductorio a la teoria de médulos, una estruc-
tura definida de manera andloga a la de espacio vectorial, reemplazando al cuerpo
por un anillo.

En primer lugar se conoceran definiciones, notaciones, resultados claves y necesarios
que nos ayudaran a entender la estructura de los moédulos finitamente generados
(M.F.G) sobre dominios de ideales principales (D.I.P). Este proyecto se centrard mas
que todo en la teoria de médulos, usando como herramienta principal la teoria de
anillos y teoria de grupos.

Finalmente veremos una aplicacion del teorema de descomposicién de modulos sobre
D.I.P en la forma canénica de Jordan y Racional. Es decir, se hard una relacién de
un resultado importante de la teoria de modulos a estructuras que hacen parte del

algebra lineal.
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Abstract

In this work an introductory study of module theory is made. A module is a structure
defined analogously to a vectorial space but replacing the field by a ring. First, we
provide some definitions, notations, and key necessary results which are going to help
us with the understanding of the structure of finite generated modules (F.G.M) over a
principal ideal domain (P.I.D). The focus of this project is the study of module theory,
principally by using tools like ring theory and group theory. Finally, an application
of the module decomposition theorem over P.I.D. to the Jordan and rational normal
forms is presented, i.e. we are going to establish a connection between an important

theorem of module theory and some linear algebra structures.
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Introduccion

En este trabajo queremos determinar la estructura de los médulos finitamente gene-
rados (M.F.G) sobre dominios de ideales principales (D.I.P). Se dard a conocer que
todo M.F.G puede ser descompuesto de dos formas como suma directa de submodulos
ciclicos. Cada una de las descomposiciones genera un conjunto de invariantes para
el médulo en estudio, es decir, dos médulos son isomorfos si y sélo si comparten los
mismos factores invariantes. Cada método de descomposiciéon lleva a una clasificacion
completa de los M.F.G sobre D.I.P (salvo isomorfismos).

Aclaramos que los modulos a considerar son unitarios.

El cuerpo del trabajo esta compuesto por tres capitulos. El primer capitulo se centra
mas que todo en la teoria de anillos. Seguiremos con la definicién formal de los
modulos, submédulos y cuando un submoédulo es finitamente generado, notaremos
la importancia de los homomorfismos de médulos y como podemos escribir a un
modulo como suma directa de submddulos. También estudiando los médulos libres
sobre D.I.P.

En el segundo capitulo, encontraremos resultados analogos al orden de un elemento
en un grupo y un subgrupo de torsion, descomponiendo a un M.F.G sobre D.I.P
como suma de un moédulo de torsiéon y un moédulo libre de rango finito. De igual
manera, descompondremos un submoédulo de torsién como suma de submodulos, lo
cual implica que cada elemento en ellos tiene orden una potencia de un primo p en
el anillo, luego enlazando resultados previos para ver que estos médulos los podemos
escribir como suma directa de modulos ciclicos.

Finalmente en el capitulo tres, estudiaremos una aplicacion del teorema de descompo-

sicién de médulos sobre D.I.P en dos de las formas cédnonicas (racional y de Jordan).



Capitulo 1

PRELIMINARES Y MODULOS

En este capitulo, encontraremos algunos resultados que han sido de gran importancia
para el estudio del teorema de descomposicién de médulos sobre dominios de ideales
principales, sin embargo, no enfatizaremos tanto en la demostraciéon de dichos resul-
tados; tal es el caso del lema de zorn que serd tomado como un axioma, asimismo
encontraremos las definiciones y notaciones necesarias para mayor claridad en este

proyecto.

1.1. LEMA DE ZORN

Definicién 1.1. Un orden parcial en un conjunto A estd dado por una relacion
< definida para ciertos pares ordenados de elementos de A tal que se satisfacen las

siguientes condiciones:
(i) a < a para todos los a € A (ley reflexiva).
(17) Sia<byb<a, entonces a ="b (ley antisimétrica).
(13i) Sia <byb<c, entonces a < c (ley transitiva).
En estas condiciones (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

En un conjunto parcialmente ordenado no por fuerza son comparables cada par de

elementos, esto es, para a,b € A no necesariamente se tiene a < bo b < a. Un conjunto



parcialmente ordenado A en el que cualquier par de elementos son comparables es
un conjunto totalmente ordenado y < es un orden total en A. Escribir a < b
denota a < b, pero a # b.

Un subconjunto C' de un conjunto parcialmente ordenado A es una cadena si cada
par de elementos a y b en C son comparables, esto es, sia < b o b < a (o ambos).
Sea B C A, un elemento u € A es una cota superior de B si b < u para todas las
b € B. Un elemento m € A es maximal si no existe a € A tal que m < a.

Sea B un subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado (A, <). Un elemento
e € B es un elemento minimo de B si e < b para todo b € B. Si todo subconjunto

no vacio de A tiene elemento minimo, entonces decimos que A estéd bien ordenado.

Teorema 1.1. Sea A un conjunto no vacio. Entonces existe un orden total < en A

tal que (A, <) es bien ordenado.
Demostracién. Véase [I] Hungerford pagina 14. B

Teorema 1.2. Sea (A, <) un conjunto totalmente ordenado. El sucesor inmediato
de a € A es el elemento minimo del conjunto {x € A:a <z} (cuando exista tal
minimo). Si A estd bien ordenado por <, entonces a lo mds un elemento de A no

tiene sucesor inmediato.
Demostracién. Véase [I] Hungerford pagina 15. B

Lema 1.1 (Lema de Zorn). Si S es un conjunto parcialmente ordenado tal que toda
cadena en S tiene una cota superior en S, entonces S tiene al menos un elemento

maximal.

El Lema de Zorn no se prueba, no se trata de eso, lo tomamos aqui como un axioma,
este se usara con frecuencia cuando se quiera mostrar la existencia de una estructura

mayor o maximal de algin tipo.

1.2. ANILLOS

Definicién 1.2. Un Anillo es un conjunto no vacio R, acompanado de dos opera-

ciones binarias llamadas suma y multiplicacion (usualmente denotadas por (+) y (.)
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(notacion yurtapuesta, respectivamente) tales que:
(i) (R,+) es un grupo abeliano.
(13) (ab)e = a(be) para todo a,b,c € R.
(i13) a(b+c)=ab+ac y (a+b)c= ac+ be para todo a,b,c € R.
Definicién 1.3. Un anillo R tal que
ab = ba
para todo a,b € R, es llamado un anillo conmutativo.

El simbolo 0 denotard al elemento identidad aditiva en cualquier anillo R y —r al

inverso aditivo de r € R.

Definicién 1.4. Un anillo R que contiene un elemento 1 # 0 tal que
la=al =a
para todo a € R, es llamado un anillo con unitario.

Sea A un conjunto no vacio. El simbolo 14 denotara la funcién identidad

1A:A—>A

a — a
Teorema 1.3. Sea R un anillo. Entonces
(i) Or =r0 =0 para todo r € R.
(17) (—=r)s =r(—s) = —(rs) para todo r,s € R.

(1i1) Sean a € R y n € Z. Definamos la multiplicacion de n por a como: na =
a+a+---+a (n veces a). Mostrar que (nr)s = r(ns) = n(rs) para todo

r,s € R.

Demostracién. Véase [I] Hungerford pagina 115. B
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Definicién 1.5. Un elemento a # 0 en un anillo conmutativo R es un divisor de

cero, si existe un b # 0 € R tal que ab = ba = 0.

Definicién 1.6. Un anillo conmutativo con unitario R tal que 1 # 0 y sin divisores

de cero, es llamamdo un dominio entero.

Definiciéon 1.7. Sea R un anillo conmutativo con unitario. Decimos que un elemento

a € R— {0} es invertible o una unidad si existe a™' € R tal que aa™" = 1.

Definicién 1.8. Un dominio entero R tal que todo elemento de R — {0} es una

unidad, es llamado un campo.

Definicién 1.9. Sean R y S anillos. Una funcion ¢ : R — S tal que

flri+mre) = f(r1) + f(r2)

f(’f’l?”z) = f(ﬁ)f(ﬁ)

para todo 1,79 € R la llamaremos un homomorfismo de anillos.

A un homomorfismo de anillos inyectivo lo llamaremos un monomorfismo de ani-
llos. A un homomorfismo de anillos sobreyectivo lo llamaremos un epimorfismo de
anillos. A un homomorfismo de anillos que es biyectivo lo llamaremos un isomor-
fismo de anillos. Si ¢ : R — S es un isomorfismo de anillos, entonces diremos que

R y S son isomorfos y lo denotamos por el simbolo R = S.

Definicién 1.10. Sea R un anillo conmutativo. Un subconjunto no vacio I de R es

un tdeal si:
(1) i1 —is € I para todo iy,iy € 1.
(1i) ri € I eir € I para todor € R y todo i € 1.

Lema 1.2. Sea {A; : i € I} una familia de ideales de un anillo conmutativo R. En-

tonces N A; también es un ideal de R.
iel

Demostracién. Véase [I] Hungerford pagina 123. B
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Definicién 1.11. Sean X un subconjunto no vacio de un anillo conmutativo R y

{A; i € I} la familia de ideales de R que contienen a X. Entonces ( A; es el ideal
iel

de R generado por X y se denotard por el simbolo (X). Un ideal (x) generado por

un solo elemento x € R es llamado un tdeal principal.

Teorema 1.4. Sea X un subconjunto no vacio de un anillo R conmutativo con uni-

tario. Entonces el ideal (X) consiste de todas las sumas finitas
(L3 e e ol O 2%

donde n es un entero positivo, los r; € R y los x; € X. En particular, si s € R,
entonces (s) = Rs = {rs:r € R}. (s) es llamado el ideal principal de R generado

por s.
Demostracién. Véase [I] Hungerford pagina 124. B

Definicion 1.12. Un anillo conmutativo con unitario R es un anillo de ideales

principales si todo ideal en R es un ideal principal.

Definiciéon 1.13. Un anillo de ideales principales que también es un dominio entero

es llamado un dominio de ideales principales (D.I.P).
Lema 1.3. Sea ¢ : R — S un homomorfismo de anillos. Entonces el Kernel de ¢
Ker(p) ={r € R:p(r) =0}
es un ideal de R y la imagen de ¢
Im(p) = {p(r) :r € R}
es un ideal de S.
Demostracién. Véase [I] Hungerford pagina 125. Bl

Teorema 1.5. Sean R un anillo conmutativo con unitario e I un ideal de R. Entonces
el grupo cociente aditivo R/I también es un anillo conmutativo con unitario con la
multiplicacion dada por

(r+I)(s+1)=rs+1.



Demostracién. Véase [1] Hungerford pagina 125. B

Teorema 1.6. Sean R un anillo conmutativo con unitario e I un ideal de R. Entonces
la funcion

m:R— R/I
dada por w(r) =r+ I para todo r € R es un epimorfismo de anillos.

Demostracién. Véase [I] Hungerford pagina 125. B

Teorema 1.7. Si ¢ : R — S es un homomorfismo de anillos, entonces
R/Ker(p) = Im(p).
Demostracién. Véase [I] Hungerford pagina 126. B

Definicién 1.14. Sea R un anillo. Un ideal M de R es un ideal maximal si M # R
y para todo ideal N tal gque M C N C R, tenemos que N =M ¢ N = R.

Teorema 1.8. Sea M un ideal mazximal en un anillo conmutativo R con unitario.

Entonces el anillo cociente R/M es un campo.
Demostracién. Véase [I] Hungerford pagina 129. B

Definiciéon 1.15. Sea R un anillo con unitario. Un elemento a € R es una unidad,

si existe b € R tal que ab=1 = ba.

Definicién 1.16. Un elemento a # 0 en un anillo conmutativo R, divide a, b € R,
si existe ¢ € R tal que ac = b, (se usard la notacion a | b para indicar que a divide a

b). Los elementos a,b € R son llamados asociados sia|b yb | a.

Teorema 1.9. Sean a, b elementos de un anillo R conmutativo con unitario. Entonces

a y b son asociados si y solo si (a) = (b) .
Demostracién. Véase [I] Hungerford pagina 136.

Definicién 1.17. Sea R un anillo conmutativo con unitario. Un elemento p € R es

primo si:



(1) p es no cero y p no es una unidad;

(13) Sip|ab, entoncesp|a op|b dondea yb son elementos de R .

Definicion 1.18. Sea R un anillo conmutativo con unitario. Un elemento ¢ de R es

irreducible si:

(1) ¢ es no cero y ¢ no es unidad;

(77) Sic=ab, entonces a 0 b es una unidad, donde a y b son elementos de R
Teorema 1.10. Sean p y ¢ elementos no cero en un dominio R. Entonces

(i) ¢ es irreducible si y solo si (c) es un ideal maximal de R.

(17) Si R es un dominio de ideales principales, entonces p es primo si y sélo si p es

irreducible.

Demostracién. Véase [I] Hungerford pagina 136. Bl

Definicién 1.19. Un dominio entero R es un dominio de factorizacion iunica

Si:

(1) para cada elemento a € R no cero y no unidad, a puede escribirse como a =

C1C2 . ..Cp, CON Cq,...,Cy, irreducibles;

(17) sia=cico...cp ya=dydsy...dy (c;, d; irreducibles), entonces n = m y para

alguna permutacion o de {1,2,...,n}, ¢; y dy@) son asociados para cada i.

Teorema 1.11. Todo dominio de ideales principales R es un dominio de factorizacion

tnica.
Demostracién. Véase [I] Hungerford pagina 138. l

Definicién 1.20. Sea X un conjunto no vacio de un anillo conmutativo R. Un

elemento d € R es un mdximo comun divisor de X si:

(1) d|a para todo a € X;



(1) Sic€ R c|a para todo a € X, entonces c | d.

Definiciéon 1.21. Sean R un anillo conmutativo con identidad y ry, ..., 7 elementos
de R. Siry,...,r, tienen a 1 como mdzrimo comun divisor, entonces ry,...,T, Son

primos relativos.

Teorema 1.12. Sean ry,...,1, elementos de un dominio de ideales principales, en-
tonces existe al menos un mdrimo comun divisor de ry,....,ry y todo mdximo comin

divisor de ry, ..., es de la forma
8171+ -+ gk

Demostracién. Véase [I] Hungerford pagina 140. B

Sea R un anillo. Un polinomio f(x) con coeficientes en R es una suma finita

ro+rx+ -+ rpa”

donde r; € R, n es un entero no negativo y = es una indeterminada. Los r; son los
coeficientes de f(z). Sir, # 0, entonces n es el grado de f(z). Siry =--- =1, =0,
entonces f(z) es cero.

La suma y multiplicacién de polinomios con coeficientes en un anillo R estan definidas
de la manera que nos es formalmente conocida.

Escribiremos R[z]| para denotar al conjunto de todos los polinomios en una indeter-

minada x con coeficientes en un anillo R.

Teorema 1.13. Sea R un anillo. Entonces R[x] es un anillo bajo la suma y multi-
plicacion polinomial. Si R es conmutativo, entonces también lo es R[x] y si R tiene

unitario 1, entonces R[z| también tiene a 1 como unitario.
Demostracién. Véase [3] Fraleigh pdgina 268. B

Definicién 1.22. Sea F' un anillo. Un polinomio no constante f(x) € F [x] es irre-
ducible si f(x) no puede expresarse como un producto g(x)h(x) de dos polinomios

g(x) y h(z) en Flz], ambos de grado menor que el grado de f(x).



Teorema 1.14. Sean F' un anillo,
fx) =ap2" + -+ a2 + ag

con a, # 0y
g(x) = bpx™ 4+ -+ -+ bix + by

con by, # 0, m > 0, polinomios de F [z]. Entonces existen q(x),r(z) € F [z] tales que
f(x) = g(x)q(x) + r(z)

donde r(x) =0 o el grado de r(x) es menor que m.

Demostracién. Véase [3] Fraleigh pagina 277. B

Teorema 1.15. Sea K un campo. Entonces K [x] es un dominio de ideales princi-

pales.

Demostracién. Véase [3] Fraleigh pdgina 285. W

1.3. MODULOS

Definicién 1.23. Sea R un anillo. Un R—médulo es un grupo abeliano A (con

operacion binaria +) junto a una operacion

RxA — A

(rya) — ra

tal que para todo r,s € R y todo a,b € A :
(i) r(a+0b) =ra+rbd.
(7i) (r+s)a =ra+ sa.
(17i) r(sa) = (rs)a.
Si R tiene elemento unitario 1 y tenemos que

(iv) la = a para todo a € A, entonces A es llamado un R—mddulo unitario.
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Definicién 1.24. Si R es un campo y es A un R—modulo unitario, entonces A es

un espacto vectorial.

Si A es un mddulo con elemento identidad aditiva 04 sobre un anillo con identidad

aditiva Og, entonces para toda r € R y toda a € A tenemos que
104 =04 v Ora =04.

Como el contexto sera claro, entonces utilizaremos el mismo simbolo 0 para Og y 04.

Es facil verificar que para todo r € R, para todo n € Z y para todo a € A,
(—r)a =r(—a) = —(ra) y n(ra) =r(na).
Definiciéon 1.25. Sea R un anillo y A, B R—mddulos. Una funcion
p:A— B
es un homomorfismo de R—maodulos si para todo a,c € A y todor € R

plat+c)=wpla)+e(c) y ¢ra)=rp(a).

St ademds ¢ es una funcion inyectiva, entonces ¢ es un monomorfismo de R—mddulos,
@ es una funcion sobreyectiva, entonces p es un epimorfismo de R—maodulos, ¢
es una funcion biyectiva, entonces ¢ es un isomorfismo de R—modulos. En este

ultimo caso A y B son R—mddulos isomorfos y lo denotamos A = B.

Definicién 1.26. Sean ¢ : A — B un homomorfismo de R—mddulos y a € A.
Definimos el kernel de ¢ denotado por Ker(p) como el conjunto donde todas las

imagenes de a bajo @ son cero, es decir,
Ker(p) ={a € A: p(a) =0}

y la imagen de ¢ denotada por Im(p) como el conjunto de todas las imagenes de a

bajo p, esto es,
Im(p) = {p(a) : a € A}

Lema 1.4. Sea ¢ : A — B es un homomorfismo de R—mddulos. Entonces ¢ es un

monomorfismo de R—mddulos si y sélo si Ker(p) = {0} .

11



Demostraciéon. Véase Hunherford pagina 170. l

Definicién 1.27. Sean R un anillo, A un R—mddulo y B un subconjunto no vacio

de A. Entonces B es un submdédulo de A si:
(1) by — by € B para todo by, by € B.
(73) b € B para todor € R y todo b € B.
Teorema 1.16. Sean R un anillo, A un R—mddulo y a € A. Entonces
Ra={ra:r € R}

es un submodulo de A y si a # 0

¢ : R — Ra

r — Tra

es un epimorfismo de R—mddulos.
Demostracién. Véase [I] Hungerford pagina 171. Bl

Lema 1.5. Sea {A; : i € I} una familia de submddulos de un R—mddulo A. Entonces

ﬂAi es también un submodulo de A.
iel

Demostracién. Véase [I] Hungerford pagina 171. B
Definicion 1.28. Si X es un subconjunto de un R—modulo A, entonces la inter-

seccion de todos los submodulos de A que contienen a X es llamado el submddulo

generado por X. Tal submddulo lo denotaremos por el simbolo (X) .

Definicién 1.29. Sean A un R—mddulo y B un submddulo de A tal que B es el sub-
mdédulo generado por un subconjunto finito X = {x1,...,x,} de A, entonces diremos
que B es finitamente generado, tal submddulo lo denotaremos por B = (x1, ..., x,) .

Si X = {z}, entonces el submédulo (x) es el submddulo ciclico generado por x.

Definicién 1.30. Sean A un R—mddulo y {A; : i € I} una familia de submddulos de

A. El submoédulo de A generado por UAi es llamado la suma de los submodulos
iel
A;. El submdédulo generado por UA%' lo denotaremos por ZAi'
iel iel
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Teorema 1.17. Sean R un anillo con identidad, A un R—mddulo unitario y{A; :i € I}

una familia de submddulos de A. Entonces ZAZ- consiste de todas las sumas finitas
iel

a;, +---+a;, donden € Z* ya;, € Ay, ....,a;, € A;, para ciertos Ay, ..., A;, de la

familia {A; :i € I}.

Demostracién. Véase [I] Hungerford pagina 172. B

Teorema 1.18. Sea B un submddulo de un mddulo A sobre un anillo R. Entonces

el grupo cociente A/B es un R—mddulo con la accion de R sobre A/B dada por
r(a+ B)=ra+ B

para todo r € R y todo a € A. La funcion m : A — A/B dada por a — a + B es

un epimorfismo de R—modulos.
Demostracién. Véase [I] Hungerford pagina 172. Bl

Lema 1.6. Sean R un anillo y o : A — B un homomorfismo de R—mddulos.

Entonces Ker(p) es un submddulo de A e Im(p) es un submddulo de B.

Teorema 1.19. Sean R un anillo y ¢ : A — B un homomorfismo de R—mddulos.

Entonces

A/Ker(p) = Im(yp).
Demostracién. Véase [I] Hungerford pagina 172. B

Teorema 1.20. Sean B y C submddulos de un modulo A sobre un anillo R. Entonces

B/(BNC)=(B+()/C,
como R—modulos.

Demostracién. Véase [1] Hungerford pagina 173. B

Definicién 1.31. Sea R un anillo, M y N dos R—mddulos. Definimos la suma
directa externa de los R—modulos M y N denotada por M @ N como el conjunto

de pares ordenados (x,y) con x € M, y € N, con la siguiente suma y accion de R:
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Si (z1,y1), (x2,y2) € M@ N y a € R, entonces

(w1, 91) + (22, 2) = (21 + T2, Y1 + 1)

a($17?/1) = (axl,ayl)-

De manera general, si {My, My, ..., M,} es un conjunto finito de R—mddulos, su
suma directa externa My @ M@ --- @ M, es la totalidad de n—tuplas ordenadas
(x1,22,...,2,) con x; € M; para todo i = {1,2,...,n}, donde la suma y la accion de

R se definen entrada por entrada.

Teorema 1.21. Sea R un anillo y {A; :i € I} una familia de submddulos de un

R—mddulo A tal que
(1) A esla suma de la familia {A; i € 1} y
(11) para cada k € I, AxNA; = {0}, donde A es la suma de la familia {A; :i € I y i # k}.
Entonces A = ZAZ-.
i€l
Demostracién. Véase [I] Hungerford pagina 175. B

Definicién 1.32. Un mddulo A es llamado la suma directa interna de una familia

de submddulos {A; 1€ 1}, si A y {A; :i € I} satisfacen las hipdtesis del Teorema

1.21. FEsto lo denotaremos por la expresion A = @Ai.
iel

Usaremos la misma notaciéon de suma directa externa con la suma directa interna, ya
que estas son isomorfas. En adelante, no se distinguira entre suma directa ’externa’

e 'interna’, sino que el contexto indicara el caso.

Definicién 1.33. Una secuencia finita de homomorfismos de maodulos,
Ap I A 2 4, B o A, I g,

es exacta si Im(f;) = Ker(fiy1) parai=1,2,...,n— 1.
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Nétese que para cualquier médulo A, existen homomorfismo de médulos tinicos 0 —

Ay A— 0.

Definicién 1.34. Una secuencia exacta de la forma
0—A-LB-%c—0

es llamada una secuencia exacta corta.

Definicién 1.35. Dos secuencias exactas cortas son isomorfas si existe un diagra-

ma conmutativo de homomorfismos de modulos

) — A — B — C — 0

Lf Ly Lh

0O — A — B — ¢ — 0
tal que f,qg y h son isomorfismos.

Teorema 1.22. Sean R un anillo y
0— Al i) B i) A2 — 0

una secuencia exacta corta de homomorfismos de R—mddulos. Las siguientes condi-

ciones son equivalentes.

(1) Eziste un homomorfismo de R—mddulos h : Ay — B tal que go h = 14,.
(11) Existe un homomorfismo de R—mddulos k : B — Ay tal que ko f = 14,.
(i17) La secuencia dada es isomorfa a la secuencia exacta corta

0—>A1L>A1@A2£>AQ—>O
a +— (a1,0) ,

(al, Clg) — Q9

en particular, B = Ay & A,.

Demostracién. Véase [I] Hungerford pagina 177. B
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Definicién 1.36. Una secuencia exacta corta que satisface las condiciones presentes

en el Teorema es llamada una secuencia split exacta.

Teorema 1.23. Sean f : A — B y g : B — A homomorfismos de R—mddulos

tales que go f = 14. Entonces B = Im(f)® Ker(g).
Demostracién. Véase [1] Hungerford pagina 180. H

Definicion 1.37. Un modulo P sobre un anillo es un modulo proyectivo si dado

cualquier diagrama de homomorfismos de R—modulos
P
Lf

AL B — 0

donde g es epimorfismo, entonces existe un homomorfismo de R—mddulos
h:P— A
tal goh = f.

Definicion 1.38. Sea R un anillo con identidad. Un R—mddulo unitario F' es un

modulo libre si F' tiene una base.
Teorema 1.24. Todo mddulo libre F' sobre un anillo R con identidad 1 es proyectivo.
Demostracién. Véase [1] Hungerford pagina 191. B

Teorema 1.25. Sean R un anillo y P un R—mddulo, P es proyectivo si y solo si

toda secuencia exacta corta
0—A-LB2%P—0

es split exacta.

Demostracién. Véase [1][192]. &

Definiciéon 1.39. Un subconjunto X de un R—maodulo A es linealmente indepen-
diente si para cualquier subconjunto finito de elementos distintos x1,...,x, € X vy

1, ...,Th € R,

rixy+ -+ rpx, =0 implica ry=---=r, =0.
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Definicién 1.40. Sean A un R—mddulo y X un subconjunto no vacio de A. Se dice
que X es una base de A si X es linealmente independiente y ademds X genera a A

como R—mdadulo.

Definicién 1.41. Sea R un anillo con identidad tal que para todo R—modulo libre
F, cualquiera dos bases de F' tienen la misma cardinalidad. Entonces R tiene la
propiedad de rango invariante y el numero cardinal de cualquier base de F' lo

llamaremos el rango de F sobre R (rank(F)).

Teorema 1.26. Sean E y F' maodulos libres sobre un anillo R que tiene la propiedad

de rango invariante. Entonces = F si y solo si E y F' tienen el mismo rango.
Demostracién. Véase [I] Hungerford pagina 185. l

Lema 1.7. Todo anillo comnutativo con unitario tiene la propiedad de rango inva-

riante.
Demostracién. Véase [I] Hungerford pagina 186. B

Lema 1.8. Sean F' un mddulo libre sobre un dominio de ideales principales R 1y
{z; 1 € I} una base de F. Entonces para todo i € I, Rx; es isomorfo a R como

R—modulos.

Demostracion. Sea i € I. Consideremos a R y Rz; como R—mddulos y definamos

¢ : R — Rux;
o TX;

donde rz; es la multiplicacion en F'. Veamos que ¢ es un isomorfirmo de R—médulos.

En efecto, sean 1,75 € R, entonces
o(r1 +1re) = (r1 + ro)x; = rix; + rox; = ©(r1) + p(r2).
Ahora, sean r € R y r; € R, entonces
o(rry) = (rry)z; = r(rx;) = re(r).

Si y € Rux;, entonces y = rz; para algun r € R. Asi, y = ¢(r). Finalmente, sean

r1,72 € R tales que ¢(ry) = ¢(ry), entonces rix; = rox;, asi las cosas (r; — rg)x; = 0,
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de donde se infiere que ; — 1o = 0 porque el conjunto {z; : i € I} es linealmente
independiente. Por lo tanto r; = ry. Por todo lo anterior ¢ es un isomorfismo de

R—médulos y R = Rx;. B

Lema 1.9. Sean F' un mddulo libre sobre un dominio de ideales principales R y
{z; 11 € I} una base de F. Entonces
= @ Rx;.
el
Demostraciéon. Como Rx; C F para todo ¢ € I y F' es un R—modulo, entonces
Zin C F. Ahora, sea x € F. Entonces existen iy, ....,4; € I y 7;,,...,7;, € R tales
quc

=71, %y +- - +r,x < > Ru;.
i€l
Luego F' C Y Rx;. Por todo lo anterior F' = % Rx;.
el el
Finalmente, sean j € I y . € Rx; N ). Rux;. Entonces existen
i€l—{j}

i, oyin € 1 —{j}
distintos y r,7;,,...,7;, € R tales que

Tr; =X =T§yTq + 0+ 15,05,

Luego,
O0=rx; —ryzy — - — T, T,.
Pero {z; : i € I'} esuna base de F', por lotantor =r;, =--- =1, =0y z = 0x; = 0.
Asi, Rz; N Y. Rx; = {0}. Por todo lo visto, F' = @ Rz,. B
iel—{j} i€l
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Capitulo 2

MODULOS SOBRE D.I.P

En este capitulo estudiaremos més a fondo los modulos sobre D.I.P. Se dara a conocer
la relacion que existe entre el rango de un modulo libre y un submédulo, también
encontraremos la definicién de un médulo libre de torsién, el orden de un modulo
sobre D.I.P. y al finalizar el capitulo tendremos el teorema de descomposicion de
modulos sobre D.ILP. el cual nos dice que podemos escribir a un médulo sobre D.I.P,
como suma directa de sunmoédulos ciclicos, siendo este el objeto de estudio de este

trabajo.

2.1. RESULTADOS PREVIOS
Definicién 2.1. Sean A un mddulo sobre un dominio entero R y a € A. Definimos
O,={s€ R:sa=0}.
Definicién 2.2. Sea A un mddulo sobre un dominio entero R. Definimos
Ai={ae A: 0, #{0}}.
Teorema 2.1. Sean A un maodulo sobre un dominio entero R y a € A. Entonces

(1) O, es un ideal de R.

(i) Ay es un submodulo de A.
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(i1i) R/O, = Ra={ra:r € R}.

(iv) Si R es un dominio de ideales principales, p un elemento primo de R y p'a = 0,

entonces
0.~ ()
con 0 <5 <i.
(v) St R es un dominio de ideales principales, p un elemento primo de R y O, =

(p), entonces p’a # 0 para todo j tal que 0 < j < i.

Demostracidn. (i) Sabemos que
0=0a—0a=(0—0)a=0a,
por tanto 0 € O, y asi O, es no vacio. Ahora, sean s, s, € O,. Entonces
(s1— s2)a=s1a—sa=0—0=0,
asi s;1 — so € O,. Finalmente, sean r € Ry s € O,. Entonces
(sr)a = (rs)a =r(sa) =r0=r(0—0)=r0—r0=0.

Por todo lo anterior, O, es un ideal de R.
(17) Notar que
(1)(0) = 1(0 = 0) = (1)(0) — (1)(0) = 0,
por tanto 1 € Oy y Oy # {0}. Asi, 0 € A; y A; es no vacio. Sean by, by € A;, entonces
existen r; € Oy, v 19 € Oy, donde 11,79 € R — {0}. Como R es un dominio entero

tenemos que 117y = 1911 ¥ 7172 # 0. Luego,

(r172) (b1 — b2) = (r17r9)b1 — (1172)ba = (r2r1)by — (1172)b2
= 7”2(7“11)1) —7”1(7’252) =7r0—7r0=0-0

=0,

por tanto 7179 € Op,—p, ¥ Op,—p, 7# {0}. Asi, by — by € A;. Finalmente, sean r € Ry

b € A, entonces existe s € R — {0} tal que sb = 0, por tanto
s(rb) = (sr)b = (rs)b =r(sb) = r0 =0,
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consecuentemente s € Oy, asi las cosas O, # {0} y entonces rb € A;. Por todo lo
anterio, A; es un submodulo de A.
(7i1) Sea
¢ : R — Ra
r o — ra

Siry,re € R, entonces
o(r1 +12) = (r1 +ro)a = ria+rea = ¢(r1) + ¢(ra).

Sise RyreR
p(sr) = (sr)a = s(ra) = sp(r),

luego, ¢ es un homomorfismo de R—médulos. Si r € R, entonces ra = ¢(r). Por lo
tanto, ¢ es sobreyectivo (Im(¢) = Ra). Finalmente, r € ker(¢) si, y s6lo si, ¢(r) =0
si, y sélo si, ra = 0 si, y s6lo si r € O,. Asi, ker(p) = O,. Por Teorema m,

R/O, = R/ker(p) = Im(yp).

(1v) Como O, es un ideal de R y R es un dominio de ideales principales, O, = (r)
para algin r € R. Como p'a = 0, tenemos que p' € O, = (r), por lo tanto, r divide
a p'. Por lo tanto r = p’u con u una unidad y 0 < j < 4. Ahora, si s € (p/u), existe
t € Rtal que s = (p’u)t = p?(ut), entonces s € (p?). Si v € (p’), existe w € R tal que

v=pw=puuw=(pu)(uw),
entonces v € (p’u). Por lo anterior,
0= (r) = {p'u) = ().

(v) Si j = 0, entonces pla = p’a = la =a # 0. Si 0 < j < iy pla = 0, entonces
P e O, = (p). Asi, p' divide a p/, por lo tanto, existe r € R tal que p’ = p'r. Por
Teorema m p es irreducible. Ahora, p’ no es cero, porque p # 0 y R es dominio

entero. Ademds p’ no es una unidad porque, si p’ fuese unidad implicaria que
a=1la=(p) 'pa=(p")'0=0,
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lo cual es contradictorio. Luego, p’ es no cero y no unidad. Como R es un dominio
de ideales principales, entonces por Teorema R es un dominio de factorizacion
tinica. Por lo tanto, p’ = p'r implica que p’ se puede expresar como producto de j
irreducibles y como producto de més de j irreducibles (por lo menos i), lo cual es

contradictorio con el hecho de que R es un dominio de factorizaciéon tunica. Luego,

pPa#0 N

Definicion 2.3. Sean A un mddulo sobre un dominio entero R. Se dice que A es

libre de torsion si Ay = {04}.

Definicién 2.4. Sean A un mddulo sobre un dominio entero R. Se dice que A es un

modulo de torsion si A=A,

Noétese que cuando un moédulo A sobre un dominio entero R es libre de torsion,

ac€ A—{0} yre€ R, entonces ra =0 siy sélo si r = 0.

Definicién 2.5. Sean A un mddulo sobre un dominio de ideales principales R y
a€ A SiO, = (r), entonces decimos que a tiene orden r. El submddulo ciclico Ra

generado por a es llamado un submddulo ciclico de orden r.

Teorema 2.2. Un mddulo finitamente generado y libre de torsion A # 0 sobre un

dominio de ideales principales R es libre y de rango finito.

Demostraciéon. Sea X un conjunto finito generador de A que no contiene a 0 y
x € X. Luego, rx = 0 si y sélo si 7 = 0, porque A es libre de torsién. Por lo tanto,

existe un subconjunto linealmente independiente de X,

S =A{xy, .., 1},

tal que todo subconjunto linealmente independiente de X tiene un nimero de ele-
mentos menor o igual que k. Asi, S es una base del submoédulo F' de A generado por
S (F es entonces un médulo libre de rango finito). Si y € X — S, entonces el conjunto
{z1, ..., 7k, y} no es linealmente independiente, por tal motivo existen r1, ..., 74, 7, € R,
no todos cero, tales que

rixy + -+ rpxy +ryy =0,
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de donde,

Tyy = =TTy — o — Tg%; € F

y aqui se vé que 7, # 0, ya que de lo contrario (por ser {z1,...,z;} linealmente
independiente) r; = - -+ = 1, = 0, contradiciendo el hecho de que no todos en la lista
T1,..., Tk, 'y son cero, luego, para todoy € X — 5, existe r, € R tal que r,y € F. Como

X es finito, existe r € R — {0} (A saber r = [I r,) tal que rX = {rz: 2z € X}
yeX—-S

esta contenido en F', por lo tanto rA C F'. Finalmente, consideremos la funcién
p + A — A
a —> ra
Entonces, para todo a,b € A
pla+b)=r(a+b) =ra+1rb=p(a)+ ¢(b).

Ademas, para todo a € A y para todo s € R

p(sa) =r(sa) = (rs)a = (sr)a = s(ra) = sp(a).

Luego, ¢ es un homomorfismo de R—modulos. Por la definicion de ¢ es claro que
Im(p) = rA, y por lo realizado antes de definir a ¢ tenemos que Im(yp) C F. Pero
como A es libre de torsion y r # 0, entonces ra = 0 con a € A se tiene si y sélo si

a =0, asi Ker(p) = {0}. Por Teorema [1.19)
A= A/{0} = A/Ker(g) = Tm(p) C F.

Por lo tanto A es isomorfo a un submoédulo del médulo libre F' de rango finito, lo

cual implica por Teorema ?? que A es libre y de rango finito. l

Lema 2.1. Sea R un dominio de ideales principales y sea A un R—mddulo finitamente

generado. Entonces AJ/A; es un R—mddulo finitamente generado.

Demostracion. Por Teorema A/A; es un R—médulo. Si A = (a4, ..., a,,), enton-
ces AJA; = (a1 + Ay, o.yan + Ay). A

Teorema 2.3. Sea A un modulo finitamente generado sobre un dominio de ideales
principales R tal que Ay G A. Entonces A= Ay ®F, donde F = AJA; es un R—mddulo

libre de rango finito.
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Demostracién. El médulo cociente A/A; es libre de torsion. En efecto, sea a € A

tal que a + A; € (A/A;):, entonces

Ouia, #{0} = JIre R—{0} tal que r € O,y 4,
— Jre R—{0} tal que r(a+ A;) = A;
—> dr€ R—{0} tal que ra+ A, = A;
= Jre R— {0} tal que ra € A,
— Jre R—{0} tal que O,, # {0}
— Jr,s € R— {0} tal que s(ra) =0
= dr,s € R— {0} tal que (sr)a =0.

Como R es un dominio entero y r,s € R — {0}, entonces rs # 0, asi O, # {0} y en
consecuencia a € A;. Luego, a + A; = Ay, por tanto (A/A;); = {A;}, entonces A/A,
es libre de torsion. De otro lado, por Lema , A finitamente generado implica A/A;
finitamente generado. Ahora bién, como A ; A tenemos que A/A; es un médulo no
nulo, ademas A/A; libre de torsién y finitamente generado, por Teorema , AJA,
es libre y de rango finito. Sea {a; + Ay, ..., a, + A;} una base de A/A;, entonces si

a+ Ay € AJA; existen 11, ...,7, € R tnicos tales que

a+ A =ri(ar+ A) + - +rpan + Ay)
= (ray + - +1rpa,) + Ay
Luego, la funcién
h : AJA, — A
a+A — riag+--Frpa,
donde a + A; = (riay + -+ + rpa,) + Ay estd bién definida. Veamos que h es un
homomorfismo de R—médulos. En efecto, sean a+ Ay, b+ A; € A/A;, entonces existen

T1y s Ty 81, .0y Sp € R nicos tales que

a+ Ay = (ray+ -+ rpa,) + Ay b+ Ay = (s1a1 4+ -+ span) + Ay,
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asi

h((a+ Ay) + (b+ Ay)) = h((a+b)+ A)
h(((r1 4+ s1)ay + -+ + (rn + sp)an) + Ayp)

= (’r’l -+ Sl)(ll + -+ (Tn + Sn)an
= (Tlal + - 4 Tna,n) + (31a1 + -+ Snan)
= h(a+ A) +h(b+ Ay).

Ahora, si r € R, entonces

h(r(a+ Az)) = h(r(ria + -+ + rpa,) + Ap)
= h((rray + - - +rrpa,) + Ay)
=Triay + -+ rrpay,
=r(ria; + -+ rpan)

= Th((l + At)

Definamos ahora la funcién

@ At@(A/At) — A
(c,a+A) +— c+hla+ A)

Veamos que ¢ es un isomorfismo de R—médulos. En efecto, sean r € R, ¢1,¢c0 € Ay y

a+ Ay, b+ Ay € AJA;, entonces existen ry, ..., Ty, S1, ..., S, € R Unicos tales que
a+ A= (ria1 4+ +rpan)+ Ay b+ A= (s1a1 + - + span) + Ay,
asi

o((e1, a4+ Ay) + (c2, b4+ A)) = o((e1 +ca, (a+b) + Ay))
=(c1+c)+(ri+s)ar+-+ (rn+ sp)ay
= (c1 + a1 + -+ + 1pay)
+ (ca+ s1a1 + -+ - + span)

= w((e1, a+ Ap)) +o((ca, b+ Ap))
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prier, a+ Ar)) = p((rer, ra+ Ay))
=7rc+1rriay + - Frray
=r(c+rar + - +rpap)

=rp((c1, a+ Ap)).

Asi, ¢ es un homorfismo de R—moédulos.

Si p((e1,a+ Ap)) = p((c2,b+ Ay)), entonces
1 +1riay + -+ rpa, = C2 + 8101 + -+ Span,
entonces
(c1+rar+ - +rpan) + Ay = (co + s1a1 + -+ + spa,) + Ay,

entonces

(ria; + -+ rpan) + Ay = (s101 + -+ - + span) + A4
porque c1,co € Ay, entonces
ri(a; + A) + -+ rala, + A) = si(ar + A) + -+ + snla, + Ay,
entonces
(r1 —s1)(ar + A) 4+ -4 (rn — sp)(a, + Ay) = A,

pero como {a; + Ay, ...,a, + A;} es una base de A/A;, entoncesr; = sy =+ =1, =
s, = 0y por lo tanto r| = sq,...,r, = s,,.
Asi,

c1+riay 4+ rpa, = Co 11 + -+ TRy,
de donde tenemos que ¢; = co. Por lo anterior,
(cr1,a+ A) = (c1, (ray + - +rpa,) + Ay)

= (co, (s101 4+ -+ + span) + Ay)

= (CQ, b+At),
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asi ¢ es un monomorfismo de R—modulos.

Finalmente, si ¢ € A, entonces existen tq,...,t,, € R unicos tales que

tl(a1+At) ++tn(an+At) = C+At7

entonces
(tray + -+ +tpay) + Ay =c+ Ay,
entonces
c—(tiay + -+ tya,) € Ay
Luego,

olc— (tiag + -+ + thay), c+ Ay) = c— (tag + -+ - + thay)
+ (tlafl ++tnan)

= C.

Asi, ¢ es un epimorfismo de R—modulos.

Por todo lo anterior, ¢ es un isomorfismo de R—moddulos, por lo tanto
AZ A B F,
donde F' = A/A; es un R—mddulo libre de rango finito. B

Teorema 2.4. Sean R un dominio de ideales principales, A un R—maodulo de torsion

el ={p€ R:p esprimo}. Para cada p € I definimos
A(p) = {a € A : a tiene orden una potencia de p} .

Entonces:

(1) A(p) es un submddulo de A, para todo p € R primo.

(it) A= @A(p)

pel

(1ii) Si A es finitamente generado, sélo un nimero finitos de los A(p) son no nulos.
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Demostracién. (i) Sea p € R un primo. Luego,
Oy ={reR:10=0}=R=1)=(p"),

por lo que 0 € A(p) y asi A(p) es no vacio. Sean a,b € A(p), entonces existen m,n

enteros no negativos tales que O, = (p"™) y O, = (p™). Como

pern(a _ b) — pm+na _pm+nb — pn(pma) _ pm(pnb> — pno _ pmo — 0,

por Teorema [2.1| parte (iv) Oy = <pk> para algiun entero k que cumple 0 < k <
m+mn. Asi, a —b € A(p). Ahora, sean a € A(p) y r € R, entonces existe m entero no

negativo tal que O, = (p). Ademas,

p"(ra) = (p"r)a = (rp™)a = r(p™a) = r0 = 0.

Por Teorema parte (iv) O,, = <pk> para algin entero k£ que cumple 0 < k£ < m.
Asi, ra € A(p). Por todo lo anterior A(p) es un submédulo de A.

(17) Sea a # 0 € A con O, = (r). Como R es un dominio factorizacién tnica (por
Teorema , entonces r = pi' -+ - pp*, para ciertos primos distintos p; de Ry ciertos

enteros no negativos n;. Para cada i € {1, ..., k}, sea

Nj—1 MNit1

1 N
=P Pic1 Piv1 P s

entonces, 11, ..., 7 son primos relativos. Por definicién de primos relativos y por Teo-
rema [1.12] existen sq, ..., s, en R tales que
111+ o+ s = 1.
Asi,
a=1la=(s1r1+ -+ skri)a = s171a0 + - - - + Sgria.
Pero, para cada i € {1, ..., k}
70 o n 71 T0i—1, Ti+1 N
pUSiTia =prsipy Pl Pip1 Py @
_ T Mi—1, n;, i1 s
=SSPy PP Diy1 D a
= s;ra = s;0

=0,
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entonces s;r;a € A(p;). Por lo tanto A es la suma de la familia {A(p) : p € I'}. Es
decir, tal familia cumple la hipétesis (i) del Teorema Veamos que dicha familia
también cumple la hipétesis (ii) del mismo teorema. En efecto, sea ¢ € R primo y

A*(q) la suma de la familia

{A(p) :pesprimoen Ry p# q}.

Si a € A(q) N A*(q), entonces a € A(q), por lo tanto ¢"a = 0 para algin entero
no negativo m. Ademads, como también a € A*(q) C A existen A(py), ..., A(p:) en la

familia {A(p) : p € I y p # q} con py, ..., p; distintos y elementos

a; € A(p1),...,a; € A(py),

tales que

a/:a1+"'+at-

Entonces existen enteros no negativos my, ..., m; tales que

m m
pita; =0,...,p/"a; = 0.

Luego,
(pr" - -pi")a = (P - P ) (ar + -+ + @)
= (pi" - -pi)ar + A (o)
= (p5? - PP an + 4 (TP )P a
= (g p")0+ - 4 (p1" -7 )0
— 0.

Ahora, si d = pi"™ -+ - p{™*, tenemos que d y ¢ son primos relativos, luego por Teorema

[1.12) existen r, s en R tales que r¢™ + sd = 1. Asi,
a=1la=(rq™+ sd)a =rq"a+ sda = r0 + s0 = 0.
Por lo tanto A(q) N A*(q) = {0}. Concluimos, por Teorema [1.21} que

A= @Ap).

pel
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(73) Si A es finitamente generado, entonces existe un subconjunto finito
X =A{ay,...,a,},

de A, tal que A = (X). Como A= @Y A(p), entonces existen

pel

pll’ "'plk'l) "‘7p7l17 "‘7pn'1fn

primos de R tales que
k1
ay € ®1A(plj)> vy Ay € @114(]9”])
= =

Luego, existe un conjunto finito {pi, ..., ps} constituido por primos de R tal que
X C DAp;)
7j=1
Como el submodulo de A generado por X es A mismo, tenemos que A es la intersec-
cién de todos los submodulos de A que contienen a X y como ademas el submédulo

é A(p;) de A contiene a X, entonces
j=1
AC @A) C A
=1

S
Por lo tanto, tenemos la suma directa A = @ A(p;) y s6lo un nimero finito de los
j=1
A(p) con p primo en R son no nulos. B

Definicién 2.6. Sea A un R—mddulo y r € R. Definimos al conjunto rA como
rA={ra:a€ A}.

Para determinar la estructura de los modulos finitamente generados tales que todo
elemento tiene orden una potencia de un primo p (como los A(p) en el Teorema [2.4]),

necesitaremos el siguiente teorema.

Teorema 2.5. Sean A un mddulo sobre un dominio de ideales principales R, p un
primo de R tal que p"A = {0} y p"tA # {0} para un cierto entero positivo n y

a € A un elemento de orden p™. Entonces
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(1) Si A # Ra, entonces eziste un elemento no cero b € A tal que

RanN Rb={0}.

(17) Eziste un submddulo C' de A tal que

A=RadC.

Demostracién. (i) Como A # Ra, existe ¢ € A — Ra. Como p"c = 0 € Ra porque
p"A = {0}, luego existe j el menor entero positivo tal que p’c € Ra, asi p’'c ¢ Ra.
Caso 1. Si p/c = 0, entonces b = p’~'c ¢ Ra. Supongamos que Ra N Rb # {0},
entonces existe s € R — {0} tal que 0 # sb € Ra. Notar que p no divide a s, ya que

en caso contrario existirfa r € R — {0} tal que

0+# sb=(rp)b= (rp)(p’ 'c) =rp’c =10=0,

lo cual es una contradiccién. Como

pb=p(p’'c)=pp’ le=plc=0,

p es irreducible, s # 0 y p no divide a s, entonces s y p" son primos relativos y por

Teorema [1.12| existen x,y € R tales que
1 =sz+p"y.
Como p"A = {0}, tenemos que 1 = sz. Luego,
b=1b = (sx)b = z(sb) € Ra,

lo cual es una contradiccién. Asi, Ra N Rb = {0}.

Caso 2. Si p’c = ra con r unidad. Entonces existe s € R—{0} tal que sr = 1. Luego,

0=s0=s(p"c) =sp" 7 (p'c) = sp"(ra) = (sr)p"7a=p"a,

lo cual contradice el resultado del Teorema parte (v). Asi, p’c = ra con r unidad

es imposible.
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Caso 3. Si p/c = ra con r no cero, r no unidad y p no divide a .
0=7p"c=p"(pc) =p" I (ra) = rp" a.

Entonces 7p" ™7 € O, = (p"), por lo tanto existe s € R — {0} tal que

n—j n

rp" 7 = sp”.

Por Teorema R es un dominio de factorizacién tnica y por Teorema p es
irreducible, 5 > 1 vy p no divide a r # 0, entonces rp" 7 = sp™ es una contradiccion.
Luego, p’c = ra con r no cero, no unidad y p no divide a r es imposible.

Caso 4. Si p’c = ra con r no cero, no unidad y p divide a r. Sea k > 1 tal que la
méxima potencia de p que divide a 7 es p*. Luego, r = s;p* para algin s; € R — {0}

y tal que p no divide a s;. Ahora,

0=p'c=p"(p'c) =p" I (ra) = rp"7a = s1p"p"7a = s;p""" a.

Entonces s;p**" 77 € O, = (p"), por lo tanto existe s, € R — {0} tal que
51" = syp™

Como R es un dominio de factorizacion tunica, p es irreducible y p no divide a s; # 0,
entonces por Teorema parte (v) k+n —j > n, lo cual implica que kK > j > 1.
Asi, b = plc — s1p"1a es un elemento bien definido de A. Ahora, b # 0 porque
P lcd Ray sip" 'a € Ra. Ademas,

pb=p(p’ e — s1p"ta) = plc — sipfa = ple — plc = 0.

Supongamos ahora que RaNRb # {0}, entonces existe s3 € R tal que s3b € Ra—{0}.
Como s3b #£ 0y pb = 0, entonces p no divide a s3. Luego, s3 y p" son primos relativos

y por Teorema [1.12] existen x,y € R tales que
1 =s3x+ p"y = s3z.

Asi,
b= 1b = s3zb = x(s3b) € Ra.
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Consecuentemente,

P le=0b+sp""a € Ra. (2.1)

Si j — 1 # 0, entonces la igualdad en (2.1)) contradice la minimalidad de j, y si
7 — 1 =0, entonces la igualdad en contradice el hecho de que ¢ ¢ Ra. Por lo
tanto, Ra N Rb = {0}.

(77) Si A = Ra, entonces se puede tomar C' = {0}. Si A # Ra, entonces sea S el
conjunto de todos los submédulos B de A tal que Ra N B = {0}. Por (i) existe
b € A tal que Ran Rb= {0}, por lo tanto S es no vacio. Como S estd parcialmente
ordenado por inclusion y toda cadena en S tiene una cota superior en §. Por Lema
de Zorn existe un submoédulo C' de A que es maximal en S. Consideremos el médulo
cociente A/C'. Claramente p"(A/C) = {C} y p"(a+C) = {C}. Como RanC = {0}
y p"ta # 0, tenemos que p"~(a + C) # C, de dénde a + C tiene orden p" en A/C
y p" 1 (A/C) # {C}. Ahora, si A/C no es el R—mddulo ciclico generado por a + C
(esto es, A/C' # R(a+ C)), entonces por (i) existe d+C € A/C tal que d+C # C'y
Ra+C)NR(d+C) ={C}. Como RanC = {0}, se sigue que RaN (Rd+C) = {0}.
Como d ¢ C, Rd+ C estd en S y contiene propiamente a C', lo cual contradice la
maximalidad de C. Por lo tanto, A/C' es el R—mddulo ciclico generado por a + C

(esto es, A/C' = R(a + C)). Consecuentemente, A = Ra + C, entonces A = Ra & C
por Teorema |

Teorema 2.6. Sea A un R—mddulo finitamente generado sobre un dominio de ideales
principales R tal que todo elemento de A tiene orden una potencia de algin primo
p € R. Entonces A es una suma directa de R—madulos ciclicos de ordenes p™, ..., p™*
respectivamente, donde

ny >ng >+ >mn, > 1.

Demostracion. La demostracion se hara por induccion sobre el nimero r — 1 de
generadores de A. El caso r = 1 es trivial. Si » > 1, entonces A es generado por
elementos ay, as, ..., a, cuyos ordenes son respectivamente p™, p™2, ..., p™". Asumamos
que

ny = max {ny, ma, ...,m, } .
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Entonces p™ A = {0} y p" =LA # {0} . Por Teoremal[2.5|parte (i) existe un submédulo
C de A tal que A = Ra; @ C. Sea

T AIRCMEBC — C
a=ra +c — c‘

Entonces 7 es un epimorfismo de R—modulos. Como A es generado por aq, as, ..., a,,

C' debe ser generado por m(ay), w(as), ..., 7(a,). Pero
m(ay) = m(la; +0) =0,

de donde C' puede ser generado por 7 —1 o menos elementos. La hipétesis de induccién
implica que C' es una suma directa de R—moddulos ciclicos de ordenes p™2, p™3 ..., p™*
respectivamente, con ny > ng > --- > n; > 1. Asi, C tiene un elemento de orden
p"2. Como p™ A = {0}, tenemos que p™ C = {0}, por lo tanto ny > ny. Como Ra, es
un R—modulo ciclico de orden p™', A es una suma directa de R—moddulos ciclicos de
ordenes p™,p"?, ..., p"* respectivamente, donde ny >no > --->n, > 1. A

Los Teoremas [2.3] y determinan una importante descomposicion de los
moédulos finitamente generados sobre dominios de ideales principales. Una segunda
descomposicién, como suma directa de submoddulos ciclicos, de ese tipo de modulos

existe y serd nuestro siguiente objetivo obtenerla, para ello necesitaremos el siguiente

teorema.
Teorema 2.7. Sean R un dominio de ideales principales y A un R—madulo.
(¢) Sir € R, entonces
rA={ra:ac€ A} y A[r]={a€A:ra=0}
son submodulos de A.

(i7) Si p es un primo de R, entonces R/ (p) es un campo y A[p] es un espacio

vectorial sobre R/ (p).

(i13) Sin es un entero positivo, entonces

(R/ (™)) [p] = R/ (p)
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Ademds, si m es un entero no negativo tal que 0 < m <n
p"(R/(p") = R/ (p) .

(iv) Seanr € Ry A; coni € I una familia de submodulos de A tales que A = @ A;.
iel
Entonces

rA=@rA;, y Alr]=®A;[r].
iel iel

(v) St B un R—mddulo tal que A= B y p un primo de R, entonces

A= B,y A(p) = B(p).

Demostracidn. (i) Veamos que rA es un submddulo de A. En efecto,
0=r0€rA,
por lo tanto rA es no vacio. Sean a1, a, € A, entonces
(ray) — (rag) =r(ay — ag) € rA.
Finalmente, sean s € Ry a € A, entonces
s(ra) = (sr)a = (rs)a = r(sa) € rA,

Por lo anterior 7A es un submoédulo de A.
Veamos que A [r] es un submédulo de A. En efecto, como 70 = 0, entonces 0 € A[r],

por lo tanto A [r| es no vacio. Sean aj,as € Alr|, entonces
r(a; —ag) =ray —rag =0—0=0,
asi a; — ay € A[r]. Finalmente, sean s € Ry a € A|[r|, entonces
r(sa) = (sr)a = s(ra) = s0 =0,

asi sa € A[r]. Por lo anterior A[r] es un submdédulo de A.
(i7) Veamos que R/ (p) es un campo. En efecto, por Teorema parte (i) tenemos
que p es irreducible, entonces por Teorema parte (i) tenemos que (p) es un ideal

maximal de R, luego por Teorema (1.8 R/ (p) es un campo.
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Veamos que A [p] es un espacio vectorial sobre R/ (p). En efecto, por (i) A[p] es un
submédulo del R—modulo A, entonces A [p] es un grupo abeliano con la suma en A
restringida a A [p]. Ahora, si a € Alp] y r € R tenemos que ra € A|[p] porque A [p]
es un submédulo de A, y sir,s € Ry a € A[p] son tales que r + (p) = s+ (p) en
R/ (p), entonces

r—se(p) = r—s=rypparaalginr € R
— r=rp+sparaalginr € R
—> ra = (rip+ s)a para alguin r, € R
= ra =ri(pa) + sa para algun 1 € R
— ra =r1(0) + sa para algin r; € R
— ra = sa.

Luego, la funcién
R/ (p) x Alp] — Alp]

(r+(p),a) +— ra
estd bien definida. Consideremos a r + (p), s+ (p) € R/ (p) y a,b € A[p]. Entonces

(r+(p))(a+b) =r(a+0)
=ra+rb

= (r+ (p))a+ (r + (p)b.

((r+ () + (s + p)))a=((r+s) + (p))a
=(r+s)a
=ra+ sa

= ((r+ (p))a) + ((s + (p))a).
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Ademas,

(1+(p))a=1la=a.

Por lo anterior A [p] es un espacio vectorial sobre R/ (p).
(i73) Consideremos
v B — (BR/D")
P ) T )

Sean 7, s € R (recordemos que en un dominio entero se cumplen las leyes cancelativas)

r+{p)=s+(p) <= (r—s)<p
< r—s=gqpparaalgin ¢ € R
= " = sp" T = qpt € (p") para algin g € R
= rp" (p") = sp" T+ (p)
= o(r+{p) = (s + ().

Luego ¢ es una funcién entre R—modulos bien definida y ademés inyectiva. Ahora,

r+ (p") € Im(p) o(s+ (p)) =7+ (p") para algtn s € R
sp” L+ (p") =r + (p") para algtin s € R

— sp™~t € (p") para algiin s € R

<

r — sp"! = gp" para ciertos s,q € R

r=sp" 1+ qp" = (s + qp)p"~! para ciertos s,q € R
p(r+ ") =pr+ ") = (s +ap)p" + ") = ")
") = ")

r+(p") € (R/ (") [p]-

R
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Asi, Im(¢) C (R/ (p™)) [p]. Ahora,

(")

r+ (") € (R/ (™) [p) = plr+ (") =
= (")

pr+(p")
pr€ (")
pr = sp" para algin s € R

r = sp"! para algin s € R

r+ (p") = sp" 1 + (p") para algtn s € R
r+ (p") = ¢(s+ (p)) para algin s € R
r+ (p") € Im(y).

RN

Luego, (R/ (p")) [p] C Im(yp). Por lo anterior

(&/(p")) [p] = Im(¢).

Finalmente, veamos que ¢ es un homomorfismo de R—moédulos. En efecto, sean r +

(p), s+ (p) en R/ (p). Entonces

o((r+ @) + (s + (p) = o((r+s) + (p))
=(r+s)p" "+ (")
= (rp" (") + (sp" T+ ()

= o((r+(p) + ¢((s + (p))).

Sean r + (p) en R/ (p) y s € R, entonces

o(s(r+(p))) = p(sr+ (p)) = srp" " + ") = s(rp" " + ("))

= sp(r + (p)).

Concluimos que
(R/(p™) [p) = R/ (p) -

Veamos que R/ (p"~™) = p™(R/ (p™)). Como R/ (p") = (1 + (p")), entonces p™(R/ {
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(p™ + (p™)) el cual es un submoédulo del R—modulo R/ (p™). Ahora,
r€ Opmygry < (@™ + ") = @")
= ") =07
< rp™e (P
<= r=sp" " para algin s € R

= re{pm).

Ast, Opmypmy = (p"7™). Por Teorema [2.1| parte (i77)
R/ Opm gy = R(p™ + ("))
Entonces,
R/ (p"™) = R/Opnsry = R(P™ + (p")) = (0" + (")) = p"(R/ ("))

(7v) Veamos que rA = @rA;. En efecto, dado que A = @ A;, entonces existe un
i€l icl
isomorfismo de R—modulos f: A — PA;. Siac Ay
i€l

f(a):ail—l—---—l—ain
conn€Z% iy, ...,in€lya; €A,,..a, €A, entonces

flra)=rfla)=r(ay +--+a;,) =ra; +---+ra;, € Bri,;
el

porque los A; con i € I son submoédulos de A. Luego, tiene sentido definir

g : TA — Dra;

el
ra +— f(ra).

Sia,be A,
g(ra+rb) = g(r(a+0b)) = f(r(a+0))

= f(ra+rb) = f(ra) + f(rb)

g(ra) + g(rb).
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Siae Ay seS,

Sia,be A,
g(ra) =g(rb) = f(ra) = f(rd)
= ra=rb.

Sea = € Z?"AZ-, entonces existen m € Z* y ji, ..., jm € I tales que
iel

T =raj + - +ra;, =r(a +- - +a,)

para ciertos a;, € A;,,...,a;, € Aj, . Luego, sic=aj +---+a;,, entonces v =rcy

existe d € A tal que f(d) = ¢, asi

g(rd) = f(rd) =rf(d) =rc=u.

Por lo anterior g es un isomorfismo de R—médulos y asi rA = @rA;.
i€l

Veamos que A[r] = @A;[r]. En efecto, dado que A = @ A;, entonces existe un
iel il
isomorfismo de R—médulos f: A — @PA;. Si a € A[r] tenemos que ra = 0 y que
icl

existen iy, ...,i, € I tales que f(a) = a;;, + -+ a;,, donde a;, € A;,,...,a;, € A;, ¥

los A;; son distintos entre si. Luego,
0=f(0)=f(ra)=rf(a)=r(a;y + - +a;,) =ra; +---+ra;,.
Como los A; con 7 € I son submodulos de A, entonces
ra;, € A, ...,ra; € A;
y como la suma @Ai es directa, tenemos que ra;, = --- = ra;, = 0, por lo tanto
i

Ay € Ah [7"] g eeey Qg c AZn [7"]
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y f(a) € @A, [r]. Luego, tiene sentido definir
el

g : Alr] — EEBIAZ- 7]
a +—  f(a)
Si a,b € A[r|, entonces

gla+b) = fla+0b) = fla) + f(b) = g(a) + g(b).

Sia € Alr] y s € R, entonces

g(ra) = f(ra) = rf(a) = rg(a).

Si a,b € Alr] son tales que g(a) = g(b), entonces f(a) = f(b), lo cual implica que

a = b porque f es un isomorfismo de R—modulos.

Si x € @A;[r], entonces existen iy, ...,i,, € I tales que z = b;, +---+b;,, donde
il
bi, € A; [r],....,bi,, € A;, [r]. Como f es sobreyectivo, entonces existen a;,, ..., a;,, €

A tales que f(a;,) = b;y, ..., f(a;,) = b;,,. Notese que para todo j € {1,...,m},
f(rag,) =rf(a;) =rb;; = 0.

Pero f(0) = 0y f es inyectivo, por lo tanto ra;; = 0y asi a;, € A[r]. Como Alr] es

submédulo de A, entonces a = a;, + - -+ + a;,, € @A[r]. Luego,
el

g(a) = fla) = flay + -+ ai,) = flai) +- -+ flai,)

Por lo anterior g es un isomorfismo de R—médulos y asi A [r] = @ A; [r].
iel
(v) Como A = B existe un isomorfismo de R—moédulos f: A — B.

Veamos que A; = B;. En efecto,

a€ Ay = O, # {0},
— dse R—{0}:s5a =0,
— Js€ R—{0}:sf(a) = f(sa) = f(0) =0,
— dse R—{0}:5€ O,
= O # {0},
— f(a) € By.
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Luego, tiene sentido definir

g . At e Bt

Sia,b e A, entonces

gla+b) = fla+0b) = fla) + f(b) = g(a) + g(b).

Sire Ryae A entonces

g(ra) = f(ra) =rf(a) = rg(a).

Sia,b € A son tales que g(a) = g(b), entonces f(a) = f(b), lo cual implica que a = b
porque f es isomorfismo de R—modulos.

Finalmente,

= dse R—{0}:sx=0.

Como f es isomorfismo de R—modulos, entonces

Jae A: f(a) =2 = f(sa) =sf(a) =szx =0,
= sa = 0 porque f es isomorfismo de R — moddulos,
— s€ 0,
—

aGAt.

Luego, g(a) = f(a) = .
Por lo anterior g es un isomorfismo de R—moédulos y asi A; = B;.

Veamos que A(p) = B(p). En efecto,

a€Alp) = O, = (p") para algun entero n > 0,
= pla=0,
= p"fla) = f(p"a) = f(0) =0,
= Oy = (P’) 0 <j <n por Teorema [2.1] parte (iv),
= [fla) € B(p)
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Luego, tiene sentido definir

Sia,b € A(p), entonces

gla+b) = fla+0b) = f(a) + f(b) = g(a) + g(b).

Sire Ry aé€ A, entonces

g(ra) = f(ra) =rf(a) = rg(a).

Si a,b € A(p) son tales que g(a) = g(b), entonces f(a) = f(b), lo cual implica que
a = b porque f es isomorfismo de R—modulos.

Finalmente,

x € B(p) = O, = (p™) para algin entero m > 0,
= pMx=0.

Como f es isomorfismo de R—modulos, entonces

da€eA: fla)=2 = [f(p™a)=p"f(a) =p"x =0,
=—> p"a = 0 porque f es isomorfismo de R — mddulos,
= 0, = <pk> 0 < k < n( por Teorema parte (iv)),

= a < A(p).

Luego, g(a) = f(a) = x.

Por lo anterior g es un isomorfismo de R—médulos y asi A(p) = B(p). B

Teorema 2.8. Sea R un dominio de ideales principales. Sir € R se puede factorizar
como r = pit---ppt con py, ..., pr primos distintos en R y cada n; > 0 en 7Z, entonces

los R—mddulos
R/(r) y R/(p!") @@ R/(pp*)

son isomorfos. Consecuentemente, todo R—maodulo ciclico de orden r es suma directa

de k R—mddulos ciclicos de ordenes pi*, ..., p.* respectivamente.

43



Demostraciéon. Inicialmente, sean s, t primos relativos en R y veamos que
R/ (st) = R/ (s) & R/ ().
En efecto, si x1,29,y1,y2 € R son tales que
T+ (s) =22+ (s) ¥y yi+ () =y2+(t).
Entonces 1 — 29 € () y y1 — y2 € (t), por lo tanto existen x3,ys € R tales que

Ty —Xy=235 Y Y1 — Y2 =Yzt

asi

txy —twg = x38t 'y Sy — Sys = YzSt,
luego

try — txo 4 sy — SYo
= (tx1 + sy2) — (txo + sya) = (w3 + y3)st
= x3st + yzst
= (tx1 + sya) — (tza + sya) € (st)
= (tx1 + sy2) + (st) = (taxg + sy2) + (st).
Entonces la funcion
¢ : R/(s)®R/{t) —> R/ (st)
(+(s),y+ () > (tz+sy)+(st)
estd bien definida.

Sixq,x9,y1,Yy2 € R, entonces

p((z1+(s), y+ () + (22 +(s) , 2 + (1))

P21 +2) +(s) 5 (1 +42) + ()

t(zy + w2) + s(y1 + y2)) + (st)

(
((tz1 + sy1) + (txg + sya)) + (st)
(

(tzy + sy1) + (st)) + ((tz2 + sya) + (st))

plar+(s) , yr+ (1) + p(e2+(s) , ya + (1)).
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Siz,y,z € R, entonces

p(z(x+(s) , y+ (1)) = p(zz + (s) , 2y + (1))
= (tzx + szy) + (st)
= z((tx + sy) + (st))

=zp(x +(s) , y + (1))
Six1,29,y1,y2 € R son tales que
(x4 (), y1+ () = plza + (s) , y2 + (1)),

asi

(tzy + sy1) + (st) = (txg + sya) + (st),

luego

(tzy + sy1) — (txg + sys) € (st),
entonces existe r3 € R tal que
(txq + sy1) — (txg + sys) = x3st,
por lo tanto
tzr —x2) = (w3t + (y2 —w1))s ¥ s(y1 — yo2) = (238 + (22 — z1))L.
Como s,t son primos relativos, tenemos que existen x4, z5 € R tales que
Ty — Ty =248 Y Y1 — Y2 = Tst,

entonces
T —Ty€(s) ¥ y1—y2 € (1),

asi las cosas

T4 (s) =22+ (s) ¥ y1+ () =y + (1),
consecuentemente
(@14 (s) , y1 4+ (1) = (22 + (s) , y1 + (1))
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Para finalizar con esta parte, como s,t son primos relativos, entonces por Teorema

existen u,v € R tales que
tv+ su = 1.

Si z € R, entonces z = suz +tvz y
p(vz+(s) , uz + (t)) = (tvz + suz) + (st) = z + (st) .
Por lo anterior, ¢ es un isomorfismo de R—modulos y
R/ (st) = R/ (s) ® R/ (t) .

. Sir = pite--pp* con py, ..., pr primos distintos en R y cada n; > 0 en Z, entonces
por Teorema [[.11] y aplicacién reiterada del resultado que probamos al inicio de esta

demostracion, tenemos que

R/ (r) = R/ 0k)
= R/ (' mity) © R/ GY)

= R/ @0 R/ (p)

Finalmente, si A es un R—moduloy a € A es tal que O, = (r), entonces por Teorema

2.1 parte (4i7) el R—mdbdulo ciclico Ra es isomorfo a R/O,. Luego,

Ra= R/O. = R/ (r) = R/ (p{") & --- & R/ (p;*). A

2.2. TEOREMA DE DESCOMPOSICION DE MO-
DULOS

En esta seccién encontraremos el teorema de descomposiciéon de modulos sobre do-
minio de ideales principales, el cual es el objeto de estudio de este trabajo, con su

respectiva demostraciéon de manera detallada.

Teorema 2.9. Sea A un mddulo finitamente generado sobre un dominio de ideales

principales R. Entonces
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(1) A es isomorfo a un méddulo de la forma
R/ (dy)®--- @R/ (dy) ® R",
para ciertos m,n enteros no negativos y donde dy | dy | -+ - | dp, en R.

(ii) A también es isomorfo a un modulo de la forma
Alpr) & -+ & Alpr) ® R”, (2.2)

donde py,...,pr son elementos primos de R que dividen a algin d; y
Alp) = R/ () & - @ RY (5",
Qi > > Qey, 0 =1, ..., k. Ademds, las descomposiciones son tinicas.
Demostracién. Por Teorema [2.3]
A=A F,
donde F = A/A; es un R—modulo libre de rango finito. Por Teorema [2.4]
A= Alp) & - @ Alpe),

donde py, ..., pr son primos en R. Luego,
AZA(p) D@ Alpr) © F.

Por Teorema tenemos que para cada i € {1,...,k} existen ay;,...,a.; € R tales
que
A(p;) = Ray; @ - -+ @ Ra,,
donde tenemos que los R—modulos ciclicos Ra;i, ..., Ra;., son de ordenes p;™, ..., p?ici
respectivamente, y a;; > -+ > a4, > 1. Por Teorema parte (ii) tenemos que
para j € {1,...,¢;}
Rai; = R/ (p}).
Asi,
A= A(p) ®-- @ Alpr) & F
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y para cada i € {1, ..., k}
A(p) = R/ (B") & & R/ (p]""),

con ay; > -+ > . Ahora, si {z1,...,xz,} es una base de F, entonces para todo

te{l,...,n}, por Lema|l.8 Rz; = R como R—mdbdulos, y por Lema
F=ZRx1&---& Rx,
=“=R®---DR
= R".
Por lo tanto,
A= Alp) @ - ® Alpe) ® R

y para cada i € {1, ..., k}

A(p) = R/ (pf*) @ ---® R/ ("),

CON (Y1 2> *++ 2 Wy, -
Ahora, construimos una matriz de tamano m x k donde m = max {cy, ..., ¢x} con los
p; antes descritos y completando (si es que es necesario) la parten inferior de algunas

columnas con entradas de la forma p{. Asi,

(e% [e% g
plll p221 .. pk 1
12 22 k2
Y4 Y2 o P
(2.3)
Olm, 2m, Xm
| D1 ) P
Sean
Alm - O2m, (0777978
diy = pimpytmepptt,
o A (m—1) ¥2(m—1) A(m—1)
dy = p P2 Dy )

11 21 Q1

A = PYVPE™ -y
Por construcciéon de la matriz en (2.3) y porque a;; > -+ > ., para cada i €

{1,...,k}, entonces d; | ds | - - - | d,. Tenemos que,
A2 A(p) @ @ Alpy) ® R
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y para cada ¢ € {1,2,...k}

A(p) = R/ (") & & R/ (p]""),

Con (v = *++ 2 Qyg,, entonces

Alp) = R/ (i) @ -~ @ R/ (p"),

Alp) = R/ () @ --- & R/ (p,"*) |

asi,

AZR/ (i) @ @R/ (P )@ @R/ () @ @ R/ (p"* ) O R"
conmutando y asociando adecuadamente tenemos,

A= R/ (pi) & @R/ (p )@ @R/ (p{* )& &R/ (py"*) & R"
conmutando y aplicando el Teorema tenemos que

A= R/ () ®---® R/ (d,) ® R".
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Capitulo 3

FORMA CANONICA
RACIONAL Y DE JORDAN

En este capitulo veremos una aplicacion del teorema de descomposicion de médu-
los sobre dominios de ideales principales (Teorema |2.9)) a través de las formas candnica

racional y de Jordan.

3.1. FORMA CANONICA RACIONAL Y FOR-
MA CANONICA DE JORDAN

En esta seccion utilizaremos el teorema de descomposicion de médulos sobre D.I1.P.
para deducir la forma candnica racional y la forma canénica de jordan, es decir,
veremos una aplicacion de los R—modulos sobre D.I.P. en un campo algebraicamente
cerrado. En nuestro caso, trabajaremos en el campo C".

Para deducir estas formas candnicas, comenzaremos enunciando definiciones y
resultados previos que nos ayudaran a obtener las hipotesis del teorema a aplicar.

Sean V' un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo K y

e V. —V

una transformacion lineal, entonces podemos dotar a V' de una estructura de K [z] —médulos
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si definimos:
Klz]|xV — Vv

(p(x),v) — plz)-v=(p(¢))(v)
para todo p(x) € K [z] y v € V. Nétese que

z-v=¢(v)
ysik € K, q(x) =k € K [z], entonces
q(z) - v="Fk-v=kv,
este 1ltimo es el producto en el espacio vectorial V.

Lema 3.1. El K [z] —mddulo V es finitamente generado.

Demostraciéon. Toda base de V', como espacio vectorial sobre K, es un conjunto

finito generador de V' como K [z] —mddulo. B

Definicién 3.1. En anulador del K [x] —mddulo V' es el conjunto
{t(xz) € K [z] : t(z) - v =0 para todo v € V'}.
Lema 3.2. El anulador del K [x] —médulo V' es un ideal no cero de K [z].

Demostracién. Claramente el anulador del K [z] —mddulo V' es un ideal de K [z].
Veamos que tal anulador es no cero. En efecto, sea o = {vy,...,v,} una base para
V', entonces {vy,...,v,} es un conjunto finito de generadores del K [x] —médulo V.

Ademds, para ciertos elementos a;; € K.

x-vy = @v1) =anvy + -+ a1y,

LUy = @(Un) = Qp1V1 + -+ App Uy

Luego, las igualdades anteriores las podemos escribir en forma matricial asi:

ayp —xr - Q1np U1 0

— . (3.1)



Si llamamos A a la matriz n x n que aparece en la igualdad (3.1]), entonces

(4] U1 0 0
(AdjA)A - : = det(A)L, - : =(AdjA) | * | =

y asi, det(A) - v; = 0 para todo i = 1, ...,n. Ahora, si
p(x) = (=1)"det(A) = 2" + ap12" + - + a1z + ag # 0,
entonces p(z) - v =0 para todov € V. B
Por Teorema K [z] es un dominio de ideales principales, entonces el anulador del

K [z] —m6dulo V estd generado por un polinomio ¢(x) # 0. El polinomio ¢(x) puede

escogerse monico y en este caso es Unico y se conoce como el polinomio minimal

de ¢.
Lema 3.3.
K [7] K [7]
V= SRR ;
{di(2)) (dm ()
donde dy(x) | da(x) | -+ | dm(x) en K [z] y los polinomios d;(x) son mdnicos.

Demostracién. El Teorema 2.9 parte (i) aplicado a esta situacién nos dice que existe

un isomorfismo de K [z] —médulos

Ko . Kl
@@y o)

donde di(z) | dao(x) | -+ | dn(x) en K [z] y los polinomios d;(x) pueden tomarse

f:vVv—

@ (K [2])", (3.2)

monicos. Si la potencia n que aparece en (3.2) fuera mayor que cero, entonces se
tendria que f7(0,...,0,1,0,...,0) (donde el 1 estd en la posicién m + 1) serfa un

elemento de V' sin torsion, es decir, para todo r(z) # 0 en K [z],
r(z) - f71(0,..,0,1,0,...,0) # 0,

lo cual es imposible ya que existe un polinomio g(x) # 0 (el polinomio minimal de )

que anula a V. l
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Parai=1,...,mseaw; = f~1(0,0,...,0, 1+ (d;(z)) ,0, ...,0). Como f~! es un isomor-

fismo, entonces f~! ( <§([?)>> = (w;) es un submoddulo de V' y ademads

Para i = 1,...,m, una base (w;) como espacio vectorial sobre K estd dada por
{wi,x cwg, 2 - w, ., @I wi} ,

donde |d;(x)| denota el grado del polinomio d;(z). Probar que este conjunto es una

base de (w;), equivale a demostrar que

p= {1 + (di(2)), & + (d;(x)) , ..., gl @I 4 (dz(x)>}

Kz] K[z]
(di(x)) (di(x))’

por Teorema [1.14] t(x) = d;(z)q:i(x) + t;(z), con 0 < |p;(z)| < |di(z)| 6 ti(x) = 0. Si

es una base para el K —espacio vectorial . Dado cualquier ¢(z)+(d;(x)) en

t;(z) = 0, entonces
ta) + (di(2)) = (di(x)) € (1 + (di(2)) , 2+ (di(2)) , ..., 2O 4 (dy(2)) ).
Ahora, si 0 < |t;(2)| < |di(x)], tenemos que
t(x) + (di(2)) = (di(z)qs(z) + ti(2)) + (di(2)) = ti(2) + (di(2)) .

Veamos que t;(x) + (di(x)) € (1+ (di(x)), z+ (di(x)), .., 241 4 (di(2))). Su-
pongamos que t;(z) = ko + kix + -+ + Kjg;()|—12/%® -1, donde los k; estan en K.

Entonces

ti(z) + (di(x)) = (ko + krx + - - - + Ky (@) 1214 @1=1) 4 (d;(x))
= (ko + (di(x))) + (k1 + (di(2))) + - -
+ (R (@) 121451+ (di(2)))
= ko(1 4 (di(x))) + k1(z + (di(x))) + - -

+ (@) -1 (214017 4 (di(2))).

Luego (3° genera a <f([z])> como espacio vectorial sobre K. Por otro lado, si

ko(1 4 (di(2))) + ki (z + {di(2))) + -+ + Kjay @y 1 (#1417 + {di(2))) = (di()) ,
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entonces d;(z) | (ko+kiz+- 4 kg, () —12%@171). Como |d;(z)| > |d;(x)| — 1 tenemos
que
k’o + ]{?1.23 + -4 k|di(:p)|—1l“di(z)‘7l = O,

lo que implica que k; = 0 para j = 1,...,|d;(z)| — 1. Por tanto 3’ es un conjunto

linealmente independiente en el espacio vectorial WL[?» sobre K. Lo anterior implica

que una base para V esta dada por
di(x)|—1 dm (x)|—1
ﬁ:{wl,m-wl,...,x| L@y, o Wy T - Wiy - - -, B ()] -wm}.

Ahora, si d;(z) = ag; + ayx + -+ + a(‘di(x)|,1)ia:‘di(””)|_1 + 4@ entonces como d;()

anula a w; tenemos que

= Qg; * W; —+ a1+ W; N a(|di(x)|—1)ix‘di(x)|il - W + :L-|dz(33)| S Wy,
de donde se sigue que
xldz(x)‘ SW; = —Qg; W — AT Wy — - — a’(|di($)‘—1)ix|di(z)‘71 - w;.

Por lo anterior, la matriz que representa a ¢ en la base 3, denotada [¢] s €8

N 0o 0 --- —ag; | |
1 0 --- —ay
I L —aga,@)-1p1 |

0 0 - o
1 0 -- —ay,
i i L —aga@)-1pm | |

La matriz [p] 55 se dice que estd en forma canénica racional.
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3.2. FORMA CANONICA DE JORDAN

Sea V el K [x] —mdédulo de la seccion anterior. Entonces por Teorema [2.9| parte (i7),

yo Kbl K@l Kl KD
((p1(2))*m) ((p1(z))*rer) ((pr(z))*1) ((p(z))**er)
con potencias aqy > Qg > -+ > Qey, Qg1 > Qg > - -+ > Qi - Lo anterior induce una

descomposicion de V' en la forma:
V=) @ @© (Vie1)) ® -+ © ((Up1) -+ - © (Ukey )

Supongamos que (v) C V' y (v) = ﬁ%, n > 0 con p(z) primo en K [z], entonces
por Teorema [1.10] parte (i) p(z) es irreducible en K [z]. Si K es algebraicamente
cerrado (es decir, todo polinomio no constante de K [z] se puede factorizar en factores

lineales), entonces p(z) = x — «, para algin « € K. Veamos ahora que

B/ = {Uv(x_a)'U,<CC—CY)2'U,...,(ZL‘—Q)77_1-1)}

es una base para (v) como espacio vectorial sobre K. En efecto, todo elemento t(x)-v €
(v) se puede escribir de la forma t;(z) - v, con 0 < |t;(z)| < n 6 t1(x) = 0, ya que
por Teorema [1.14] t(z) = (x — a)" - [(x) + t1(x), para un cierto [(z) en K [z] y con
0 < |t1(x)] <n 6 t1(x) = 0. Entonces

t(x) - v=1IUxz) ((xr—a)’ - v)+ti(z)- 0.

Pero, existe un isomorfismo de espacios vectoriales dado por:

K [z]
((z —a)m)

Luego, h(v) =1+ ((z — «)") implica que

h:{v) — = (14 ((z —a)"))
h(z—a)’-v)=(z—-a)"+ (- a)") =(z-a)").
De aqui se sigue que (z — «)"-v = 0y por lo tanto,
t(x) - v=1IUz)-0+t(x) v="rt(x)- v
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Ahora, si t1(x) = by + byz + - - - + bz, con t < 1, entonces
ti(z) = by +by(z —a)+ -+ b(z — a)t
para ciertos b;- € K. Luego,
ti(z) v ="by(1-v) +b((x —a)-v)+ -+ b((x —a)-v).

Los elementos de /' son linealmente independientes, ya que si existieran by, by, -+ ,b,—1 €

K, no todos cero, tales que
0="0bov+b((x—a) v)+-+b,_1((x — )" -v),

entonces by + by(z — a) + -+ + by—1(z — «)"! serfa un polinomio no nulo de grado

menor que 7 que anularia a (v). Este polinomio también anularia a <(£[§)n>, lo cual

es absurdo. Ahora,

plx)=z-v=(r—a) - v+a-v
ollx—a)v)=x-(r—a) - v=(r—a)(r—a) v+alx—a) v

ol(z—a) v)=z-(z—a) -v=(z—a)™ v+alx—a)- v

Luego, i i
a 0 0 0
1 a 0 0
|:SO|<’U>:|6/B/ = 0 (6% O == Jn(a>
0O 0 --- 1 «

Luego, J,(«) es llamada el bloque de Jordan asociado a a de tamano 1 x 7. La

descomposicién
V=) @ @ (Vier) © - © ((Up1) @+ D (Vhey ),
nos permite tomar una base para el espacio vectorial V' sobre K

B=(FrU-UPi)U--U(Bra U+ U Pre, )
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donde f3;; es una base para (v;;). Ademas,

Jall
Jalcl
[90}55 =
Jakl
L Jo‘k% i
CoOM Qg 2> o+ > ey, Qg1 >+ o+ > Qe . La matriz [(p]ﬁﬂ se dice que estd en forma

candnica de Jordan.
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